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第 一 音 ” 复 平面 有 界 闭 集 上 多 项 式 
及 有 理 函 数 的 逼近 


众所周知 ,多 项 式 及 有 理 函 数 是 两 个 最 简单 的 函数 类 ,因此 我 
们 来 研究 用 这 两 个 函数 类 来 进行 道 近 的 问题 ， 
根据 Weierstrass 定理 ， 实 轴 芍 有 界 闭 区 间 上 任意 一 个 连续 
溺 数 孝 可 以 在 此 闲 区 间 上 用 多 项 式 一 致 避 近 ， 人 们 自然 会 间 ， 这 
个 定理 在 复数 域 上 是 否 成 立 ? 问 得 更 深 人 一些， 复 平 面 的 有 界 闭 
集 上 的 任意 一 个 连续 函数 能 否 在 此 闭 集 上 被 多 项 式 一 致 遥 近 ? 回 
答 是 否定 的 。 鲍 如 ， 当 有 界 闭 集 已 含有 内 点 时 ， 就 不 行 ， 因为 ， 
车 zo 是 的 一 个 内 点 ， 则 必 存 在 z 的 邻 域 UC(zo0)CF， 上 且 车 
通 数 f(x) 能 在 已 上 被 多 项 式 一 臻 逼近 时 ， 则 必 存 在 多 项 式 序列 
{1P,(z)}, 使 得 在 上 ,因而 在 U(zo》 上 一 致 地 有 
,lim Ps) 一 fC2). (0.1) 


这 样 一 来 ,根据 复 变 测 数 沦 上 的 Weierstrass 定理 可 以 推出 ,函数 
1(z) 必 在 Uz0) 上 解析 ， 因 而 了 消 数 f(x) 就 在 的 内 点 集 FF' 
上 解析 。 显 然 , 不 是 每 一 个 在 .上 的 连续 函数 都 有 此 性 里 , 

若 在 界 闭 集 下 不 含有 内 点 ， 那 么 任意 一 个 在 下 上 连续 的 函数 
是 否 都 能 在 和 了 开 被 多 项 式 一 臻 逼近? 或 者 更 一 般 她 ， 任 意 一 个 在 
上 连续， 在 卫 的 内 点 集 F' 上 解析 的 函数 是 否 都 能 在 下 上 性 多 
项 式 一 臻 逼近 ? 园 答 仍 是 否定 的 ， 例 如 , 若 有 界 闭 集 下 分 割 平 贡 ， 
妈 巡 关于 全 平面 的 余 集 CR 至 少 是 由 两 个 区 域 ( 以 后 称 这 种 区 域 
为 构成 区 域 ) 组 成 时 ,就 不 成 立 ， 事 实 .上 ,此 时 FF 的 余 集 CF 的 构 
成 区 域 中 至 少 有 一 个 是 有 界 区 域 , 设 为 G。 显 然 ，G 的 边界 了 属 
于 有 界 闭 集 玉 ， 若 在 有 界 闭 集 下 上 的 玉 数 As) 在 上 能 被 多 项 
式 一 致 允 近 , 则 同样 也 存在 多 项 式 序 列 {1P,(x)}， 使 得 (0.1) 在 F 
上 一 致 成 立 。 特 别 地 ,在 区 域 G 的 边界 T 虐 ，(0.1) 也 一 致 地 成 立 . 


轨 沸 , 任 给 > 0， 存 在 自然 数 入， 使 得 当 交办 > N 时， 一致 
地 有 
iP.(2) ~ Pal2) EzET, (0.2) 
根据 解析 函数 的 最 大 模 厌 理 ,(0.2) 在 闭 区 域 GE 上 也 一 致 地 成 立 . 
因此 ,多 项 式 序列 {P,(z)} 在 闭 区 域 上 一 致 收敛 到 其 个 连续 
沈 数 H(zx)， 显 然 有 
H(z) = flz), zeT, 


再 根据 Weierstrass 定理 ,及 (zs) 在 6G 兴 解析 ,这 表示 函数 f() 
可 以 从 集合 上 解析 开拓 到 CF 的 有 型 的 构成 区 域 上 。 罗 然 ,不 
是 任意 -一 个 在 有 界 闭 集 上 连续 、F" 上 解 村 的 员 数 部 有 此 性 质 . 

这 样 一 来 ,我 们 必须 对 原来 昕 提 的 问题 作出 修正 ,从 而 提出 下 
列 避 题 : 当 有 界 闭 集 玉 不 分 割 平面 时 , 任 吝 一 个 在 愉 上 连续 ,F 的 
内 点 集 R" 上 解析 的 函数 是 否 可 以 在 太 上 被 多 项 式 一 致 末 近 ? 名 
然 , 从 上 面 的 讨论 夹 看 ,这 颗 对 集合 F 与 对 所 给 肌 数 附加 的 条 件 帮 
是 必要 的 ， 这 个 问题 由 苏联 卓越 的 数学 家 Wepreraa 彻底 地 解决 
了 。 信 沟 问 答 臣 肯定 的 . 

此 外 , 当 有 界 闭 集 分割 平 历 时 , 白 然 可 以 提出 用 有 理 漳 数 一 
至 下 近 的 问题 。 这 个 问题 也 由 苏联 优秀 的 数学 家 Bytirna 彻 忘 
地 解决 了 ， 

本 音 将 介绍 与 上 面 讨论 有 关 的 一 些 结果 ，、 此 外 还 和 村 介绍 一 些 
在 其 它 站 近 意 义 下 的 一 些 有 趣 结 果 。. 让 我 们 先 从 最 简单 的 特殊 情 


$1. Runge 定 理 


这 一 节 ， 我 们 首先 建立 有 办 闭 集 上 解析 ( 见 下 面 的 定义 ) 的 函 
数 在 此 闭 集 上 被 多 项 式 或 有 理 函 数 一 致 逼近 的 定理 。 

定义 1 设 E 是 扩充 平面 工 任意 点 集 , 溪 数 f(z) 在 三 上 有 定 
驻 且 是 单 值 的 ， 如 果 对 任意 点 ze Exo 关 oo， 存在 每 级 数 


| 


+ 
>)as(z — 20)° = F(z), (1.1) 


它 在 z。 的 某 一 个 邻 域 ULzo} [以 后 就 县 Ulz0) 为 以 和 为 中 心 
的 喇 ] 上 一 致 收 伍 到 某 个 解析 函数 FE.(s])， 且 
已 Kx) — fis), rxE (UC(z) NE); 
市 若 > 一 oo € EE 时 , 存在 Laurent 
DF.), (1.2) 


ts 
它 在 z。 一 co 的 某 个 邻 域 U(oo) [以 后 就 到 为 {z: 1zi > R}, 其 
中 民 为 某 个 正 数 ] 上 一 致 收敛 到 某 个 解析 沙 数 F(z), 且 
Fs) = f(z), z EE (UCcONE), 

则 我 们 说 ,函数 f(x)》 在 集合 E 上 局 部 解析 ,或 简称 f(z) 在 集合 
EE 上 解析 ， 

显然 , 当 集 人 台 王 为 区 域 时 , 则 这 里 解析 的 定义 与 通常 的 定义 是 
完全 一 致 的 ， 当 集 台 互 是 堵 区 域 ,是 函数 f(z) 在 E 上 解析 时 , 则 
用 通常 的 术语 来 说 , 闭 区 域 上 每 一 点 ,部 是 溺 数 f(z) 的 正则 点 
了 。 这 里 实际 上 用 到 了 亏 数 解析 开拓 的 概念 。 当 集合 E 是 由 两 个 
. 互 不 相交 的 区 域 G， 与 6G; 构成 时 , 则 消 数 f(z) 在 E 上 解析 , 表 
示 f(z) 在 G， 上 和 解析， 在 G， 上 也 解析 。 但 是 f(x) 在 此 两 个 
区 域 上 可 以 分 器 是 两 个 没有 任何 联系 的 解析 基数。 例如 ， 

1, 当 Iz| 二 1 寺 ; 
er 网 当 |z 一 3| < 1 时. 

若 zo E， 上 生 是 的 极限 点 , 则 根据 解析 函数 的 唯一 性 定理 ,上 面 
存在 的 函数 F,,(z) 是 唯一 的 。 若 ze E， 且 是 EE 的 称 立 点 ,此 
时 f(z) 必 在 z 一 zo 解析 , 且 上 面 定 义 中 的 ,lz) 可 以 有 无 穷 
多 个 ， 我 们 总 是 取 其 中 的 一 个 ,使 得 由 它 所 对 应 的 圆 域 U《zxo) 具 
有 最 大 的 半径 。 有 时 性 ,为 了 讨论 简单 起 见 , 常 常 假定 集合 E 不 含 
有 孤立 点 , 即 它 是 一 个 密集 。 

若 集 合 E 是 一 个 闭 贺 , 且 活 数 Kz)》 在 王 上 解析 , 则 已 知 存在 
一 个 区 域 C,ECG， 使 得 f(s#) 可 以 解析 开拓 到 区 域 G 中 ,或 者 


s 3 


说 ， 忒 zy 也 在 区 域 6 中 解析 ， 下 面 将 证 明 , 这 个 事实 对 于 一 般 的 
闭 集 E 也 是 或 立 的 , 伍 此 由 G 了 可 能 是 -个 开 集 ， 因 此 , 注 集 上 解析 
阴 数 的 示 近 反 题 就 可 以 化 为 在 开 集 上 解析 函数 的 酒 近 问 题 来 讨 
论 。 我 们 有 下 列 定理 . 

定理 1 讽 口 是 复 平面 上 任意 一 今 开 集 ,函数 f(x) 在 0O 上 解 
析 ， 风 存在 有 理 遂 数 序列 ，{5,.,(z)}， 它 在 0 内 闭 一 致 收敛 到 
itx)， 即 在 OQ 内 任意 一 个 有 界 闭 集 上 一 致 收敛 到 f(z)。 


证 设 0 是 开 集 ， 我 们 记 距 离 为 站 (2 一 0,1,2，…) 的 平 
行 于 * 轴 以 及 平行 于 y 轴 的 直线 网 将 平面 进行 分 制 ， 这 样 就 得 到 
了 一 些 边界 为 六 的 正方 形 职 。 不 妨 认 为 ， 原 点 是 某 些 正方 形 的 


边界 ， 现 在 用 下 列 方法 以 这 个 正方 形 网 中 取出 一 些 上 共有 特殊 性 质 
的 正方 形 来 构成 一 个 正方 形 集合 P: 闭 正 方形 2 《 P 当 上 且 仅 当 2 
连同 紧邻 它 的 8 个 闭 正方 形 都 品 丁 GQ。 殷 集合 P 了 中 的 正方 形 全 体 
的 内 点 ,这些 正 方形 两 两 相 邻 的 正方 形 公共 这 上 的 点 (不 考虑 端 
点 )， 以 及 四 个 正方 形 的 公共 顶点 联合 起 来 组 成 一 个 开 集 D,。 显 
然 , 有 .CO， 但 是 开 集 0。 可 能 是 无 界 的 , 我 们 用 0O。 表示 开 
集 O, 与 正方 形 {一 ;< 之 x 之 3*， 一 3" < 之 y 过 3*} 的 交集 。 因 
此 ,O, 是 O 中 的 有 界 开 集 . 开 集 0。 的 边界 是 由 有 限 条 闭 Jordan 
可 求 长 的 曲线 所 构成 的 、 而 每 一 条 这 样 的 曲线 又 是 由 有 限 条 直线 
般 所 组 成 的 。 此 外 ,并 集 0。 还 有 下 列 两 个 重要 的 性 质 ; 

1 OCOtn 一 12， 事实 上 , 若 ze0.， 则 z。 必 属 
于 0。 的 一 个 财 正 方形 323。 由 0。 的 定义 知道 ，3。， 与 3。 紧邻 
的 8 个 拷 正 方形 25 和 一 12 8) 也 属于 D。 在 构成 DO 
时 , 需 昌 将 2。 及 每 一 个 292 一 1,2， 8) 再 均 分 为 9 个 小 正 
方形 ， 这 样 ，2。( 它 已 被 分 成 9 个 小 正方 形 ) 连 同 它 紧邻 的 40 个 
小 正方 形 〈%。 每 边 再 增 二 排 小 正方 形 ) 也 都 属于 0,;,， 因 而 有 
ZE 人。 

2. 对 于 开 华 口中 的 任意 一 个 有 和 界 闵 集 ,者 能 找到 一 个 自然 


4 。 


数 NCF)， 使 得 当 = 守 NC(F) 时 ,就 有 天 CO 
人 事 实 上 ， 设 此 有 界 闭 集 F 与 O 的 边界 的 距离 为 so 有 HF 


们 于 加 1z| < R 内 , 则 容易 看 出 ; 当 wn 之 R 一 3, 且 所 


时 , 即 取 
NCF) 一 maxfR 十 3,Cla /In 3) + 1} 


就 能 满足 这 里 的 要 求 。 

我 们 称 具 有 上 述 性 质 的 开 集 序列 {10,} 为 渐 近 于 开 集 OO 的 增 
序列 ， 

设 函 数 f(x) 在 开 集 0O 上 解析 。 我 们 用 Tr。 表示 开 集 0, 的 
边界 , 则 由 Cauchy 公式 , 当 <eG。 时 ,有 


| 15) gr,zse 6,, (1.3) 


Zai rnt Oo 
其 中 党 着 T,t， 的 积分 应 该 理解 为 沿 着 组 成 『,r 的 每 一 
Jordan 可 求 长 曲线 上 积分 的 总 和 , 且 其 绕 行 是 逆 时 针 方向 .由 此 ， 
任 给 8 > 0， 必 存在 着 上 述 积分 的 部 分 和 SGsy， 使 得 对 于 了 闭 
集 0, 上 所 有 的 点 z， 一致 地 有 
Ii) 一 So <e, z€0,, (1.4) 
事实 上 ,因为 f(z) 在 Per 上 解析 ， 因 此 必 一 致 连续 , 即 任 
给 e 盖 0， 存 在 数 5(s') > 0， 使 得 对 于 Tt 上 人 和 任 章 两 点 名 及 
三 ， 当 [5 一 如 | 二 5(8') 时 ,就 有 
(fC) 一 F851 < 5 (1.5) 
现在 将 组 成 .+ 的 曲线 了 法 计 二 1,2,…… ,Patt) 分 割 一 些小 
隆 ， 其 分 点 为 上 [一 12VtCE 二 wu 一 ea 且 
相 邻 二 点 《ii 之 闻 的 续 记 和 作 ci 其 弧 长 记 作 1 
而 
A < min(6(e) ,8 )， 殉 一 1 2， ,Par 
j= 1,2.….， ee {1.6) 
对 应 上 法 的 分 荐 , 考 虹 积 分 和 


Pat. Ah 1 
CE 1+1 一 性 全 1). 


9 17) 一 2 > 之 Ce 


1:7 
现在 下 有 明 , 对 点 牧 分 (1.7),(1 4) 成 立 ， 0 
事实 上 , 当 ze QH ,我 们 有 
[f(z) 一 SiCs)| 
Pr 二 +- Air 1 [ fCEY f(t 
人 1 过 = z 4 


we 
3 < Ee rw 
-TI nal ial ot ;! Ce 了 


1 1(5) — {C52) 
2. | | 之 | | 才 一 攻 
二 A DL i £2) 

Ce dC sy J 


设 
M ,+ max|FCz)|， 
sr 


m+! 


1 为 0。 三 了。 之 问 的 距离 ， 志 0, 的 狂 质 可 知 ty 闫 了 


> 0. 
本 是 ,由 zw 的 取 法 , 利 六 (1.5) 及 (1.6), 让 上 式 可 知 ， 对 于 所 有 
的 z EO。 有 
i 8 [二 Ke 
2 tz1 7=) 天 
1 十 NEE)-1 ye a 
rn 大) 一 | 
0 二 人 = 
] pn 十 ， 用 (5 一】 pg 信人 
守 一 - ep Li 
27 和 和 > bs BE Wat #241 上 Ct) 


如 果 注 意 到 
pet NEC')—] 
之 1 和 1 让 4 《1.97》 
和 » Pn+1) 的 长 


其 中 4.+， 是 组 成 所 有 曲线 了 失信 一 1.2， 
度 之 大 , 则 当 Ze OO。 尘 , 几 (13) 玉 (19) 得 到 


» 6 + 


fs) 一 SCs) | 委 et (fer 十 Mr) 
了 二 


显然 ,对 于 充分 小 的 引 ， 上 还 不 等 式 右边 可 以 小 于 任何 预先 给 定 
的 数 e > 0， 

因此 , 若 版 s 一 se 490, 我 们 就 得 到 了 有 理 活 数 序 列 {3,+kz)j， 
它 在 任何 一 个 闭 集 Di 一 1,2,-*+》 上 一 致 收 化 到 函数 fs)， 
利用 增 序列 {0,} 的 性质 2, 就 证 明了 定理 1， 

从 定 吾 1 的 证 明 可 以 看 出 ， 我 们 实际 上 是 在 开 集 0 内 部 的 有 
界 闭 集 下 上 来 考 感 逼近 问题 。 此 外 ， 从 定理 ! 的 证 明 过 程 还 可 以 
看 出 ,实现 有 融 近 的 有 理 政 数 5,41,(z) 的 极点 是 在 开 集 0 的 内 部 .人 
们 自然 会 问 , 能 否 将 实现 通 近 的 有 理 哟 数 的 极点 移出 开 集 0 外 ?或 
者 将 问题 提 得 更 清楚 一 些 ; 若 胡 数 j(z) 在 开 集 0 内 和 解析， 而 
是 0O 内 的 有 界 闭 集 , 则 我 们 能 否 用 具有 给 定 极点 (一 般 地 是 在 开 集 
外) 的 有 理 了 项 数 在 只 上 一 致 丙 近 函数 f(z) 呢 ? 为 此 ,我 们 需要 
下 列 引 理 ， 

引 理 1 设 F 是 复 平 面 上 的 有 界 闭 集 , z 是 下 的 外 点 。 设 


2 P12) 
Ri(s) 人 — zt" 


其 中 太 是 给 定 的 非 负 整数 ，P:(*) 是 次 数 不 超 过 太 的 多 项 式 ， 
又 设 z， 也 是 五 的 外 点 ， 且 与 z 同属 于 集合 己 的 余 集 CF 的 一 
个 构成 区 域 G, 则 对 于 任 给 e > 0， 存 在 有 理 函 数 


Pi 
ee 《az 一 zt 


其 中 大 也 为 某 个 正 整 数 ,而 多 项 式 P:(s) 的 次 数 不 超 过 所， 使 
得 
| Ri(s) 一 RC(z2)| < 2,z€ FF, 

证 ”由 引 理 1 的 条 件 可 知 ,在 G 内 存在 连接 z 与 x; 的 Jordan 
可 求 长 曲线 ! ， 设 P 是 上 与 闭 集 F 之 闻 距 离 ， 则 有 p 之 0， 现 将 
曲线 分割 为 一 些 直 径 小 于 pj/2 的 弧 oi(i 一 1,2,-…,m)， 并 以 
Ei 01 1 1 表示 其 分 点 ， 现 在 我 们 利用 


nu 7 +» 


点 5 来 构造 一 个 具有 准 一 极点 在 z 一 亏 上 的 有 青衣 数 ,其 分 子 
的 次 数 不 大 于 分 母 的 次 数 且 在 忆 上 ,这 个 有 理 函 数 Rs,(x) 与 有 理 
活 数 Rekz) 之 差 的 重 很 小 。 


令 
二 -i | (人 二 


其 中 mm 十 待 确定 的 自然 数 。 显然 ,函数 Rei(z) 只 能 有 唯一 的 极 
点 在 z 一 号， 且 多 项 式 Palx) 的 次 数 不 大 于 下 十 《人 一 1) 一 
mkl， 当 z€ F 时 ,我 们 有 


[RD — RDN = RCH 人 一 (全 一 1 


Zz 一 上 


< ules(D) + el) +t} 


2 
< 二 TCR 二 GE 十 十 5 村 多 2 


其 中 
M 一 maxihi(z)|。 
医 此 ,对 于 任意 的 数 s 盖 0， 当 入 充分 大 时 ,就 有 


1Ri(z) — Re le) | < 一 三 
形 


与 上 面 一 样 ,利用 &u(s) 可 以 构造 具有 级 点 在 + 一 5; 的 有 
理 遇 数 Rs,(z)， 其 分 于 次 数 也 不 大 于 分 母 次 数 , 使 得 


{Relx) — Re (2)| < 二 ,ze 了。 
Hr 


不 断 雹 应 用 上 达 方 法 ,最 后 得 到 只 具有 极点 在 z 一 5。 一 z， 的 有 
惠 函 数 Ri (so 会 Ri(s) ,其 分 子 的 次 数 不 大 于 分 母 的 次 数 , 且 满足 


JRs, (Ca) 一 Re Cz)| < z€F, 


由 此 就 能 得 到 
'Ri(z) — Ra)| < 8, € FF. 


这 就 完成 了 引 理 1 的 证 明 . 

定理 2〈Runge 闪 见 文献 L92]) 设 0 是 开 集 ， 它 是 由 至 多 可 
数 个 互 不 相交 的 单 连通 区 域 所 组 成 的 , 且 coEO, 则 对 任意 一 个 在 
0 上 解析 的 水 数 f(x)， 存 在 多 项 式 序列 {P,(x)}， 它 在 开 集 0 
上 内 闭 地 一 致 收 合 到 冰 数 f(x). 

证 设 {0,} 是 渐 近 于 开 集 0 的 增 序列 。 从 序列 {0,} 的 性 
质 知 ,我 们 只 要 在 任意 一 个 有 界 闭 集 5。 上 证 明 f(x) 能 被 多 项 
式 一 致 逼近 即 可 . 

首先 ,在 定理 的 条 件 下 ,可 以 看 出 , 开 集 O。 的 每 一 个 构成 区 
域 必 是 单 连 通 区 域 , 这 是 因为 O。 的 边界 点 必 属 于 O 〇 的 构成 区 域 
一 一 单 连通 区 域 。 此 外 ,由 于 .CO,+， 因 比 开 集 0。+ 的 边界 
rT,+1 上 每 一 点 ,特别 是 在 证 明定 理 1 时 ， 所 构造 的 有 理沙 数 8。b 
(sz) 的 极点 二 1;《 玉 sy 2 ~ ,patirf 1,2,..*. ,Ni(e’) —"1 
都 能 用 与 0。 不 相交 的 曲线 与 不 属于 0O。 的 任意 点 zx 连接 起 
来 。 不 妨 假 设 0。 位 于 圆 jz| 和 < R. 内 ,而 |zol > R,。 这 样 一 
六 ,对 每 一 个 辕 定 的 *， 把 上 述 引 理 1 应 用 到 有 理 通 数 

1 (CA) i 一 4 
Be 后) et 
R12 patisi = 1,2,...- ,Ni(E)—!1 

上 ， 对 任何 数 es > 0， 存 在 具有 唯一 极点 在 z 一 z。 的 有 理 函 数 


Six) < 2 


其 中 ,4.《z) 是 某 个 次 数 不 大 于 六 的 多 项 式 , 使 得 
1Ssh(z) — Sn(z)| < ez € O,, 
因而 就 有 
[fOr) 一 SC < 2E,,2 € O,. (1.10) 
有 理 函 数 $,,.(x) 在 iz| 和 R， 上 解析 ， 因 此 在 含有 闭 集 
三 。 的 汶 圈 1:| 私 R, 上 可 以 展开 成 考级 数 , 适 当选 取 此 展开 式 中 
s 当 


的 前 ”项 的 部 分 和 Po(s)， 就 得 到 
[Ps 一 Sa) < es ZEO,, (1.11) 
以 C1.10) 与 (1.11) 就 得 到 了 
[f(z) — Pls)| < 3e,,2€ 0,, 

注意 到 P,(z) 是 一 个 多 葬 式 ,这 就 证 明了 定 埋 2， 

这 个 定 埋 实 质 二 是 在 一 些 互 大 相交 的 一 些 单 连通 区 域 上 给 定 
了 不 周 的 略 析 图 数 ， 就 可 以 在 这 些 区 域 所 构成 的 集合 的 内 郭 的 任 
意 - 个 有 界 闭 集 上 被 间 一 个 多 项 式 序列 一 致 避 近 ， 这 个 定理 太 可 
以 用 另 一 种 葛 为 祖 楚 的 形式 来 叙述 。 

定理 2 〈《Runge)《【 见 文献 [92]) 设 下 是 复 平 面 上 的 有 男 闭 
集 ,其 余 集 CF 是 一 个 区 域 ， 则 任意 ~ 个 在 FF 上 的 单 值 解析 函数 
f(s) 部 可 以 在 天 上 被 多 项 式 一 臻 逼近, 即 任 给 6 > 0， 存 在 多 项 
式 PCz)， 使 得 

1Ffe) — Pl2)! < 8s,2¢€ FF, 

证 由 定理 2 看 出 ,为 子 证 明定 理 关 ,只 要 证 明 在 定理 2 的 条 
件 下 , 必 存 在 一个 开 集 0,0 必 FF， 它 是 由 至 多 可 数 个 互 不 相交 的 
单 连 通 区 域 所 组 成 的 ， 日 函数 f(z) 可 以 单 信 地 从 羽 解 析 开 拓 到 
开 集 4 中 ， 

首先 海上 噶 漠 集 FF 四 除 蔡 所 有 的 孤 音 点 后 所 余下 的 娄 合 F', 可 
这 证 明 ，F ”仍然 是 一 个 财 集 。 事 实 上 ,车 zo 是 至 的 极限 点 ， 册 
它 必 是 的 极限 点 ,因此 zk FF， 田 一 方面 ,由 于 za 不 是 王 的 孤 
立 点 * 因 此 zoe 下 

对 于 每 一 点 zs 6 FP', 按 定 理 的 假设 , 必 存 在 一 个 窒 级 数 ， 


+ 


> ankz 一 z0) 一 Fa.(2), 


它 在 点 z 一 z 为 中 心 的 国 Cw6) 于 解析 ,用 

Fla) 一 jz),z€E CU(z)NF'). 
我 们 将 上 基 有 上 述 狂 隆 的 图 Uz,) 的 旦 大 半径 记 作 pz) > 0. 现 
在 证 归 ， 集 合 F” 所 有 的 点 所 对 应 的 数 _p《zo) 有 -一 个 正 的 下 确 
界 。 事 实 上 ， 苦 这 个 结论 不 对 的 话 ， 则 存在 点 列 {z4}，zi€F'， 


“1D 


plz4) 一 元 ， 它 在 有 界 闭 代 PF' 上 至 少 有 一 个 极限 点 £，p(£)> 


0， 现在 以 为 中 心 ,半径 为 > p(#) 作 贺 Cs, 在 此 圆 中 包 有 {z4} 
中 无 穷 多 个 ay 且 
Felz) J Fun C%) fw),z € CaN UCz.)). 
由 于 点 zw F'， 因 而 是 F" 的 极限 点 ,因此 集合 Cen Z(zs) 中 
必 含 有 F” 中 无 穷 多 个 点 ， 这 样 一 来 ,函数 FF,,,(z) 就 可 以 解析 
开拓 到 网 |z 一 | 之 KE 中 。 由 此 推出 函数 Pi (s) 在 
|z 一 zw 一 (5) 


中 解析 ,因而 就 有 
Plzni] 之 pl£), 
这 就 与 
plza4) < 工人 ma +o0) 
有 


想 矛 盾 。 这 就 证 明了 


infp(z) = p> 0, 
sp 


对 于 F” 中 每 一 点 zx， 考虑 以 2 为 中 心 ， 半 径 为 p/3 的 圆 
KK,， 所 有 这 些 痢 的 和 集 是 一 个 开 集 0'。 显 然 有 FCO'’。 现在 我 
们 在 开 集 0 上 定义 一 个 单 值 解析 部 数 Rs ， 使 得 它 在 闲 集 已 
与 函数 f(x) 的 和 值 相等 。 为 此 , 令 
f(s) ,EF'; 
F(z) 一 Felz),z€ ON\F' ,其 中 5€ F', 且 满 足 
lz 一 | 之 上 . 
3 
我 们 证 明 函 数 F(s) 在 0O” 上 单 值 解析 。 首先 证 明 单 值 性 ， 若 
对 于 zeEOANF ， 还 存在 点 《FF'， 使 


下 厂 
|z —# | ~ 3* 


ee 11 = 


则 产 (z) 一 下 ofs9。 但 应 于 
传 一 后 | 裤 生 一 z 十 lz 一 <p， 
因此 半 在 区 1? 一 看 之 p 内 .于 来 合 天 是 由 极限 点 所 组 成 
的 ,到 此 加 jz -站 < 芭 P 中 不 仅 台 有 上 泌 ， 而 且 还 含有 集合 F' 
中 无 汶 多 个 点 St 
lim -= 


外 通 数 Fe iz1 及 Fe|zl 的 定义 及 唯一 性 定理 ， 注 意 到 它们 在 
B49 不 一 【2,…"“， 上 的 值 相等 且 为 代 &)， 因此 它们 必 和 在 共 公 
的 解析 到 域 上 上 相等 ,特别 地 ,就 在 圆 
‘a 一 8 之 全 及 iz 一 <£ 
3 3 


J 公共 部 分 相等 。 这 就 证 洲 了 哨 数 F(z) 的 单 值 性 。 晃 数 Ps) 
的 饪 于 性 是 显然 的 了 ， 因 此 ,年 开 集 O 二 F 开国 数 F(z) 单 值 
解析 ， 

玲 在 要 考虑 闭 集 上 的 所 立 点 了 。 思 然 , 闭 集中 位 于 开 集 O* 
外 的 孤立 点 只 有 有 限 多 个 。 设 zix1 和 7 了 所 pp) 是 他 于 0 边界 上 
下 的 也 立 点 而 织 (1 各 外 迄 +?) 是 0 外 下 的 孤立 点 .点 名 筱 
此 之 负 有 正 距 网 ;点 &4 到 0” 也 有 下 距离 ， 设 这 些 距 诬 的 最 小 
数 为 33 > 0。 我 们 以 54(1 委 页 委 了) 为 中 心 ,半径 为 作 了 辐 Cx， 
这 些 而 就 息 此 下 不 相交 用 与 头 集 0” 也 不 相交 。 令 

F(z) 一 天 SEC SRE. 

对 于 二 1 之 17 信 p)， 由 口 的 松 造 知 ,在 F' 中 必 存 在 *， 使 


15 一 Zi! 之 Es 
3 
现在 以 sj《l 经 7 和 p) 为 中 心 ， 半径 为 (不 妨 假 发 和 人 ) 作 加 
D;， 罗 然 ，D， 与 任何 的 Ch 部 不 让 交 , 且 含 于 加 


|xs— ?|< 3 


【Ze 


PKz) 一 天 (az)， ze 了 Di 
这 样 的 函数 也 是 单 值 地 确定 的 。 事实 上 , 若 对 于 zi， 在 F' 中 还 
存在 点 xs%“， 使 
p 


z” CO— 中 | < 
i| 了 


因而 Di 也 含 于 


ss p 
尘 < -rs 
la | < 


所 以 , 若 令 F(z) 一 Fer(zx),z€ Dy 肝 , 则 由 于 
[zs Iie gl 二 lv z | pp, 

且 z 与 =” 都 是 FF 的 极限 点 ， 因 此 由 Fis) 及 Fr'《#)》 的 定 
义 及 唯一 性 定理 ,它们 在 其 公共 的 解析 区 开 中 取 值 相等 ,特别 地 在 
Di 中 取 值 相等 。 这 样 一 来 函数 

Ft{z),z€ O', 

FE :76E CU 一 12 ,rs 

F(x) 一 Fer(s),z€ Di， 其 中 Di; 的 中 心 是 zi 且 


lz — sl < Sx’ F',1l 人 Sip, 


就 在 开 集 


上 单 值 解析 , 旦 0” 汪 FF， 

现在 余下 来 的 问题 是 要 从 升 集 0” 中 取出 一 个 开 集 0, FCO， 
且 开 集 O 是 由 至 多 可 数 个 瑟 不 相交 的 单 连 通 区 域 组 成 的 , 设 {2.} 
是 渐 近 于 GQ” 的 增 序 列 , 且 FCO?, 已 知 0 是 由 有 限 多 个 区 
域 所 组 成 的 。 车 CO。 的 构成 区 域 都 是 单 连通 区 域 ， 则 定理 2 证 
毕 . 假设 不 然 ， 由 于 O。 的 边界 是 属于 闭 焦 玉 的 余 集 CR， 因 
此 在 组 成 O* 的 构成 区 域 的 边界 的 Jordan 曲线 上 任 取 :一 点 & 
《1 < 魏 太 委 和 )， 则 58)€ CF、。 由 于 定理 2 的 条 件 CF 是 一 个 区 
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岂 ,因此 必 存 在 CE 中 jordan 收 线 74， 它 将 所 有 的 点 fi(1< 
Kw 一 1) 与 念 部 活 起 业 。 考 浇 由 开 集 Ow 除去 这 些 曲 线 
后 的 并 集 OQ， 筑 然 有 有 FCO, 且 它 是 由 单 侨 通 区 域 所 组 成 。 通 数 
F(x) 也 在 0. 上 解析 ， 这 就 证 明了 定理 2, 

法 ”中 木 章 开始 时 能 讨论 可 知 , 要 使 宝 再 2" 成 立 , 加 在 有 界 忆 
集 下 上 由 的 关于 CF 是 区 域 的 条 件 还 是 必要 的 ， 

当 有 界 六 集 下 的 余 集 CR 不 过 通 时 , 芭 政 分割 平面 为 2 合议 
域 轩 ,上 则 我们 汀 以 著 囊 具有 给 定 极点 的 有 理 限 站 的 融 近 门 ] 曙 .。 

定理 3 发 有 界 闲 集 到 的 余 集 的 构成 葡 域 赴 CG。 【《 伍 村 cc 的 
区 域 ) 受 G 12， 《它们 也 可 能 是 空 集 ), 则 任意 -- 个 在 十 
集 下 上 的 解析 画 数 1s)》 可 以 本 六 上 被 只有 给 定 级 点 在 z 一 zit 
Gi 一 1 2 用 一 56CG。 的 有 理 函 数 一 致 逼近 ， 

证 从 定理 字 的 证 明 看 出 ,存在 一 个 开 集 0”,0" 坊 上， 而 当 
数 f(z) 可 以 解析 开拓 到 O” 上 ， 设 {9,} 是 渐 近 于 CO” 的 增 
序列 , 日 0. 二 F。 根据 定 至 1, 函 数 fx) 在 六 集 上 可 以 用 具 和 性 
检 点 在 O% 的 边界 了 上 的 有 理 项 数 进 行 .一 致 逼近 , 册 下 了 7 局 
于 五 的 余 案 ,因此 上 述 有 理 省 数 的 极点 必 位 于 区 瑾 C。 或 Gi,i=: 
1,2,，… 中 。 丈 此, 王 利 嵌 3 引 理 1 就 立 旭 得 到 折 需 的 结 黑 . 

这 里 志 可 以 作出 类 似 于 完 尾 “的 附注 , 即 要 全 得 能 够 用 给 完 
被 点 在 zf 一 12 长 三 的 有 惠 函 数 来 一 致 逼近 月 鼻 财 集 民 
上 的 任意 一 个 钾 术 函数 ， 轴 必需 假设 下 的 余 集 的 每 一 个 构成 区 研 


此 外 ,由 定理 2 还 可 以 得 到 加 强 的 及 snge 定理 。 

定理 4 设 开 集 C 不 包含 ceo 且 是 由 至 多 可 炒 个 单 连 通 区 域 厅 
组 成 的 , 击 忆 是 与 9 无 公共 点 的 有 界 财 集 ,其余 集 尾 连 通 的 ， 又 法 
三 数 大 sz] 在 口上 单 值 解 沂 ，9(z) 在 P 上 单 值 镍 入, 则 必 存 在 
多 项 式 序 刚 {P.《z)}， 它 在 开 集 0G 上 内 闭 一 致 收 僵 到 fz) ,在 闭 
集训 上 一 致 妆 售 富 wp(z). 

证 设 F 蚌 0 内 的 任意 有 界 闭 集 ; 而 {0,.】 是 渐 近 于 开 焦 吕 
人 潜 序列 .因此 ， 当 # 充 分 大 时 ，O, 二 F， 从 定理 2 的 证 晤 可 忆 


» |4#4 = 
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爱 出 ，O, 的 构成 区 域 是 由 有 限 个 单 连通 区 域 组 成 。 此 外 ,可 以 认 
为 , 闭 集 0, 的 余 集 是 连通 的 .事实 上 ， 在 相 肥 的 情况 下 ，0, 的 
余 集 中 有 一 个 有 界 的 构成 区 域 了 ， 设 它 为 D。D 的 边界 也 属于 
0.， 因 此 ,属于 0,+: 的 某 一 个 构成 区 域 一 - 单 连通 区 域 。 由 此 
推出 PCO。 这 栏 一 来 ,从 0. 的 定义 看 出 ,了 D 必 属于 O,。 这 就 
产生 了 了 矛盾。 这 样 一 来 , 闭 集 0, 十 P 的 余 集 也 是 连通 的 。 令 
fz), s€ 0,; 

Ppl) ,rE 了 

显然 ,函数 F(x) 在 有 界 闭 集 0, 十 P 上 单 值 解析 ， 胃 此 由 定理 
2 推出， 函数 F(x) 在 5. 十 P 上 可 以 被 多 项 式 一 致 逼近 。 定 
理 4 证 毕 ， 


五 (z)] 一 | 


§2. MeprenaH 定理 及 其 应 用 


在 Runge 定理 中 , 修 设 被 逼近 的 函数 f(x) 在 有 和 界 球 集 F 上 
是 解析 的 条 件 是 较 强 的 .这 会 提出 如 下 问题 : 若 只 假设 沙 数 f(z) 
在 有 界 闭 集 上 连续 ,在 的 内 点 集 F” 上 解析 , 且 这 个 评 集 好 不 
分 割 平面 , 则 是 否 存 在 多 项 式 序 列 , 它 在 此 有 界 闭 集 了 上 能 一 致 地 
监 伍 到 函数 F(z)? 

为 此 ,我 们 需要 如 下 的 引 埋 "1, 

引 理 1 设 F 是 复 平 面 上 的 有 界 闭 集 , 它 位 于 圆 |x| 和 < R 中 ， 
Rs 这 1， 且 函数 f(z) 一 U(x) 十 iV(x) 在 F 上 上 连续， 我 们 用 
w(5) 表示 函数 j(z) 在 |z| 志 2R。 上 的 连续 模 ( 这 时 认为 f(x) 
已 连续 地 开拓 到 全 平 而 , 且 保 尘 其 最 大 模 不 变 , 可 参看 [106])， 考 
虑 平均 消 数 


i | |KDKx [eal Ye 
一 Us(z) + Va), = E+ in, (2.1) 


其 中 


sn 1#$ 4 


(1 一 二 )， 0 二 去 加 
0， rr 之 和。 


aU AV .aU OV 
ml ~ (age az] + if + OV) 
Ox Gd | oy ar /’ 


1? 当 'zj 之 R, 时 ,有 
[1{2) 一 ps9) | & wl6); (2.2) 

2° 当 z| 志 R, 时 ,有 
gs) | < 2) ; (2.3) 


3” 若 函 数 f(z) 在 闭 集 FF 的 内 点 fF” 上 解析 , 且 用 GC 
记 作 F 内 所 有 的 点 到 F 的 余 集 CF 的 距离 大 于 5 的 集合 , 则 有 
Pals) 一 f(s) ,7 € GeCEF, (2.4) 
证 首先 我 们 有 


区 二 四 


jscls — sDagdn ~ fksC lsl aga 


3 『8 3 r 
到 | | 二 ) Farid i, (2.5) 
因此 从 (C2.1), 利 用 (2.5) 就 得 到 
ea eee 


十 四 


— | — rasa 


(CIKA NE — z|)asdn 


ll 
< (if 一 KDIKKLE 一 Dasan 


15 一 z1 < 


< o(5) je — sl)dtdy ~ wo), 


tt—#|<y 


这 就 证 明了 (2.2). 
现在 来 证 明 (2.3)， 首 先 我 们 有 


+ 


| 过 KE — sl)dédy 


和 GKICr 二 一 dd 


过 一 sc 了 Or VE 一 xz 十 人 十 yy) 
一 | | 8 {cosp)rdrdg =— 0, (2.6) 
同样 也 有 
jE ROE. C27) 
20y 


此 外 还 有 


于 四 
fil2 Ke |t — 21) | dsdn 
2 Ox 


‘as | coselrdrdB 


8 六 
c= 4| 上 坊 cos0aB |r er 和 < 2 (2.8) 
vo [J wd’ 让 分 6 


同样 地 有 


十 四 本 
中 公 Ks 15 — sl) 
为 了 要 估计 偏 导数 (<) ， 我 们 先 作出 其 差分 比 : 


十 四 


他 -会 (eepxr 15 — zl)dsdr) 


dsdy = (2.9) 


和 TCR 过 一 = 一 Ar|)d5d 


一 < 
Ar| 一 Nocera 上 — z[)dsdn 


[re | 


-工人 ff vodka Kt) 


I 一 一 ar 
| xcepkxC byasdy | 
十 了 CS—s—Aasil<s | | 
i UCDKsC CE — zi)dédn | 
\ -sl<s 用 
一 六 十 了 {2.10) 
对 于 上 ,我们 有 
im 1 一 | UO) 2 Kots — zl)dds, C211) 
SE 过 一 本 < 二 Ox 
此 外 ,由 (2.6) 得 
由 GD 光一 ziDdsdn ~ 0. (2:12) 
将 (2. 11) 碱 去 (2 12), 到 绝对 值 后 放大 ， os 8) 后 得 到 
iimhl < || i502)— UG)! Ke 一 = 站 | 车 
:6 了 < 
< 0(0) 二 (2.13) 
分 


对 于 六, 注意 到 积分 区 域 是 右边 的 月 形 区 域 上 的 积分 减 去 左 
边 月 形 区 臧 上 的 积分 .但 被 积 函 数 在 右边 的 月 形 芭 域 上 取 值 为 霉 。 
十 是 


5 一 一 二 | VK dhs (2.14) 


左 这 胃 形 区 圾 


让 于 函数 f(z) 在 lz| 二 2R， 上 连续 ,因此 其 实 部 UCz) 在 此 区 
域 上 连续 且 有 界 。 设 
JU | SM, |#| < 2R,. (2.15) 
显然 ,左边 月 形 区 域 上 每 一 点 与 z 的 距离 关 5 一 |Ax|， 因 此 在 此 
月 形 区 域 上 ,有 
、 2 5— |Axr 3|Ax| 
Ke 六 一 =|) < 二 (1 二 “一 二) ~ es 《246) 


此 外 ,车 用 5 记 作 左边 月 形 区 域 的 面积 , 则 显然 有 
limS 一 0。 (2.17) 


全 4- 


将 C2.15),《2.16) 及 C2.17) 应 用 到 (2.14) 后 ,就 得 到 


eth s— M0 (ax 一 0). (2.18) 
IAzx| x 
这 样 一 来 ,让 C2.10),《2.13) 及 (2.18) 就 得 到 
ve | 一 
dr 


lim 人 Ca | < llim hl| 十 im fl 
1 sw0 AX Br PY | 
2 
< 2), |z| < Ro. (2.19) 


用 同样 的 方法 ,在 1z| 二 R。 中 可 以 得 到 其 他 三 个 估计 式 : 


|< 20C8) ， 9Vs | < 20(6) 
Ox 人 
及 ew. < 2. (2.20) 


因此 ， 由 《2.19) 及 (2.20)， 注 意 到 g(x) 的 定义 ,就 可 以 得 
到 《2.3 )。 
现在 我 们 来 证 明 (2.4)。 设 xz Gs:， 则 函数 fx*) 就 在 加 
Iz 一 zl 筷 3 上 解析 。 根 据 pstz》 的 定义 ,我 们 有 
3 [tz 2 上 
9o(zo) 一 和 KOI 一 Eal at dy 


1¢—20 <3 


— | fm 十 人 a 


1eL<d 


-SL eol) 


ros 6 
二 1 (1 一 ;此 
nd | (1, fz 5) WU 合 ) 学 | 
利用 f(z) 在 1z 一 zl 等 8 的 解析 性 ,用 Cauchy 公式 后 得 到 


» 


ve) — 2K (1 — TF) rdr = fa), 


这 就 是 (2.4)， 引 理 证 毕 . 
引 理 2 ” 设 区 域 也 是 由 有 限 条 互 不 相交 的 ,光滑 的 Jordan 曲 
线 L*《 一 1,2,……5)》 所 围 成 的 有 办 区域 。 设 函数 
Flz) = alz) 十 向 (oz (2.21) 
在 互 上 有 连续 的 偏 导数 , 浊 对 ze 8B， 有 


一 工 ( FD 
下 | de 


一 
一 工 和 =) dedn, (2.22) 


2z 上 


其 中 = 二 5 十 im9， 而 


L= 人 Ze。 
t=: 


证 我 们 以 zx &€ 8 为 辑 心 , 充分 小 的 数 5>> 0 为 半径 作 回 
CiC3， 且 设 Cs 的 边界 为 Ki《 逆 时 针 方 向 )， 用 38。 记 作 下 除 
去 财 图 CG 后 得 到 的 区 域 ,其 边界 记 作 工 v 

设 


dD (2.23) 


由 于 二 十 一 在 B。 上 解析 ， 因 此 它 在 B， 上 满足 Cauchy 


Riemann 方程 : 


区 一 区 十 区 二 十 区 一 0 (2.24) 
注意 到 (2.21) 及 (2.23) ,我 们 有 


» 20 


一 | FD Gr — | Cat 18)Cs + 1)(d8 tidn) 


ret—s 
一 | 《ea — Br)dE — (at + Ps)dy 


+ i Cat ot Pods + (as — Be)dr,. 
详 用 Green 公式 后 得 到 
了 一 -|je: -axy — Pt — Bis ~ oat + ag 
Bs 
+ Pes + Psadtdy 
iiC—a—— ery — Ps — pss 
| 
test ar— Pe — pr)dEdn 
~ | ci 一 6D + as + BOIs + ir1dédn 


Bs 
= Mic = 
Bg 
将 (2.24) 及 (2.23) 代 人 上 式 后 得 到 
T= | — Bb) + iles + Pe) dEdn, (2,25) 


Bs “一 “= 
另 一 方面 ,有 
一 | Pl) yr {[ FO) 
1 | 本 dav 必 三 dv, (2,26) 
在 (2.26) 后 一 个 积分 中 , 令 “ 一 5 十 5c 0< 委 9< 委 2r, 则 有 
] 一 | 小 F(z 十 5cie)d0， (2.27) 


比较 (2.25) 及 (2.27), 两 边 除 以 2xi, 令 6 一 0， 利 用 F(zs) 的 连 
续 性 ,就 可 以 立刻 得 到 《2.22)， 引 理 2 证 毕 ， 
注 这 个 引 理 是 Cauchy 公式 的 推广 。 事实 上 , 若 F(z) 在 


?2 。 


8 上 解析 , 则 它 满足 Cauchy~Riemann 方程 ， 因 此 (2.22) 右 边 航 
重 识 分 澡 的 被 积 议 数 伍 为 堆 , 由 此 就 得 到 Canchy 公式 。 
引 理 3 设 之 是 复 平 血 上 的 有 界 闭 集 , 直 径 为 A， 又 设 C。 是 
互 的 余 桌 昌 合 可 co 点 的 单 连 通 色 成 。 设 通 数 
sw) maw t+ b+ 全 {2.28) 
将 区 域 1w1 > ! 双方 单 值 保 角 变 换 和 人 条 G。， 风 我 们 有 
1” ia| A, ol SA n= 1 
2” :ig| 之 clA， 其 中 cl 之 0 是 绝对 常数 ; 
”车 压 集 3 位 于 iz! 筷 1 中, 则 18 委 1， 

证 我 们 六 B 记 作 G。 关于 整个 扩充 平面 的 余 集 ， 即 8 二 
CG。， 则 8B 十 沪 集 , 且 2C 8,8 的 直径 也 是 A. 

不 炉 设 0 8， 否 则 可 将 闭 集 8 作 平 移 来 做 到 这 一 点 。 此 时 
将 又 球 el > 1 了 映射 到 Gs 形 如 (2.28) 的 保 前 变换 与 原来 交 保 第 
变换 只 差 一 个 请 数 ， 由 于 8 内 每 一 点 与 z 一 0e8 的 虑 离 委 A， 
因此 8C(Iz| 筷 A)， 由 此 推 书 Ge。 的 边界 (在 8 上 ) 也 整个 地 位 
于 圆 |z| 雪人 中 ， 

由 保 第 变换 的 性 质 可 知 ,对 任意 的 s。 > 0， 人 存在 1 之 1, 使 
得 当 [二 rr 过 + 时 ,总 有 

iplre rt) A+ 0< 委 日 扫 2 (2.29) 

想起 (2.28) ,对 1 一 r<ro 我 们 有 


035 一 一]1， 


人 es 


二 | 人 Du dt 一 0， (2.30) 
2xt Tiwi 
Gn 1 23 

利用 (2.29), 对 C2.30) 进 行 估 让, 可 以 分 别 得 到 ， 

ial (A+ 8s)r'， < 委 人 十 5， 

i1g < 妇 (A 十 ss)rr n= 12， 
令 一 上， 然后 再 令 。 一 0， 就 可 以 得 到 

1e1 拓 4，10| 委 全 

及 


2 


lo,| 和 A，z 一 1)2， 

这 就 是 结论 1?. 

若 了 位 于 1zi 筷 1 中 , 则 (2.29) 中 的 人 A 可 以 取 为 1, 共 且 也 不 
必 再 作 如 前 面 所 作 的 平移 , 于 是 (2.28) 中 的 常数 项 8 没有 变化 .从 
上 面 结果 可 知 |8| 委 1， 这 就 是 结论 3°， 

现在 我 们 来 证 明和 结论 2°， 

设 在 保 角 变换 人 《228 下， 圆周 lw 一 > 1 的 象 为 上 -。 由 
于 co*>cc, 区 域 对 应 于 区 域 ,因此 |w| 之 上 的 象 也 应 在 CG。 中 , 且 
含有 co 点 .这 表 永 集合 互 包含 在 由 曲线 工 , 所 国 的 区 域 的 内 部 , 因 
此 工 , 的 直径 A,  A。 

我 们 用 上 记 作 曲线 上 , 的 长 度 , 则 显然 有 

1, AD 24, (2.31) 

但 男 一 方面 ,我们 又 有 


i oa ~ re) la, 
利用 Rilder 不 等 式 , 从 上 式 得 到 
i a of Ip'Cre’s) lad0 
es |- | 一 习 关 aas | 4 


了 |f: 中 C93 zw ei(at+ Ue |[.-3 2 Eilatue ss 


-av (nr ; > es). (2.32) 
比较 (2.31) 与 (2.32) 后 后 得 到 
As ar( lot+ 3 eet a 


即 
o> 一 匡 琶 


9 23+ 


令 了 一 和 由 1<r< 二 co 知 , 0<x<1， 用 此 得 
r 


lo > 全 Do), 
‘TT so=1 
利用 0 之 w < 1 的 任意 性 以 及 结论 1? 中 的 估计 式 ， 14o,| 委 A， 
证 1,2,-...， 从 上 式 得 到 


| ) 
2 2 入 
1a| ,pA 2 2 
一 2 -全 12 
ee a np 


其 中 
6 一 | sup (4 sl + )), 
Voceciu no) 
us 1 
a fe 
且 车 以 
20 
代 人 ,得 到 


171 1 21720Y 
Ye yi} ”20 Tes SA 
这 就 证 明了 结论 i?。 引 理 3 证 毕 ， 
注 在 保 角 变换 (2.238) 中 , 数 1a| 称 为 闲 案 卫 的 解析 容量 . 用 
全 ol A, 
4 
且 上 式 两 端的 等 号 对 一 些 特殊 的 用 集 分 别 是 可 以 达到 的 《参看 


文献 [63])。 
引 理 4 设 妃 是 有 界 浅 集 ， 不 妨 设 互 位 于 于 圆 |z| 所 RR 中 ， 


2 


设 对 任意 的 《6E E， 在 圆 |x 一 5| 过 8 (3 是 固定 的 常数 ) 内 总 含 
有 EE 的 余 集中 某 个 开 集 & 内 的 一 条 Jordan 号 ,其 直径 之 d > 0. 
于 十 对 任 闪 的 “< 至 ， 总 存在 有 理 函 数 RCz;5)， 它 的 极点 位 于 
开 集 G 内 , 且 满 足 : 

1” 若 记 开 集 G 关 于 js| 所 R 的 余 集 为 Fl， 显 然 有 EC 
Fl， 则 湛 z€ F,， 总 有 


IRCz;5)| < A453， (2.33) 


其 中 4 为 某 个 绝对 常数 ; 

2? 对 >eR 且 |z 一 上 | 关 ca>0 时 《ec 为 某 个 绝对 常 
数 ), 总 有 

| 1 5 0 

es — R(z;5) | 所 8 人 十 人 《2.34) 
其 中 召 也 是 一 个 绝对 常数 ; 

3” 对 于 所 有 的 £ EE， 有 理 函 数 R(z;5) 的 极点 个 数 是 有 
界 的 ， 

证 首先 不 妨 假设 “一 0€ EE， 藻 则 作 一 个 平移 另 可 。 根 据 
引 理 的 条 件 ， 若 设 |z| < 5 内 含有 互 的 余 集 中 某 个 开 集 G 内 的 
Jordan 弧 六 则 可 以 找 出 一 个 单 过 通 区 域 o, 使 得 满足 ; 

1” Ga 的 边界 是 一 条 Jordan 曙 线 ; 

2” 弧 ICo; 

3° a#Ct{tlz| NG; 

4” 5 的 直径 4 与 弧 7 的 直径 4d' 有 相同 的 级 , 即 满足 dr< 委 
中 < ed", 

事实 上 , 若 用 = 记 作 到 区 域 (jz| < Sn G 的 边界 的 距离 . 
令 8 一 min(o,4")， 显然 有 8 所 4。 以 /上 每 一 点 为 圆心 二 
为 半径 作 圆 。 显 然 , 这 些 圆 部 在 开 集 《lz| < ?mnG 内 ,并 上 且 狂 盖 
了 闭 集 忆 -根据 有 限 覆 盖 定 理 , 存在 有 限 个 这 样 的 开 痪 , 它们 的 全 
体 记 作 oo， 也 覆盖 i。o” 可 能 是 多 连通 区 域 ， 但 必 是 有 限 连 通 


es 25 « 


的 、 我 们 可 以 适当 地 将 w 中 的 组 成 圆 , 换 上 另外 一 些 组 成 阅 , 但 
其 半径 比 页 来 的 平 径 要 来 得 小， 这 样 记 得 到 的 小 圆 全 外“ 仍 可 履 
盖 弧 4/， 但 了 已 是 单 连通 区 域 了 。 

让 于 的 边界 是 由 有 很 多 个 圆 弧 组 成 ,因此 它 必 是 Jordan 曲 
线 ， 根 据 我 们 的 作法 ,就 有 ! 二 a 及 9CCz| < 85) 门 G6， 因 此 显 
然 有 gd 肆 四 ， 且 由 5 的 作法 ,可 以 腹 出 


td 2 


这 样 选 出 的 9 就 满足 上 述 的 4 个 要 求 了 , 若 认 为 1 的 直径 4d"' 一 qd， 
则 有 
dd < 2d. (3.35) 
现在 我 们 考 典 将 1w| >8 双方 单 值 保 角 变换 到 闭 区 域 = 的 
余 集 C5 的 正则 水 数 z 一 zw)， 其 反 函 数 记 作 ww 一 w(z)。 因 
此 ,函数 
dT) 一 二 2(50T) 


将 ,rl>>1 双方 单 什 保 角 变换 到 某 个 闭 集 2 的 余 集 C3。 由 于 
C5 的 边界 在 jz| 委 5 中 ,因此 的 边界 位 于 |x| 筷 1 中 ,车 用 
和 A 记 作 2 的 直径 , 则 由 (2.35) 得 

4<A< 2. (2.36) 


设 


s(D 一 二 sz(om ar +b+ D) ge (2.37) 
工 


由 引 理 3 ,注意 到 (2.36), 我 们 有 
4 oA el 过 A 扫 20 
6 


(2.38) 
15| 所 1 lo <A< EY n 一 12,...， (2.39) 


对 于 函数 


26 ， 


‘(9) 
由 (2.37) 得 


#0 () ~ ew +t bot Doe ,|w| > 8。 


mel 


利用 (2.39), 就 得 
[zw) — ow 一 上 | 一 D3 


< A) 


二 1 lwl" Di 
2d5 
lzw| 一 有 


» Iw| 二 人 


因此 有 
I[stw} — aw oO— 85| < 人 Iw| 之 25， 
ww 
邯 


1 1 428 
一 -一 一 | 和 一 一 一 一- 一，|w| 之 26， 2.40 
xz— 8b afz) lellwl*:|z — 86| [el ( ) 


考虑 函数 


E(w) 一 zu) ， 


它 在 lw| 之 5 上 解析 ， 且 以 w = oo 为 可 去 奇 点 。 当 zx 趟 向 于 
边界 lu: 一 5 时 ，z《(w) 趋向 于 5 的 边界 , 而 这 个 边界 又 位 于 
网 z 委 8 中 。 因 此 

lm 1eCw) < 


根据 最 大 模 原 理 , 有 
ig(w)| < 1, lw| > 6, 
即 
lxCw)| < lw lw| > 6. . (2.41) 
比较 (2.41) 及 (2.40) 就 得 到 


27 4 


1 4d8 
S|, | 之 23，【〔〈2.42 
db Se ‘allz zz 一 36 。 


出 于 ;8| 所 1， 因此 有 
lz |z— b+ 5 |z 一 25|++ |51。 


这 样 , 当 jz| 宇 28 时 ,由 于 6 去 . jzt, 代入 上 式 后 得 到 


Ii i 一 561 十 士 |]， 


即 
|z| 委 2jz 一 2 1z| 之 20。 (2.43) 
将 (2.437 代 人 (2.42), 天 | 太 (2.38) 得 到 
1 
r--5b aw(s) ez |z| 
.445 2 -8 2 
国光 i |z| 之 23。 C2.44) 
注意 到 函数 w(x) 在 0 的 余 集 C5 上 解析 , 且 无 零点 ， 因 此 
函 z 的 祭 集 C5 上 解析 ，、 因 此 必 存 在 区 域 r， 
G Do D0, 1 _ 在 rz 的 余 集 的 闭 包 《 闭 区 域 ) 上 
atw(Kz) 
解析 。 利 用 上 面 提 到 的 Runge 定理 知 ,对 任 给 的 s， 
0< 上 < 天 min (2 和 | (2.45) 


‘RR’ cd dR 


存在 有 理 溺 数 8tz)， 它 的 极点 位 于 G 内 ,使 得 在 5 余 集 的 车 包 


Ql) 一 s， (2.46) 


i 


由 于 3” 与 F,《 见 引 理 4 中 结论 1 的 定义 ) 不 交 , 因 此 FP 位 
于 &” 的 余 集 中 。 因 而 ,特别 地 , 当 ze FF 时,《2.46) 成 立 。 
出 C2.45), 从 (2.46) 可 这 得 到 下 列 三 个 不 等 式 ; 


* 28 *» 


他 
| < < EF? z EF; (2.47) 
1 1 
19(D1< e+ | 一 ! 有 人 Tals 
eR (2.48) 


cd cd cd 
《这 里 用 到 了 , 当 z € F， 时 《FC 的 余 集 ), 1w! 守 5 以 及 (2.38) 
中 lal 的 下 界 估计 式 ) 以 及 
| a i 


(z < 二 | < -一 十 
le J| 专 1gw (sa) dR lal |z| 
Se pe ee (2.49) 
dz cd dl|z| 
| 
其 中 


《这 里 用 到 (2.41)，jz| 魏 民 发 及 (2.38) 中 lol 的 下 界 估计 式 ) 
合并 (2.44) 与 (2.47), 就 得 到 


6 8 个 
2 
2 一 56 人 Er EA 


> 
一 <， 人 ze Pi，|z| > 25， (2.50) 
eT 


其 中 


al+ 23. 
Ct 


注意 到 1581 二 1,，d 所 28， 弧 二 的 直径 为 4， 且 i!C(ilzl 专 
8)。 (2.50), (2.43) 及 (2.49), 当 xzE FF，|z| 区 26 时 有 


ob .gb0? 
Pp A 


上 
6 
S sO— 6 


— 0O(s) 


s 2 se 


3 RD i 
Sn (ee a 


0 f/f2 cd 
0 一- (二 十 - 饶 
WE ( 广 | 


6' (* ) 6 
e+e es+e 
he ee es 


全" 
-一 2.51 
“zld” 《 ) 


其 中 cs 一 < 人 4 十 c3). 
现在 对 “一 0e E， 我 们 取 对 应 于 它 的 有 理 函 数 R(z;0) 为 
R(zi0) 一 Ofz) — 380(%), (2.52) 
由 d 所 26 以 及 (2.48) 得 到 


(RGSSO)| 100 + oD)!< + 6 二 


cd cid’ 
2 28 45 2 
志和 二 ,zs€ FF, 2.53 
nd 4 A ce EP 上 ‘ ) 
其 中 
te™ 4 十 4 
Ct Cl 
是 绝对 常数 。 这 上 奈 是 结论 1°， 
此 外 ,容易 验证 
OR 8 


2 za (sa wz— 6b) 
因此 就 有 


|2 — REAz;0) | < < 扫 | 


| 2 

[去 一 535 
db: 

zz -一 68Y 

将 (2.50).C2.51) 及 (2.43) 代 人 上 武后 得 到 


ea 30 ， 


a a 


如 4 


dlzxl’” lz} 


1 6 
一 一 Rsi0) | eo 未 
多 |x| 


一 本 x*E€ Fl, |z| 之 28， 
其 中 8 ~ max(4 十 c4,c;)， 这 就 是 结论 2°。 

这 样 一 来 ,我 们 就 证 明了 ,对 于 任意 的 《6e 互 ， 不等式 (2.43) 与 
《2.44) 成 立 ， 现 在 我 们 证 明 ,可 以 选择 RC(z;5)， 使 得 其 极点 的 个 
数 , 对 所 有 的 了 € E 而 言 , 是 有 界 的 。 

取 任 意 的 与 上 五 ， 但 满足 

[bt < 8* < 6, C2.54) 


其 中 6* 是 由 下 面 来 确定 的 正常 数 ， 由 (2.34X( 其 中 。 一 2)， 我 
们 有 
Be Re 
二 -co | < | — Reo)| 
pn 
上 
Ph 
rp 
| 
ee Ct—z 
2 
人 


人 型 
+8( 一 “一 一 全 
(ss {一 zl 


a 
dlt—zl dl6—#*i 
zeEF jz 一 | 全 26>> 0。 (2.55) 
现在 藻 上 志 xz&€ Fi,|z 一 六 | 之 35， 由 (2.51) 知 ,lz 一 6 守 25 
>0， 因 此 不 等 式 42.52) 成 立 。 


* 31 * 


由 于 
一 人 23， .|z 一 揣 | 之 6 

以 及 的 有 界 性 , 当 5 一 时， 不 等 式 (2.52) 右 边 的 后 附 项 是 

趋向 于 委 的 ,是 在 ,一半 | 之 36 以 及 | 一 “| 空 26 中 还 是 一 

致 的 。 河 样 , 由 于 F， 的 有 界 性 , 不 等 式 (2.52) 右 边 的 第 一 项 是 有 
人 5*， 使 得 

| 1 — RC;5) | < 28 (一 


1 必 


CE + -一 人 
|z 一 人 dz 一品) 
z€E Fl, lz—&| 2 38 : 

这 样 一 米 , 对 任意 的 5€ EE， 可 以 找到 一 个 邻 域 , 它 是 以 “为 
中 心 ，5* 为 半径 的 圆 ,使 得 在 此 领域 看， 对 所 有 的 5,€ E， 它 所 
对 应 的 有 开 琐 数 是 同一 个 承 数 R(z;5)， 且 满足 引 理 中 的 结论 1 
与 2?。 所 有 这 些 圆 的 全 体 就 团 闭 了 有 界 闭 集 E。 用 有 限 覆 盖 定 
理 后 知 , 存 在 有 限 个 点 总 以 及 它们 的 分 域 ,这 些 邻 
域 的 全 体 就 覆盖 了 E. 

玩 人 在 对 任意 的 EE E， 它 必 届 于 上 述 以 ss549 "2ty 为 中 
心 的 旬 忒 、 设 和 是 这 些 点 中 的 最 小 足 标 ， 则 我 们 取 对 应 于 的 
有 理 遂 数 为 RC(z;54,)， 显 然 它 就 漠 足 引 理 中 的 结论 与 2*( 取 
其 中 的 ce 一 3)， 由 于 这 些 有 理 函 数 合体 是 有 限 多 个 ,因此 全 体 极 
点 的 个 数 是 有 界 的 。 

= 理 4 全 部 证 毕 ， 

注 上 述 有 班 函 数 RC(z;$)， 对 于 固定 的 z《 非 极点 )， 作 为 
EE 的 油 数 是 可 测 函 数 ,这 是 因为 它 只 取 有 限 个 利 , 且 每 一 个 值 
所 对 应 的 集合 是 互 上 的 可 测 集 。 

引 理 3 设 己 是 复 平 亚 上 的 有 弄 闭 集 ， 其 余 集 中 有 一 个 虞 
集 G 是 # 个 互 不 相交 的 区 域 Gi 的 和 和 集 , i 一 1,2,"…,n， 设 五 
中 每 一 点 到 G 的 距离 和 5， 出 对 于 任 总 的 € E,， 总 存在 极点 内 
位 于 G 中 的 有 理 函 获 R(z;5)， 便 得 成 立 ; 

1° 


. 325 


IRCz;5)) < 人 4 zc; (2.56) 


21° 对 于 stE 且 jz 一 二 | 之 6>0 Ce 为 某 个 绝对 常 
数 , 有 


Ll RO3t)| < 一人 一 一 (2.57) 


,Min 6 之 6 
时，A” 与 8” 是 绝对 常数 。 
证 令 
d 一 minC6 ,5309)， 
则 d 夸 5， 且 当 
,in 3; 之 8 
时 ，z 一 
对 任意 的 t1E€ 五 ， 由 于 如 到 
区 二) 总 
的 距离 <H, 因 出 存在 SEG (此 时 ， 专 位 于 某 个 Ci 中 )， 使 
[bi < 26, (2.58) 


下 面 分 三 种 情况 分 别 进行 讨论 ; 
1. 设 G; 的 直径 8 > 且 GCClz 一 各 | 所 35), 
此 时 , 必 存 在 点 EG; 与 和 EC 使 | 刀 一 54| 之 5， 且 存 
在 连接 如 与 六 的 Jordan 弧 iC(G 站 lz 一 2%| 过 38), 4 的 直 
径 4 满足 
也 


dd 守之 4d> 2 


2. 设 Ci 的 直径 5; > 5， 但 G; 不 是 整个 地 位 于 圆 1x 一 5ol 
< 一 35 中 。 


3 。 


此 时 ,由 (2.58) 知 ，G， 与 圆周 
lz— tl 8 
2 
必 有 一 交点 , 记 作 $s 由 于 € Gi bs€ G,, 因此 必 存 在 连接 aa 
与 名 的 jordan 弧 iC(GNM lz 一 zl 所 38), 且 
Bt 5 It | > 2 2 2, 
2 2 
于 是 孤 :的 直径 由 满足 
4>]5 一 如 | 之 之 之 和 
2 2 
3. 没 G; 的 直径 5 魏 5。 
此 时 ，G; 中 任 一 点 “与 所 的 申 离 和 35， 因此 由 (2.58) 知 ， 
G， 整 个 地 位 于 圆 |z 一 51 过 35 中。 此 外 , 显然 存在 bE G; 及 
如 ECi， 使 


忆 一品 | 二 于。 
2 
因此 、C， 中 连接 5& 与 总 的 Jordan 弧 上 必 位 于 (Gin lz 一 台 | 
<35)》 中 , 且 其 直径 dl 满足 
| 
2 2 
总 结 上 述 三 种 情况 ， 对 任意 的 6&6€ BE, 在 圆 |z 一 zl 三 35 
内 总 包 有 El 的 全 集中 共 个 开 集 G， 内 的 一 段 Jordan 弧 !， 其 
真 径 4 之 


用 引 理 4 知 ， 对 任意 6，,E ， 存 在 有 理 前 数 天 (zj 加 )， 其 极 
人 G， 满足 C2.33) 与 (2.34), 只 要 将 那里 的 8 换 成 35, 4 换 成 
即 本 、 此 外 ,容易 看 出 < 一 3c 一 9， 因 而 当 >e E, 时 ,有 


5: 1 A 
R : 4 一 12455 工 一 下， 
| (zs 二) 去 (di/2 了 pe 6 1 


其 中 


"3 


_ L240 


A' pr 
而 当 z EE, 且 iz 一 如 | 关 c6 时 ,有 
| 98? 1626* 
一 一 一 一 Rzizo)l 守 B | 一 一 一 人 一 
le 一: | 名 一 站 | 了 | 总 一 2 
96: 1853 B's 
BB 十 旦 一 
IO— zB dlto—2z|: [Oz1 
其 中 


: f 26 
B 一 98 {i 十 = 上 
因此 , 当 min 6 守 6 时 ，d 一 3, 则 4 与 8' 是 绝对 常数 


引 理 5 汪 毕 . 

注 这 里 也 证 明了 引 理 4 后 面 的 结论 成 立 。 

在 有 了 上 面 的 5 个 引 理 后 ,我们 就 可 以 来 证 明 Meprena# 定 
理 了 ， 

定理 1 {Meprensg'31) 设 F 是 复 平 面 上 有 界 闭 集 , 它 的 余 集 
CF 是 由 # 个 区 域 GK1L 委 :< 委 a) 所 组 成 的 。 又 设 存 值 包 有 下 
在 其 内 部 的 开 集 口 ， 而 函数 F(z) 一 U(r) 十 iV (xz) 定义 在 D 上 
且 在 D 上 有 连续 一 阶 仿 导数 . 设 F(x) 在 上 不 解析 的 点 的 全 体 
组 成 的 集合 为 BCR， 且 五 中 每 一 点 到 

CF 一 jcG 

的 距离 和 5， 记 


Msopl( se — + 3 二 2 开 ) 
seF,l\Axr Oy “Oy Ox 


则 存在 有 理 澳 数 R(z)， 其 极点 在 CF 上 ,使 得 下 式 成 立 : 


max IF(s) — R(#)| < coM SG, (2.59) 
z€EF d 


其 中 cs 为 绝对 常数 , 且 


d= min( B16 和 ,O10) 


® 35 *» 


特 路 池 , 当 min 8 之 3 时 , 则 个 等 式 (2.597 右 端的 是 为 coM 9。 


证 取 gs 满足 
0<e< M 手 。 (2.60) 


由 于 Ff 是 闭 集 , 当 然 是 可 测 的 。 因 此 ,对 上 述 6 > 0, 存 在 开 集 了 
《不 站 认为 DICD), 使 得 FCD, 及 


mes(D,— F)<e. {2.61) 
同时 
max | 1 人 了 二 人 人士 7z)| uray < a (2.62) 


这 是 因为 被 积 医 数 的 分 子 在 万 上 连续 ， 四 此 有 界 , 而 | 二 二 | 


在 面积 意义 下 绝对 可 积 。 这 样 ,根据 积分 的 绝对 连续 性 ,《2.527 成 
立 。 
设 F 与 D, 的 余 集 CD, 的 距离 为 "， 则 以 王 的 点 为 中 心间 


径 为 > 的 到 全 体 就 绪 盖 F, 则 全 部 位 于 D， 和 内。 根据 有 限 覆 盖 


定理 知 ,存在 有 缚 多 个 这 样 的 图 覆盖 Ff， 这 有 限 多 个 圆 构成 的 开 
集 记 作 好 , 因而 有 
FCBCDCD, 

OR 系 段 光滑 曲线 组 成 的 ， 由 《2.62 ) 得 到 
mxl 外 (Us trV ti, + VD) | jegn < se。 (2.63) 
ze 下 LA 8 一 3 
类 并 地 ， 可 以 找到 由 有 限 条 逐 段 光滑 的 Jordon 曲线 所 潮 成 

的 开 集 8,， 使 得 

FCBCBCBCD, 
可 以 证 昌 ，E， 是 闭 集 。 事实 上 ， 若 xz。 是 z,€ E， 的 极限 

点 ;由 于 ECF, 且 FfF 是 闭 集 , 因 此 ze F， 由于 和 的 每 一 个 令 

域 中 都 有 F(x) 的 个 解析 的 后 ,因此 F(z) 在 z 一 为 处 也 不 解 


3 


村 , 即 Zo E E, 因此 E, 是 闷 集 。 
由 引 型 5 知 ,对 任意 EE,， 总 存在 有 理 陪 数 RCz;), 其 极 


点 位 于 6 一 (J G1， 且 满足 


|RCz;E)| <4, 2 € E,, (2.64) 
及 
fe 本 ， 
| 二- RC;5) | < i 
z€ Blt—z| 2c5, (2.65) 
其 中 
. 8 26\ ，_ 
4 1245, 8 98 (1+ 2),e 9， 
而 4 与 妃 为 绝对 常数 。 


定义 
Rz(s) 一 二 | CU VU + VOIKCGSt dEdn. 


由 引 理 5 的 注 知道 ， R*(z) 是 一 个 极点 位 于 


Go U Ci 
的 有 理 函 数 。 
我 们 有 
天 二 | 由 一 tt dd 一 RCI 
27 a 
之 二 人 [KB 一 VD 一式 Dy 十 了 人 | 
Zr 
t es 


2 Zs NE ale 


将 C2.65) 代 入 4 中 ,有 


二 业 | 十 上 | hi+h, (2.66) 
BNIc— loc’# 


» $7。 


+ 2 
DS | Ldrdg— MB s 
27 eu0 安 
f 28 38 8 六 
一 Ma 人 二 和) MB <3MB SS, C2.67) 


这 里 用 到 了 有 虹 显 的 不 等 式 4 二 6. 
将 (2.64) 代 入 万 中 ,有 
Mm /1 Ne 
着 ， 人 (二 十 全 十 )rdrd 


3 
一 Mte 3 十 Ac25) MCY + 6.9.4) (2.68) 


将 (2.67) 与 (2.68) 代 人 (2.66) 后 得 到 
1 去 骨 十 首 去 ca 和， (2.69) 


其 中 c1 一 38 十 9 十 4864 是 绝对 常数 。 
由 于 F(z) 在 下 一 下 上 解析 ,因此 有 
{| tt. ddn = 0, (2.70) 
FN. 下 
用 工 记 作 开 集 召 的 边界 , 则 盟 数 
1 | £8) 
2rr | 才 一 
在 8 内 解析 ,因而 在 吾 解析， 根据 Runge 定理 , 存在 有 理 阴 数 
9(z)， 使 得 在 8，. 上 ,因而 在 上 有 


(| ER-on|<e, ser. (271) 
Zrl 7 [a = 
现在 我 们 令 所 央求 的 有 理 函 数 为 

R(s) 一 0(z) — R*(z), {2.72) 


它 的 极点 位 于 【】 G; ,根据 引 理 2, 我 们 有 


i=1 


Flz) "= i (03> de 


2xi ,六 一 % 


s 38 +* 


一 上 中 加 二 了 二 + Vo dtdn, z€ FE, 
一 稳 


TB 
根据 (2.62》,(2.69) 一 (2.72), 由 上 式 得 到 


IFGD ~ ROD1T < etetoM 


0 8: 
< 2M toM 
Ep 
mw csM re 之 所 PF., 


这 里 又 用 到 了 (2.60)， 且 其 中 ck 一 2 十 c 是 绝对 常数 。 此 即 
(2.59), 


显然 , 当 min 9 宇 68 时 ,有 4 一 5， 因此 (2.59) 右 边 为 ccM5. 
定理 1 证 毕 。 

注 若 F(x) 在 FF 的 内 点 集 F” 上 都 解析 ,那么 E， 就 位 于 
下 的 边界 上 , 即 E， 上 每 一 点 与 CF 一 【J G6; 的 蝶 离 8 可 以 任意 
小 。 因 此 这 表明 ,在 现在 的 情况 下 ,函数 F(z) 可 以 被 具有 极点 在 
CFE 上 的 有 理 函 数 任意 逗 近 . 

现在 仍 假设 有 界 阅 集 FF 的 余 集 CF 是 由 sw 个 区 域 Gi:1l 所: 
Sn) 所 组 成 的 ， 但 其 直径 三 满足 min di 之 0 之 0, 则 在 在 一 个 
全 平面 上 连续 的 珊 数 Folx)， 它 在 全 平面 上 至 多 除去 个 别 点 外 有 
连续 偏 导 数 ,。 且 Folx》 在 FF 上 不 解析 的 点 集 五 和 CF 的 距离 
所 5。 此 时 ,对 任意 一 个 有 理沙 数 R(s) ,都 有 

max | Folz) 一 及 (| 之 > M6, (2.73) 


其 中 


‘f aU az ) (32 ov, | 
Mo=up ti + 2.74 
4 so dz Oy \By ox 人 


亲 Fol) UCz) 十 1V Ce), 
这 里 结果 说 明了 ,定理 1 中 的 估计 式 《2.59) 在 除了 一 个 常数 


4 39 9 


因子 以 外 还 是 精确 的 。 

事实 .上 ,我 们 取 下 上 最 :大 网 的 半径 为 5， 不 坊 设 5 > 0, 此 图 
的 国 心 记 作 w%E F， 由 5 的 定义 刘 , 下 上 每 一 点 到 CF 的 距离 扫 
5。 

令 

Pos)}— MIS— |z— zl] — U, + iVo, 
显然 ，Fokz) 在 El 一 了 上 不 解析 ， 昌 平面 上 除了 zx 一 z。 以 外 
都 有 连续 分 导 数 。 此 外 ,容易 证 明 
5 一) 二 于 二 | 一 M， 

这 里 在 z 一 xs 处 不 存在 偏 导 数 是 没有 关系 的 , 因为 在 定理 1 由 ， 
车 有 个 别 点 没有 偏 导 数 , 候 在 这 些 点 上 连续 时 ,定理 1 仍 成 立 . 

现在 我 们 用 反 证 落 来 证 明 (2.73) 成 立 。 假定 不 然 ， 则 存在 一 
个 极点 位 于 CR 的 有 还 函 数 R,(z)， 它 满足 


max | PuCa) 一 Re) < 村 M6, (2.75) 
因此 就 有 
max ,ReC2) | = a Folz) | 十 > Mé 一 3 M56, 
由 于 Rakz) 的 极点 企 CR 上 ,因此 它 在 lz 一 6| 所 3 上 解析 。 
根据 最 大 横 三 理 , 由 上 面 不 等 式 可 以 得 到 
max |Roce < M8. (2.76) 
1 一 和 有 2 


男 一 方 曙 ,由 (2.75), 我 们 有 
| Fol 20) 一 Rw)| < - AI， 
因此 利 几 阶 数 PCs) 的 定义 ,由 上 式 咱 以 得 到 
{Ri(20)! > ‘iF(z0)| 一 MG 一 了 MB， 


这 就 与 (2.76》 相 矛盾 了 .由 此 说 明 《2.73) 成 立 。 
定理 2 (Meprexaaee) 设 下 是 复 平 面 上 的 有 界 闭 集 ， 它 位 于 
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|zi 专 R 路 ,上 月 的 余 集 CR 是 由 # 个 区 域 GK1 所 i 所 #) 所 
组 成 的 ， 设 G 的 直径 为 (1 < i < #). 设 函 数 f(z) 在 F 上 省 
续 ， 我 们 用 R 表示 f(z) 在 F 上 不 解析 的 点 所 组 成 的 集合 , 且 R 上 
每 一 点 到 CP 的 距离 < 65。 于 是 存在 极点 在 CF 上 的 有 型 函数 
R (s) ， 使 得 

max Ha — RO) | < rold) S, (2.77) 


其 中 cs 为 绝对 常数 ，w(5》 为 函数 f(z) 连续 地 开拓 到 全 平面 
后 在 圆 jz| 三 2R。 上 的 连续 模 , 而 
d= min(dsd,*:. yd) 
当 min di 之 6 时 ,对 应 于 (2.74) 就 有 


max|f(z) — RO | < owl6), (2.78) 


证 首先 应 用 3. 理 1， 对 于 平均 函数 qs(z)， 它 在 平面 上 有 

连续 偏 导数 , 且 由 引 球 1 的 结论 2° 知 
1f2) 一 peal) < wl6), 1z| SB, (2.79) 

令 De 为 FAR 的 某 个 内 点 集 ， 其 中 每 一 点 离 集合 RUCF 
的 距离 5。 根据 引 理 1 的 结论 3*，qps(x) 在 D。 上 解析 且 等 
于 (2)， 

令 Ms 是 D。 关于 F 的 余 集 ， 则 qs(z) 在 上 不 解析 的 点 
均 属 于 Me。 下 面 将 证 明 : M。 上 每 一 点 z 到 CF 的 距离 d. 声 
28. 

事实 上 ,我 们 知道 村 ;一 十 P, 其 中 P 是 F\R 中 离 RU 
CF 的 蝶 离 所 5 的 点 组 或 的 集合 ， 设 ze M3， 则 可 以 分 别 以 两 
种 情况 来 进行 讨 沦 : 

1. 若 xz€ R， 则 由 条 件 知 

dr SE 26; 

2. 若 zeR， 则 ze 中 根据 P 的 定义 知 ， 存 在 点 ** RR 十 
CR, 使 jz 一 寺 | 委 35。 下 面 对 z* 再 区 别 两 种 情况 : 

4. 若 xz*& R， 则 由 定理 条 件 知 ，z*” 到 CF 的 距离 d,* 亏 

有 4I . 


$， 因 币 有 
di S|) de < 285; 
8. 车 zzcR， 则 z* E CF, 因而 
dz | < 25, 
这 就 证 明了 ，M， 上 每 一 点 x 到 CF 的 距离 4d, 所 28 
根 泥 引 理 1 中 的 结论 2° ,对 于 这 里 的 函数 ps(s)， 有 有 以 下 估 
计 式 : 
dU, oar, OU [0 BwCH 
M ~ max (P+ a Os 十 2 < 2 8w0C6) ) ， 
其 中 aks) 一 Ux) 十 ia)。 
现 征 应 用 定理 1, 将 这 里 的 集合 好 。 看 作 定 理 1 中 的 上 &,, 将 
这 里 的 28 看 作 定理 1 中 的 $5， 于 是 可 以 知道 ， 存 在 具有 和 级 点 位 
于 CF 的 有 理 殉 数 Riz)， 使 得 下 式 发 立 : 
max [pals) — RCz) | SS eoM 2 


Bun{H) (28Y 6S 
和 一 2.80). 
= Ce 8 ; 6 ce { ) 


合并 (2.79) 与 (2.80) 得 到 
ey | 六 zs) — RC) | S85) + 64eew(3) 气 


- 8 全 

< (8) 二 十 64cem(6) ry 
个 ? 

en m8) 五， 


其 中 c 一 1 十 64c。 是 绝对 常数 。 这 就 是 (2.77)。 (2.78) 是 显然 
的 。 定 理 2 证 毕 。 
定理 3 (Mepremrg5) 设 F 是 复 平面 上 有 界 闭 集 , 则 要 使 任 
意 一 个 在 到 上 连续 、 在 下 的 内 点 上 解析 的 顺 数 能 够 在 环 上 被 罗 顶 
式 一 致 侦 近 的 充 要 条 件 是 ,的 余 集 CRP 是 一 个 含有 co 的 区 域 . 
这 个 定理 的 充分 性 是 定理 2 的 简单 推论 ， 只 要 注意 到 应 用 41 
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的 引 理 1 就 可 以 将 极点 移 到 1z| 委 R 外 (这 里 设 FCC|zj 志 RO))， 
然后 利用 Taylor 展开 就 可 以 将 极点 移 到 c 点， 而 必要 性 是 在 本 
章 一 开始 已 经 讨论 过 了 ， 

定理 3 的 一 个 完全 等 价 的 定理 是 下 列 定理 ， 

定理 3 (Meprexa5) 设 F 是 复 平面 上 的 有 界 闭 集 , 则 要 使 
任意 一 个 在 上 过 续 、 在 Ff 的 内 点 上 解析 辽 数 能 在 F 上 展开 为 一 
数 收 全 的 多 项 式 级 数 的 充 要 条 件 是 ,F 的 余 集 CF 是 一 个 含有 co 
点 的 区 域 。 

注 上 述 Meprenm 定理 中 的 证 明 是 构造 性 的 ， 即 在 给 定 了 
函数 f(z) 后 ,可 以 具体 地 构造 出 逼近 六 xz) 的 多 项 式 ， 

定理 4 设 上 是 复 平 面 上 的 有 界 闭 集 , 它 的 余 集 CF 是 由 = 
个 区 域 组 成 。 设 茵 数 f(z) 在 F 上 连续 , 在 FF 的 内 点 上 解析 , 则 对 
任意 的 8 之 0 存在 极点 位 于 CF 的 有 理 函 数 R(x) ,使 得 下 式 成 
2 l 

max {f(x#) 一 R(2)| < 8, 

这 定理 显然 可 以 从 定理 2 推导 出 来 . 

若是 复 平面 上 有 界 闭 集 ,其 余 集 CF 是 由 可 数 个 区 域 组 成 
时 , 则 有 例子 指出 ,一般 地 说 ,定理 4 不 成 立 ， 现 在 给 出 MeprermB 
的 例 ， 

设 刀 是 复 平面 上 的 单 连续 区 域 , 其 边界 了 是 可 求 长 yordan 曲 
线 。 现 在 我 们 在 D 内 除去 一 个 由 Jordan 区 域 组 成 的 集合 村 ,每 
一 个 区 域 的 边界 7 过 一 1;2,*…*…。 是 互 不 相交 的 光 绢 有 曲线 , 且 MM 
在 区 域 了 内 是 秃 密 的 , 即 在 口内 任何 一 点 邻 域 中 都 包 有 好 中 的 点 ， 
此 外 还 设 


Tz 之 十 00， (2,81) 
k=1 
其 中 |7i! 表示 曲线 7， 的 长 度 。 这样 的 区 域 所 生成 的 集合 好 是 
一 定 存在 的 。 事 实 上 ,我 们 可 以 考虑 D 内 所 有 的 有 理 点 (此 点 的 术 
坐标 及 纵 坐 标 都 是 有 理 数 》 好 9 G2? "989 "se 考 起 在 厂 内 以 G) 
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关中 心 * 半径 小 于 工 的 加 Cl， 然 再 在 PD 内 取 2&2 为 中 心 ,半径 小 于 
的 敬 C;， 且 此 贺 不 与 加 5， 相交。 如 果 这 种 圆 不 存在 。 则 不 


到， 再 在 DD 内 到 以 6 为 中 心 ,半径 为 三 的 圆 C,， 且 此 圆 与 贺 


C， 及 C， 都 不 相交 ， 不 断 应 骨 这 方法 ， 可 以 构造 出 可 数 个 加 
{C4}， 每 一 个 贺 ck 都 位 于 D 内 ,上 旦 互 不 相交 。 这 些 圆 的 边界 
办 为 光滑 曲线 , 且 满 足 


+ +% 
Fr < B24, 
*=1 t+=1t 2 


即 满足 (2.81) .显然 ,这 些 圆 构成 的 集合 M 一 【Ci 在 DD 中 稠密 


现在 我 们 汪 明 ， 在 集合 DAM 一 上 , 必 存 在 一 个 连续 函数 
jos] : 


max lh(2)1.— K, 
EE€F 


其 中 为 菜 个 给 定 的 常数 ,使 得 对 于 任何 一 个 有 理 函 数 R(x)，, 满 
足 


Dy |ril 
max 六 Cs 一 RC2)| 实 全 0 (2.82) 
| 了 | 二 3 [rl 
*=1 
事实 上 , 设 E 之 0 是 任意 小 正 数 , 取 数 ”满足 
3 天 p> |7i| < 8, (2.83) 


tnt] 
0， zET, 
paz) ee ZETiy 多 1 2，z， 其 中 (2.84) 
(argas 是 电线 7 上 切线 与 正 实 轴 的 夹 第 ， 
显然 ，p。(x) 是 一 个 在 堵 集 


4 。 


了 十 >) 7 


kz1 
上 的 雯 续 函 数 且 满足 
max ipt2)| 一天。 
¥€F 十 ry 


=1 


现在 将 p(x*) 连续 地 开拓 到 闭 集 F 一 站 M 上 , 且 保 持 其 最 大 
模 不 变 。 这样 的 开拓 是 可 以 实现 的 ， 因 为 只 要 考虑 其 模 及 幅 角 的 
正弦 开拓 即 可 。 将 开拓 以 后 的 函数 记 作 g,(z), 它 满足 

max | gs(s) | 一 天 。 


设 R(z) 是 任意 一 个 有 理 消 数 , 其 极点 在 F 外 , 则 或 
max [galz) — R(xz)| > K, 


或 
max lg 一 Roy | SK, 


上 比 时 有 
max|RCs) | 过 max|g.(#)| + KS 2K, (2.85) 


对 第 一 种 情况 ,显然 成 立 ( 将 f(s) 换 以 g8,(2))。 
对 第 二 种 情况 ,利用 Cauchy 定理 ,我 们 有 


max lg RO) ， FI > | | Get) 一 RD)dsi 


I 只 (zyadz| = 2 | Rodz| 《用 到 (2.84)) 


之 D3 | Radz| 一 2 天 3 Jrxl 《用 到 (C2.85))》 


=t 


> 站 上 gu(z)dz 


全 


一 六 | CR 一 so)dz 
Py 


—2K 5 2K Dllmaxleels) — RG) 
Fee | 这 村 


二 上 有 十 上 


a 5 = 


从 中 工 
EA 一 2 天 >) 17 | 


[| | 


KD lrilmaxlgsls) 一 RO)! 


“Dr 一 3 DD lr 
wn 


a1 


KD lr Imax|gnCz) — R(z)}|: 3 7 一 5， 


Ral *=1 


max |g.t%) 一 R(z)| 之 天 一 = 一 一 一 
和 三 
| 了 十 Di lr 


二 四] 了 


利用 5 的 任意 性 , 取 


:< KT brsls 
2 
这 显然 也 满足 (2.78), 只 要 取 = 满足 
3 ml D7 


就 够 了 . 

我 们 和 白 然 地 会 提出 区 下 问题 : 阁 有 界 闭 集 F 分 市 平面 ， 需 村 
对 闭 集 加 上 什么 条 件 才 能 使 Meprerama 定理 仍然 成 立 。 Meprenau 
给 出 了 一 个 充分 竹 条 件 . 

定理 5 《Mepremns'2) 设 下 是 复 平 面 上 有 界 话 集 , 不 含 内 点 
且 对 任意 一 个 半径 为 5>0 的 加 ， 部 含有 一 个 属于 闭 集 天 的 余 集 
CF 中 的 Jordan 弧 , 其 直径 六 人 7， 若 


os LD 
lim TCI C, (2.86) 
刘 任 普 一 个 在 闭 集 下 上 连续 的 函数 j(z) 部 可 以 在 上 外 有 球 注 
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数 一 致 台 近 ，。 

证 由 于 f(s) 在 有 界 闭 集 F 上 连续 ， 因 此 根据 二 元 尔 数 的 
Weierstrass 定理 ,对 于 任 合 给 定 的 。 > 了， 部 存 在 一 个 + 与 ”的 
多 项 式 P(x,y), 使 得 

‘fl2) — Plr,y)| <e, rEF, 
因此 ,为 了 证 明定 理 5, 只 要 对 函数 x 一 Rezx 及 y 一 Imzx 证 明 就 
够 了 ， 

设 有 界 闵 集 B 位 于 正方 形 |x| 所 NN,1iy| 志和 内 。 为 了 权利 
用 定理 1， 必 须 通 过 闭 集 下 构造 一 个 含有 闭 集 下 的 闭 案 E， 使 得 
E 的 余 焦 CE 是 由 有 限 个 区 域 组 成 的 , 且 满 足 定理 1 中 的 一 些 条 


件 。 
由 条 件 (2.85) 知 ,存在 数列 1I3。} ,sl0， 且 满足 
6 1 
Te 和 
令 十 1 
r-| 5。 |， 


考虑 覆盖 闭 集 下 的 正方 形 集合 ， 其 中 每 一 个 正方 形 边 长 为 58。: 
pon SIE + 1)5,, 95, 和》 安 (9 十 1)3。， 
p32 一 一 了 ,一 了 十 1 0 1 了。 (C2.88) 
用 ts, 表示 在 定理 的 条 件 下 所 假设 的 ,位 于 上 述 正 方形 与 CF 交 
集中 直径 为 (6.) 的 Jordan 旺 ， 
设 A。 是 CF 中 包 有 co 点 的 构成 区 域 ,而 A 是 CF 中 含 
有 弧 rr 的 构成 区 域 。 阔 虑 闭 集 E， 
E 一 全 平面 人士 Ar 小 
显然 ，E 是 有 界 闭 集 , 且 含有 闭 集 F， 内 此 ，E 是 由 集合 下 以 及 
CF 中 那些 不 可 能 包 有 整个 驱 rr 的 有 界 构成 区 域 A， 所 组 成 
的 。 区 域 A, 的 边界 都 属于 闭 集 F， 
设 mm 是 互 中 任意 点 ， 则 z。， 不 必 属 于 (2.88) 的 某 个 正方 形 . 
此 正方 形 包 有 在 已 外 的 Jordan 弧 , 且 rrr 不 可 能 全 部 位 于 EE 中， 
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否则 必 位 于 基 个 A 中, 而 这 与 A, 的 定义 是 矛盾 的 。 ,9 也 不 
可 能 部 分 地 位 于 上 中 ,和 否 幅 此 时 它 必 部 分 地 位 于 Ai 中 ,因此 必 与 
Ai 的 边界 相交 , 邑 与 下 祖 交 ， 这 也 是 矛盾 的 。 因 此 ，ry.， 必 须 全 
部 位 于 EE 外 ， 沁 此 推出 ,以 ma 为 中 心 , 半 低 为 V 2 8。 的 殴 中 必 包 
有 一 个 位 于 EE 外, 且 直 从 为 1(5,) 的 Jordan 纺 。 特别 地 推出 ,EE 
中 每 一 点 到 集合 


A 之 Tp 


的 距离 委 W 25,。 显然 ， 这 个 集合 的 每 一 个 构成 区 域 的 直径 乞 


A 2 8, (办 为 也 有 Jordan 弧 , 且 A。 为 无 界 区 域 )， 因此， 应 用 
定理 1 后 得 到 ,对 每 一 个 医 数 * 一 Res 及 y 一 lmz， 存在 有 理沙 
数 R,(z) 及 0,(z)， 使 得 
62 cy 
[Rez — R,(z)| ey I < 
及 
2 


iImz — Qnts)| Se oe ne 


定理 5 证 毕 。 
从 定理 5 及 上 面 的 例 看 出 ,集合 Ff 的 余 集 CF 必须 充分 “大 ” 
时 , 才 有 可 能 使 避 近 实现 ， 
当 集 合 户 有关 点 时 ,类 似 纪 有 下 面 定 理 ， 
定理 6 (Meprensaa"3) 设 数列 {5,} 是 单调 下 降 地 趋向 于 零 ， 
且 每 一 个 中 心 在 有 界 闭 华 下 的 余 集 的 边界 上 ,半径 为 5， 的 山内 ， 
含有 直径 为 r， 用 位 于 CF 内 的 Jordan 弧 。 若 
0 
lm wl8,) We 0， (2.89) 


其 中 wC3) 是 隔 数 1(z) 在 有 界 闭 集 F 上 的 连续 模 , 则 每 一 个 在 
F 上 连 绕 ,的 大 点 上 馈 析 的 玖 数 f(x) 都 可 以 在 闭 集 严 上 被 有 
埋 函 数 一 尾 通过 . 

证 设 A。 是 CF 中 含有 co 点 的 区 域 , 考 坊 以 集合 CF 一 A。 


a 43 = 


上 每 一 点 za 为 中 心 ,半径 为 ge 的 圆 。 若 so。&E CF 一 CF, 则 上 述 
面包 有 直径 为 r。 的 在 CF 中 的 Jordan 弧 ; 若 zo€ CF 一 人 A， 
则 上 述 贺 不 一 定 有 上 面 提 到 的 性 质 。 但 是 ,在 这 种 情况 下 ,这 些 加 
内 必 有 CF 一 CP 上 的 点 。 根 据 有 限 材 凌 定 理 , 必 存在 上 述 有 限 
个 圆 , 它们 的 全 体 狠 盖 CP 一 Au. 设 对 应 的 直径 为 r,,。 在 CF 中 
的 Jordan 弧 为 7;，1 志 1 志 x#。 考 虑 CF 的 构成 区 域 Di 其 中 
每 一 个 DA 包 有 上 述 的 Jordan 弧 7Yt，1 三 和 加 
E 一 全 平面 ~ (人 A+ 了 Di， 
我 们 可 以 将 函数 f(z) 连续 地 开拓 到 全 平面 且 保 持 其 连续 模 不 
变 。 显然 ,在 E 中 ，f(x) 不 解析 的 点 必 位 于 CF 一 CF 以 及 CF 
中 那些 不 含有 位 于 CR 中 直径 为 >。 的 Jordan 弧 的 构成 区 域 . 
设 ze CFANCEF， 则 显然 ,以 m 为 中 心 ， 半 径 为 25。 的 圆 必 含有 
位 于 CR 中 直径 为 +。 的 Jordan 弧 , 此 弧 不 可 能 有 一 部 分 位 于 
Ai 中 ,否则 存在 这 弧 的 两 部 , 它 分 别 属于 不 同 区 域 , 但 其 边界 是 
中 的 点 ,这 是 矛盾 的 ， 因 此 , 它 必 在 
A。 + > 


中 .。 当 meAi 时 , 则 z。 必 属于 上 述 某 个 覆盖 圆 ， 而 此 圆 必 与 集 
合 CF 一 CF 有 交点 ， 因 此 ,以 m 为 忠心 ,半径 为 35。 的 圆 必 包 
有 位 于 CF 中 直径 为 +r, 的 Jordan 弧 ri。 根据 上 面 的 讨论 ， 
rt 必 位 于 


A- 十 >， Pu 


el 


中 。 因 此 ,在 互 中 使 f(#) 可 能 不 解析 的 点 为 中 心 ,半径 为 35, 的 
圆 必 包 有 其 会 集 A 十 YY， Dh 中 的 点 。 显然 ，D。 的 直径 之 1.. 


由 此 应 用 定理 2 及 条 件 (2.89) 就 立刻 得 到 了 定理 6. 
我 们 指出 ,最 一 般 的 结果 是 由 Barymxas 得 到 的 。 他 证 明了 ， 
要 使 得 任意 一 个 在 有 界 闭 集 f 上 连续 ，F 的 内 点 上 解析 的 函数 可 
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以 在 此 上 被 有 理子 数理 近 测 加 在 闭 集 上 的 充 权 条 件 。 这 个 充 
要 条 件 是 要 用 集合 的 解析 容量 的 概念 。 由 于 篇 幅 关 系 ， 这 里 不 准 
备 介 绍 了 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参看 Baryrmkaa 的 文章 
现在 我 们 介绍 Meprenaa 定理 的 一 个 简单 的 应 用 . 
定理 7 设 D 是 由 可 求 长 Jordan 闭 曲线 TT 所 围 的 区 域 ， 银 
数 f(s) 在 必 内 解析 ,上 连续 , 则 广义 Cauchy 公式 成 立 : 


f(z) 一 | £9. di,z€ D., (2.90) 


1 :1 [4 —— 2 
广义 Cauchy 定理 也 成 立 : 
| Fa 一 10。 (2.91) 
证 ”我们 只 证 明 广 义 Cauchy 定 涅 , 由 此 用 常规 方法 很 易 导 
出 广义 Cauchy 公式 。 
由 于 区 域 D 的 余 集 “万 不 分 割 平面 ,因此 应 用 Meprenrae 定 
理 : 任 给 & > 0， 存在 多 项 式 P(z)， 使 得 下 式 成 立 : 
max| f(s) 一 Plz)| < Ee. C2.92) 


对 于 多 项 式 Pl(z)， 由 于 它 在 D 上 解析 ,因此 Cauchy 定理 
成 立 : 
| — 0， 
由 此 应 用 《2.927 可 以 得 到 
| f(a) de | | fadz 一 | Plz)dz 
r r 由 


< | 1f(e 一 PO NHds| 
站 


<slr|l— 0, 
这 就 证 明了 (2.91)， 定 理 7 汪 毕 。 
§3. CMIIPHOB 平均 遍 近 定理 
设 有 办 区 战 刀 以 可 求 长 的 Jordan 曲线 为 边界 ， 自 然 会 提 


a $0 。 


出 下 而 的 平均 通 近 问题 : 设 函 数 fs) 定义 在 T 上 , 且 属 于 LrC7)， 
户 盖 0， 这 表示 函数 f(z) 在 T 上 Lr* 意义 下 可 积 ， 则 能 否 在 
LrCTIT)》 空 间 被 多 项 式 台 近 昵 % 虽 人 酝 给 & 之 60， 能 否 找到 多 项 式 
P(x)，。 使 得 

上 J) 一 POA) lrds < 8 (3.1) 


成 立 ? 这 个 问题 的 回答 是 否定 的 ,我 们 有 下 列 定 理 。 

定理 1 设 D 是 单位 贺 ix| < 1，『 是 |z| 一 1。 设 函 数 
1(z) € 工具 |z| 一 1),P > 0。 若 任 给 。 > 0， 存 在 多 项 式 .P(x*)， 
使 得 下 式 成 立 : 


{0 PON?ldsl <s, G3.2) 
则 函数 f(x) 是 类 H? 中 函数 的 角度 边界 估 . 


证 由 条 件 (3.2) 推 出 ,存在 多 项 式 序列 {P,(z)}, 使 得 nN 
时 有 


' 1 — Pla) lelds! < e, (3.3) 
islsml 
因而 当 77 >N 时 ,有 

| IP.(s} — PCa)l?ldzi < vce, (3.4) 


其 中 < 为 依赖 于 ?的 常数 。 
利用 六 空间 的 性 质 推 出 ,对 任意 的 R,0 所 R < 1 成 立 


| Ps) — Pos) ?ldzl < oe, (3.5) 
因为 函数 1P,(#) 一 P,(#)1* 是 次 调和 函数 ,因此 有 
1Pu(D 一 Paz))? < 二 


2 .Ri— ri i ; 
: Pe'?)— Pale'r)!lrdd 
| Ri— 2Rrcos(p— 8)+r’ lpsbe (e") ” 


Or Rs re 
《或 者 利用 函数 P(xz) 一 Px) 在 |z| < 只 内 零点 构造 
Blaschke 乘积 8(z), .18(CRe2)|l 一 1 几乎 处 外 成立， 再 利 用 


s S31" 


1z1 < RR 内 解析 函数 〈《P。(s) 一 Pn(z))jB8(z) 在 1z| 一 妨 十 
的 边 轩 入 的 Poisson 积分 表示 ,也 可 以 得 到 上 式 )， 由 此 得 


[Plz) — Ps) | RTT ee， 
2x RO—r 


z=rerv,0 和 SriRZ1, 
利用 R 过 1 的 任意 性 推出 ,序列 {P,(z)} 在 单位 贺 |z| < 1 内 闭 
一 致 收 做 到 某 个 解析 函数 g(s)， 由 (3.5) 得 到 ,对 任意 的 R < 1， 
当 如 盖 六 时 ,有 


| la) 一 PCDildzl < ee. 


由 此 指出 g(x) € H?， 因 而 它 在 |z| 一 1 上 几乎 处 处 有 角度 边界 
值 。 利 用 Fatou 定理 ,由 上 式 得 到 


| 


is 


由 (3.5) 及 (3.6) 推出 ， 在 单位 圆周 lz| 一 1 十， 几乎 处 处 地 有 
8(z) 一 f(z)。 定理 1 证 毕 。 

对 于 一 般 的 以 可 求 长 Jordan 曲线 了 为 边界 的 区 域 D, 也 有 
类 似 的 定理 ， 

定理 2 若 泪 数 ji(z) € LrCT),P 疡 0， 且 对 任何 8 > 0， 存 
在 多 项 式 P(xz) 满足 

| — Plz) lrds 一 sy {3.7) 

则 f(z) 是 类 E?(D)p > 0 中 沼 数 的 角度 边界 值 。 

这 个 定理 的 证 明 是 容易 的 ， 只 要 通过 将 区 域 吕 双方 单 值 保 角 
变换 到 单位 贺 jw| 二 1 的 函数 w 一 kz) 《其 反 函 数 记 作 > 一 
p(w)), 就 可 以 将 问题 转化 到 单位 加 上 。 事 实 上 ,由 (3.7) 可 以 得 到 


J [BC Co) — PGCw)) YPCw) ?lawv| < e. 


用 在 证 明定 理 1 时 的 方法 ,可 以 证 明子 数 f(yCw))VYVlw) 是 于 
《|w| < 1) 中 轴 数 的 边界 值 ， 因 此 flz) 是 Ex*(D)》 中 函数 的 边 


2 


lg(z) 一 Psfs)?jdz|l < es, (3.6) 
L 


界 值 。 定 理 2 证 毕 。 

从 定理 2 看 出 ,我们 只 能 提出 下 列 问题 : 若 函 数 f(x) e E?(DD), 
p 这 0, 则 (3,1) 是 冤 成 立 ? 

以 后 我 们 将 会 看 到 ， 为 了 要 使 对 于 任意 函数 f(x) € E?(D)， 
2 之 0，(3.1) 成 立 ,必须 对 区 域 DD 的 边界 T 加 上 一 个 充 要 条 件 . 现 
在 我 们 先 来 进行 一 些 分 析 ， 

若 隙 数 f(z) EE EFCD), p>0, 则 FCG we) Hh. 
由 Hr? 空间 理论 知 , 任 给 s > 0， 存 在 数 r ,0 <r < 1， 使 得 
| HG VY) — for Yr lla) <e, 
即 

| ya 一 PetDOVw Gdzl<e (3.8) 
其 中 
F(z) = HPC VG CW) EH?, p> 0 

由 此 者 出 ,要 希望 (3.1) 成 立 , 只 要 函数 P(rp(x)) 人 p(x) 能 在 空 
闻 Le(T)》 中 被 多 项 式 驯 近 就 够 了 ， 显 然 ,函数 PFC(rp(z)) 在 闭 
区 域 5 上 解析 ,因此 根据 Runge 定理 , 它 在 闵 区 域 D5 上 一 定 能 
被 多 项 式 一 臻 逼近， 因而 也 一 定 能 在 空间 ZL*(T) 中 被 多 项 式 还 
近 . 因此 ,如 果 我 们 能 证 明 , 在 一 定 的 条 件 下 , 通 数 以 w' (x) 在 空 
间 LT》 上 也 能 被 多 项 式 青 近 ， 则 应 用 Minkowski 不 等 式 , 可 
以 看 出 函数 Prp(o)) 人 ea) 在 LeCT) 中 就 可 以 被 多 项 式 各 
近 了 。 因 此 ,关键 是 要 研究 函数 Sew'(z) 在 Lf?(T) 上 被 多 项 式 
温 近 的 问题 ， 为 此 ,我 们 首先 研究 函数 Wew' (z) 的 一 些 些 质 。 

现在 我 们 设 区 域 D 包 有 原点 ， 和 否则 作 一 个 平移 即 可 ， 我 们 认 
为 ,映射 函数 满足 $C0) 一 0，#(0) > 0， 因 此 pC0) = 0,9《0) 
>0， 我 们 使 函数 Ag'(z) 规格 化 , 即 令 


jts) es br > 0， fC0) 一 1, 


s 53e 


显然 有 
=- 发 
i la eal 
一 ‘Pplw ‘(ww 
en EA 2 LA 2 
a a 了 上 ax Deeb” 
tos fs le ~ 3a 0). (3.9) 
现在 征明 函 数 f(s) 有 下 列 极 值 能 质 ， 
定理 3 考虑 BE， 关中 所 有 的 函数 f(z), 1(0) = 1，p > 0， 
则 只 有 函数 f(s) 使 积分 


(一 | tf ldsl, p>0 (3.10) 
达到 最 小 值 , 且 此 信 为 2x$(0)， 
证 显然 有 
1 一 | ow Ye) heldwl 


= [lee) lag, (3.11) 


其 中 

Pw = flow VW) EHr, p> 0, 
且 F(0) 一 /Ww (0)、 因 此 ,原来 的 圾 值 问题 就 化 归公 在 H? 函数 
Flw)， 且 满足 BF(0) 一 Mw'(0) 来 寻找 函数 使 得 上 达到 最 小 
值 . 

可 以 证 明 , 只 变 考 虞 局 中 没有 零点 的 函数 即 可 。 事 实 上 , 若 
假设 函数 F(w)e Hr? 在 |w| 二 1 上 有 零点 ， 则 令 BCw) 为 其 
零点 所 构成 的 Blaschke 乘积 。 显 然 , 函 数 

FICw) 一 Se BO)E Hr ,p> 0,F(0) 一 /yp (0), 


但 此 时 F((w) 在 jwl < 1 内 已 没有 零点 了 .已 知 18(w)| 拟 1， 
且 18《e"”)| 几乎 处 处 为 1, 因 而 有 


34. 


| | Ed | = 1 ao Jdsw | 


— IFC) B00) law 


< | ,IF(w) ldel. 
因此 ,可 以 设 函数 FCw) 在 jwi < 1 中 没有 零点 。 
显然 [fj(w)]€ 下 ,因此 有 


[fw)1s a Y Cow Co 一 Vw (0), 


剖 亡 蜂 


因而 
F133 Zu . 
1 一 | PKesy|edg 一 in | IF Crew)s go 
[3 roel 


+ 
一 Him2z 人 福 elir™ > 2 | = rg (0), 
rt py 


且 等 号 达到 当 且 仅 当 ce om 时 ， Ld 1,2,-*.， 即 
Flw) mm a 一 (yw C00, 
即 
Hw VP) = Cy 0))}, 
由 此 得 
2 [ } 

1 = [ey | 

这 样 一 来 ,从 (3.9) 看 出 定理 证 毕 . 
既然 函数 
p(s) $ 
fj) 一 Fae, | 

具有 上 述 作 质 ， 因 此 想到 此 函数 能 否 被 具有 同样 极 值 性 质 的 多 项 
“ 式 在 空间 Le(F) 中 来 逼近 呢 9 以 后 可 以 看 出 ， 要 使 逼近 能 够 实 


现 , 需 要 对 区 域 品 的 边界 T 加 上 一 些 条 件 。 
在 8 了 类 中 考虑 子 类 0。， 它 是 由 所 有 次 数 拟 # 的 多 项 式 9。 


+ $5 3 


(2) 组成 ,县 9.(0) 一 1， 我 们 间 样 可 以 提出 积分 (3.107 的 极 信 问 
定理 4 在 类 ,中 ,积分 (3.10) 的 极 值 多 项 式 是 存在 的 。 
证 对 固定 的 a， 设 
inf fle) ?ladsl 一 Moe, 


(ee 有 mn 
则 存在 次 多 岳 式 序列 gt(s)， 全 
lm Bb [qn Cz) |? ladz! = M., (3.12) 


利用 (3.12》， 我 们 来 证 明 多 项 式 序列 4,.4(x)} 中 所 有 的 系数 序 
列 ， 对 到 是 一 致 有 界 的 。 为 此 只 要 证 明 序列 {9,4(x)} 在 人 内 闲 
一 致 有 界 就 够 了 ,因为 共 系 数 可 以 通过 在 了 内 部 任 取 #* 十 1 个 点 ， 
以 及 在 此 ”十 1 工 个 点 上 药 蚁 数值 (一 致 有 界 ) 所 确定 。 

由 于 多 项 式 gz) 在 呈 崔 可 能 有 零点 ， 因 上 比 芳 谍 臣 数 天 
(z) 一 qt(z]1BCpts))， 其 中 BO) 是 函数 9。4(p(w)) 在 单 
位 圆 lw| <1 内 的 零点 的 Blaschke 乘积 ， 显 然 ， 函 数 名.1(z) 
在 也 内 就 没有 零点 了 。 因 出 fs) 一 《fr.4C2))?* EE El!， 世 以 有 


一 工 [ fc) 
fs 一 让 | sd 


考虑 区 域 忆 内 某 个 有 界 闭 集 5， 其 中 每 一 点 到 边界 了 的 距离 之 
25 之 0， 则 当 z € 时 ,由 《3.12) 得 到 


[oa < 3, fe Ea 
一 3 9D Pal < 汪 
并 对 太一 致 有 办 .到 此 ,19。kCe)| 在 F 上 对 名 也 一 致 有 界 ,由 此 推 
出 多 项 式 序列 《9,.4(D】 的 条 数 序列 对 不 也 一 致 有 界 。 根 据 We- 
ierstrass 定理 ,序列 {9,4(z)} 有 子 序列 ， 它 在 招 区 域 万 上 一 致 
收 敏 到 某 一 个 多 项 式 Pr(z)，P。r(0) 一 1， 上 且 注 足 


1PseCO Te1dzl 一 Ms 


+ S56* 


自然 地 可 以 期 望 
lim | 1P-eCe1zldzl ~ 2a0’(0) (3 13) 


《这 里 随 着 # 增 大 ,根据 极 值 性 质 , 量 | 1P。 Ce)1*ldzi 单调 下 


降 , 因 此 必 存 在 极限 )， 但 是 有 例子 说 明 , 在 一 般 的 情况 下 ,(3.13》 
不 成 立 。 这 个 例子 是 由 Kenapiut 及 TagpeaTbeB 给 出 的 上 中。 我 们 
在 这 里 不 准备 讨论 了 .但 是 成 立 下 列 重 要 定理 。 

定理 5 设 DD 是 以 闭 可 求 长 Jordan 由 线 TT 为 边界 的 区 域 , 且 
包 有 原点 , 则 


dim | 1P。eCe)1eldzl ~ 2rd(0)， 
其 中 
dw) 一 cp[ 寺 人 ole) 49], wl < 1 (3.14) 


在 证 明 此 重要 定理 以 前 ， 我 们 先 来 研究 函数 dCw) 的 一 些 性 
质 。 

1” 由 于 (w)&E 标 ， 因 此 jn1w(e2)| 可 积 ， 这 就 表示 
《3.14) 中 的 积分 是 有 意义 的 , 且 在 |w| < 1 内 确定 了 一 个 解析 沙 
数 gf)。 

2° dw)eEH， 种 实 上 , 令 w 一 站 0< 和 <1， 则 有 


[dw)| exp bs 人 TPR 


不 妨 设 |im (cei| 过 M， 因 此 任 给 s > 0， 必 存在 连续 函 
数 Inxe67， 使 得 


(in la'Ce®)| — lns(0)14d0 < e， (3.15) 
可 以 认为 
mar |lns(9)| 委 2x 会 Mi。 
DO Im 
由 (3.15) 推 出 


w 57 » 


2 
| ee — (0);a 
2m ea 
os | ‘olny (ez8) _. et‘0 | g9 
0 
2x 让 
< | nle(eo1 一 mx9)| 


.人 二 ja: 了 自 上 十 bm 寻 


21 
A A 
ei+ MM + 
2 31 nl 
一 Sci， (3.16) 


现在 我 们 将 芝 间 [0,2zx] 分 成 # 等 份 , 其 分 点 为 口 i， 和 0 ,1,2， 
;#， 则 我 们 有 


全 1 一 拓 | 
exD| ~ ins{8 —— do 
SS: 0 [ns J — 2rcos(m 一 9 十 天 
=- lim exp ee 
用- 全 十 本 人 2 


1 一 7 
pg pp Ea 


ea l—r’ 2 
。 ln (0)] 一 一 -一 一 一 一- -一 
之 ln 1— 2recos(p—0,)++r’ | 
-| 
i .3.8) 
< im Ll—2re0s(P— 3)+r’ 如 
用 一生 加 1 一: 2zr 
DI rr ” 天 
1<[ 思 li—r’ 
i 8 dg 3.17 
2x 上 < a er ” ) 


这 里 倒数 第 二 个 不 等 式 是 利用 了 几何 平均 数 是 不 大 于 算术 平均 数 
的 这 个 性 质 的 推广 〈 见 文献 [112] 第 4 章 ) 由 此 利 骨 (3.15)， 
(3.17) 友 (《3.16) 推 出 


.Ss 


。 1 fr ， | 
Ere9)| < Ea in sd 0 | 
I 中 么 2z 1 [in 0)] 1—2r cos(—0)tr! 
[十 max 村 一 二 二 二 一 ra] 
* CXPI 2 sc<o<2 1 一 2rcosfp 一 0) 十 产 
1 人 1 一 , 
去 一 一 虽 ) 一 一 一 昌 [1 十 ofl 
2r Jo 0) 1 —2rcos(g —0)+r’ 《0 


15 3 a pi 
< lw) 1 一 -上 


一 -一 -一 一 一 一 一 一 一品 
2x i—2rcos(p —0)+t+r’ 


- [1 -+ o(1)] + OCIDI[1 + ol1)], 
一 


1 ey 和 让 ] 一 六: 
dlrer)| < 1 
lacre "a 2 是 全 1 1 一 2rcos(Km 一 号 ) 十 天 
因此 就 有 

.2z 
| ere)iap < Ef eke®) 
0 27 0 


I Sos |s 
"9 1—2rcos(p ~—0)+r’ 


一 | 4 人 ee?149， 
因而 drw)e6 下 
3° 在 |w| 一 1 上 ,几乎 处 处 地 有 |dCe”)| 一 |w(eo91 ,这 
从 解析 函数 的 边界 性 质 可 以 看 出 ， 
4 在 jw| < 工 上 有 
[gC < ao)| 及 1g(0)| < dC0)1. 
为 了 证 明 这 个 性 质 ,首先 设 1%'(ee)| > m 之 0， 因此 


二 二 
1 (Ce 
在 区 间 [0,2x] 上 可 积 。 在 此 情况 下 ,可 以 像 在 2 中 一 样 证 明 
人 a 上 9 


o [dCre®)l 度 


9 19 (Ce 全 


因此 Re 由 于 效 数 a(w) 在 加 jw| < 1 内 没有 零点 ， 


* 5 。 


因此 利用 Hilder 不 等 式 知 
E(w) 一 ee eH 
由 位 质 3° 知 ,其 角度 边界 信 满 上 isle”)| 一 1 几乎 处 处 成 立 , 共 
而 就 有 sw 一 reiF， 
w)| 1 | NO es 
lss 2 1. Ce 1 一 2rcos{t 中 一 吃 ) 十 
Fe 1】 一 r: 
2 J Ts 2rcos(g 一 日) 十 天 
即 在 lai < 过 1 内 有 
ip Cw)| a ld w)l, 

对 于 一 般 的 函数 |p'《e*)1， 令 
De 当 | 罗 (e”)| mw 有 时， 
‘A 当中 (Ce 人 | < nm, 


2, 


d0 = 1, 


PC0) 一 

显然 几乎 处 处 地 有 
[Ce®)| < PCO)。 

dw) 一 ep| 元 ln Pa(0)- eid 人 


像 在 证 阴性 质 对 时 一 样 , 可 以 证 了 do(w)》 与 7 ) 结 属 于 刀 ， 


且 1dn(w)| 的 角度 边界 值 儿 乎 处 处 等 于 PC9) 之 1%(e*)|, 国 


此 ,用 Halder 不 等 式 得 到 ee e 玉 ， 且 其 角度 边界 值 的 异 


几乎 处 处 小 于 13， 像 上 上面 一 样 , 可 以 证 明 
[Ce Eldaw)|, lz <1, 
对 十 固定 的 wzw1! 之 1， 令 四 一 0， 可 以 得 到 
区 
因此 特别 地 推出 
i (0)i < 140), 


0+ 


即 
p00) < do), (3.18) 
这 里 由 于 这 两 个 最 都 是 正 数 . 
自然 地 会 亲 , 在 什么 情况 下 , 国 数 y'(w) 与 泡 数 Kw) 相等 
昵 ? 从 函数 dCw) 的 意义 ,容易 看 出 下 面 的 性 质 。 
5” 要 使 d(w) 一 ww(w) 的 充 要 条 件 是 ， 


in|¢(w)| = 1 ln {gCe1e)| 


a 
1 一 2rcos{g 0)+r’ 
“d9,w = res,0 ri1, {3.19) 
即 调 和 图 数 in |w%4《w)| 可 以 用 其 在 |wi 一 1 上 的 角度 边界 值 
的 Poisson 积分 未 表示 。， 应 该 指出 ,不 是 每 一 个 区 域 D 《其 边 弄 
是 闭 可 求 长 jordan 则 线 ) 所 对 应 的 映射 水 数 的 导 阔 数 wd (w) 具 
有 这 样 的 性 质 { 前 面 已 提 到 ，KemmbHr 与 Jiappearree 给 出 了 这 样 
的 例 中 ， 因 此 必须 对 区 域 D 的 边界 T 再 作 一 些 附 加 条 件 才 行 。 我 
们 称 满足 条 件 (3.19) 的 边界 为 满足 (5》 条件， 或 称 区 域 D 是 
(5) 区 域 ,这 是 由 Cmnpsoe 所 引进 的 . 

车 边界 工 是 闭 的 光滑 曲线 ， 则 由 解析 函数 边界 性 质 知 jn p(w》 
EH' 《 见 [117])、 因 此 由 已 知 定理 知 (3.19) 成 立 。 更 一 般 地 ， 若 
lw| 过 1 时 ,有 argw'(w) 所 或 arg 由 (w) 之 m; 尽管 DD 的 边 
界 T 不 是 光滑 曲线 ,但 了 二 仍 满足 条 件 (5)"?i，。 Jiagpearhea 还 指 
出 中 !， 若 边界 TT 上 任意 两 点 的 弧 长 与 弦 长 之 比 有 界 , 则 T 也 满足 
条 件 (5)。 

6” 要 使 得 dw) 三 由 (w) 成 立 ， 即 (3.19) 成 立 的 充 要 条 件 
是 ， 

d(0) = 4 0), (3.20) 
事实 上 ,由 (3.19) 容 易 推出 (3.20)。 反 过 来 , 若 (3.20) 成 立 , 即 有 平 
均 半 公式 
nlg'Ce®)|d = ln tp C0)1., 
由 此 ,利用 调和 沈 数 的 平均 值 公式 ， 由 上 式 得 
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1 [2 i Pe PA hs sp 
( mle) dg = mt fn lg’Crem)| do, (G3.21) 
Ds 多 r 1 之 了 3 
这 表示 积分 号 下 可 以 取 极 限 . 
与 一 方面 ,还 可 以 证 狗 另 一 个 积分 号 下 取 极 限 的 公式 
二 | ne de mt arle(ree149，(322) 
=0 rT- 开 


J 


2 
事实 上 ,由 于 
bl 1 
in +Y < :p70, xr>0, 取 p 7 
则 积分 


| atlg'Cre®) yd <4{ gCree) la 
<4| oe 1d9AM. 
关于 ,0 <<+ < 工 是 一 致 有 界 的 ， 因 此 ,对 区 高 [0,2r] 上 任意 
可 济 集 。， 和 有 
| MA (ln rlg' Cet) 。 | 4d9 
<VM, -viel, 
即 函 数 族 ln+14'(ree)1，0 所 过 1, 对 6 的 积分 具有 等 度 绝对 
连续 性 。 根据 实 变 函 数 上 的 Vitali 定理 ， 它 可 以 积分 号 下 取 极 


限 ,办 此 (3.22) 成 立 . 
由 (3.21) 与 (3 22) 可 以 得 名 


> | 1la 1 《ece2 109 


-im | In 1wCreney| 1d6， (3.23) 


了 一 上 


这 是 因为 1In | 由 Ce) 一 2la7 1 网 (21 一 ji19《w) 这 又 是 
一 个 积分 号 下 取 极 限 。 我 们 来 证 明 ,对 任意 序列 r,t1 成 立 ， 


2 
hm 人 nr — tn igen)1ld ~ 0, (3 24) 
2 .0 


CE 


mn 6624 


事实 上 ,已 知 几 闪 处 处 成 立 
limln lo re) = in |g (Ce)), (3.25) 


根据 Eropos 定理 ， 序 列 rs11, 任 给 5 > 8， 存在 集合 0， 
lal > zz 一 85, 在 ce， 上 一 致 地 有 (3.25), 由 此 得 


lim | Da 14(roee)1 — ln lve td ~ 0 (3.26) 
及 
Bm | linlg'Crse W113 | lin loCe)! ld, (3.27) 


任 给 s > 0, 利用 函数 in {yg'《e*)1 的 可 积 性 可 知 ， 存 在 数 
# 之 0， 使 得 对 任何 集合 ECI[0,2x]， 只 要 |E| < 3， 就 有 


[il lp (ed < s。 
若 取 已 一 c, 会 [0,2x]\es， 就 有 
[Hin lg'Ce®) le < s. (3.28) 
利用 (3.23) 及 (3.27) 有 
Jim | lato roe) 1d ~ | tin lp’Ce)l ide, C3.29) 
因此 让 (3.28) 与 (3.29) 知 , 当 充分 大 时 ,有 
[aig < 20. (3.30) 
最 后 和 用 
二 人 ile — in Ge) 11d9 


一 -上 | how(rseia)| — np’Ce's) 1lde 


2 如 
十 产 | 1in1w'Crsem)1d6 
十 寺 | |ln 1ew'(eie)1d6， 


《3.26),《3.30) 及 (3.28) 就 立刻 得 到 (3.24)， 因 而 也 有 


s 3. 


[Ee 了 [lo|g (Cre)! -ni pled)ild = 0, {3.31) 
ri Jo 
岗 在 我 们 已 有 条 和 件 让 明 (3.197 了 了 
根据 Poisson 公式 ,对 任意 0 所 rr<e<1， 人 和 
_， 2x 
ni{g'Cre®)) 一 二 nly’Cpet), 
TT-.0 


Ss 天 2 
pr 2pr cos — 6)+r? 


0, 


因而 出 上 式 六 ; 
| legreo1 一 二 lee 


一 -一 一 -0 
] 一 2rcosfe 一 8) 十 关 


】 一半 


< 委 十 人 | lw'Cpe®)| — ln{w' e's) | 


二 pr _ 3 
pH 2prcos(m — 0)+r’ 
1 ix ， ， 总 p’ r? 
wo [EE 放 < 
2mmJo | Dp —- 2orcos(p—0)+r’ 
1 一 产 


(3.32) 


站 1 一 2r cos (wp 一 9) 十 了 7: 

由 于 (3.32) 的 第 一 个 两 分 中 的 Pojsson 该 ,在 面 定 ”< 1 时 ,是 有 
弓 的 : 

Dt +r 

Pp — 2prcos(m — 0)+r’ Pp” 

因此 利 果 (3.31), 令 PP 一 1 时， 第 一 个 保 分 趋向 于 堆 ， 对 于 (3.32) 

中 笋 二 个 天 分 , 当 re? 同 定时 、P -1 时 ,被 积 函数 证 几乎 处 处 直 

河村 零 ， 且 不 起 过 Ms|ln 18《e%)||， 共 中 M， 是 不 依 败 于 P 的 

常数 。 上 因此 ,根据 Lebesgue 的 级 限 过 小 定理 推出 ， 当 ”一 工时 ， 

第 二 个 以 分 也 趋向 击 守 。 由 此 得 到 了 《3.1973; 比如 成 立 dw) 二 由 


Cw) lw! < ]。 


< 人 PD 民 1 


»* G4 。 


现在 我 们 来 着 手 证 明定 理 5 
设 Br(w)》 是 艾 数 Pikw《w)) 的 Blaschke 乘积 , 且 
Pu(w)) 一 Bs) oe). 出 Pap GOO) = Psl0) ~1 
以 及 18。.0)| 蕊 1 推出 1/.s0)1 > 1。 利用 xd(w) 的 性 质 3， 
我 们 有 
flips) las) = | Poe Glee wer) a 


— 140) 1rl gC) 1d 
— [ACem) ?laces) de. C3.33) 


设 jw) 三 1 时 ，1P,s(w(w))| 过 4， 因 此 由 解析 函数 的 边界 
性 质 知 1,(w)1z 二 41?。 再 利用 dCw) 的 性 质 2 知 ，( A。 
(w))rd(w)e HH 由 此 得 到 

1A C0) 1rd00) < 十 全 LA ew) le ld es)|d0 


一 | 1P。 Celejdzl， 
2x F 


因而 
fi Pit lr lasl > 251 20)1rad0) 


> 1xd(0)., (3.34) 
为 了 要 得 到 相反 的 不 等 式 ,利用 Hz。 类 中 极 值 多 项 式 的 性 质 ， 
要 设法 构造 I, 中 的 多 项 式 , 使 得 对 应 平均 模 的 积分 可 以 与 2x4 
《0) 任意 接近 。 这 可 以 通过 下 近来 实现 , 先 设法 构造 一 个 函数 ,对 
应 的 平均 楼 积分 与 2xdC0》 可 以 很 接近 , 且 在 原点 的 值 也 与 1 很 
接近 。 
由 于 
nld(0)| = 二 in |d(Ce')140, 


办 此 令 


.63 % 


de 
£2(0) 200) 


则 gC9) 在 区 间 [0,2x] 上 可 积 , 且 

全 ner(eyd6 = 0. (C3.35) 
由 (3.35) 短 ln g(9》 在 区 间 [0,2x」 上 几乎 处 处 到 有 穷 什 ， 因 而 
在 区 '3] [0,2r] 上 ， Te P,|P!i 与 2x 可 以 任意 接近 ， 


在 PP 上 永 数 (9) 与 ee 都 是 自 异 的 , 且 利 用 岗 数 8g《9) 及 ;ln 
2(6)| 的 型 分 的 绝对 连续 性 ,集合 P 关 于 区 间 [0,2r] 的 余 集 CP 


还 满足 


| bag(6) d < In(l+ 8) (3 36) 
Lx CP 
太 
二 | g(a 一 5， (3.37) 
2mx JCP 
其 中 5 是 预先 给 定 的 正 效 ， 
令 
Ne 
qu(9) 一 4800) 
Ls gEecCp, 
及 
RNP LK ew 
pw) 一 ex | | ln (8). 2 a9]. 


显然 ，g《w) 在 [el 一 1 上 几乎 处 处 有 和 角度 边界 但 , 且 信 y1.(3) 
的 定义 知 ， 
[< 
[oe®) It = (00) 
l1, eecp, 
是 有 界 可 测 函 数 ， 
我 们 在 和 用 嚼 数 2d(w ) 购 件 质 3 及 (3.37) 司 ,有 


“6566% 


pe le) gCe) ld 


a Bs deee1a + la idCew) 1d0 


— | ao)148 十 do gs(0)d9 
< 2xd0) + 2red(0) = 2xdC0NMl + 5). (238) 
其 次 ;在 利用 了 (3.35) 及 (3.36) 后 ,得 到 
= eX 2、 
es eg | | 加 ve)ae| 


一 ep， jn ze)d8 | 

一 1】 7 1 

国 ingC9)de| > ks , (3 39) 
现在 考虑 有 界 可 测 函 数 四,(e”) 在 L10,2xw] 中 被 其 Fourier 

级 数 的 Fejéer 求 和 ae”) 逼近 .在 Fourier 级 数理 论 中 知 , 这 

种 逼近 是 可 实现 的 , 且 o,《e”) 一 致 有 界 ， 由 (0) 一 as(0).。 因 此 ， 

根据 积分 号 下 求 极 限 的 Lebesgue 定理 ,有 


lim | IoCe*) lla) la 


= | 


i 
> | 1 oCe) rl pCeie) la. . 
这 样 ,应 用 (C3.35), 当 如 充分 大 时 ,有 
同 JasCe' es)Ir | wb Ce®)|d < 2rd(0N1 + 2s), 


且 
eh 
oD) bP (TF), 
由 此 得 到 
上 jap ridz| 二 2xd(0CL 十 28)， (3.40) 
及 


sé€7。 


1 

(CO0) ~ ol0) > (TFs). (3.41) 

由 于 函数 o.《9(z)》 在 闭 区 域 万 上 连续 ,了 内 解析 ,因此 根 

据 Mebrenaa 定理 (实际 上 ， 白 于 这 里 区 域 吕 的 边界 是 Jordan 

此 线 ,只 变 用 Walsh 定理 就 够 了 ), 利 用 (3 40) 与 (3.41), 必 存在 多 
项 式 PCe)， 使 得 满足 


| IPC) |*idzl 2rdK0)CI + 35), (3.42) 
1 
PO) (TF). C3.43) 
这 是 国 为 可 以 选择 Pltz)， 使 得 PC(0) 一 ao,CpC0)). 令 
y= Pl) 
Q(z) PC0) ; QC0) 一 1. 


由 《3.427) 及 (3.43) 推 田 , 函 数 ks) 满足 ， 


1 de 
| Q(z) ?ldz| < er 2xd(0)C1 十 3s7 


< 2zd0N1 + 3eN1 + ey tl, 
利用 类 I, 中 多 项 式 的 极 秆 性 质 以 及 jiP。,《#) 1? 积分 的 单调 下 
降 性 ,由 上 式 推出 
JPsrCDPlazl < 2420 + 35)0 + 6)). 
令 s 一 0 后 就 得 到 
lim | Ps ldsl < 24a00), (3.44) 


比较 (3.34)? 及 (3.44) 后 就 立刻 证 明了 定理 5. 
引 理 1 设 函 数 G,(w)& H?,p 之 0， 且 满足 


2 
lim | [Gle') ?dd 一 2x, 


CE 


于 是 有 


2m 
lim | JG.e®) 一 14 一 0 
加 必 十 圳 J 人 


"69% 


这 是 Riesz 定理 的 一 部 分 。 这 也 可 以 模仿 在 证 明 dCw) 性 质 
5° 时 ,由 (3.25) 以 下 的 方法 来 处 理 ， 

现在 可 以 证 明 一 个 重要 定理 , 当 了 一 2 时 可 参 着 CapaoB 工 
作 鸣 人 对 于 一 般 的 p 沁 > 0， 可 参看 KenxbII-JTagpeaTbeB 的 
工作 ™. 

定理 6 极 值 多 项 式 Ps,(x)，P..s0) 一 1 在 TT 上 Lr(T) 
空间 收 钱 到 削 数 


?ff a0) 
(2) 一 fC(0) = 1， (2.45) 
即 
lm {fC ~ Pip l? lds m0 (346) 


证 由 lw《e*)| 二 Idle*)| 几乎 处 处 成 立 以 及 定理 5， 我 
们 得 到 


,22 ig 
En] Potle))l = 好 一 2z。 
显然 ， 


co 一 peso) (LEY et, 


内 此 引用 引 理 1 后 得 到 
Em | IPssC sles)) Gr 一 1lxd8 一 0， 


即 
dl ps)) } 
im | 1P.®) ( 2 ) —1lrle'G) last ~ 0, 
定理 6 证 毕 。 
定理 7 设 
0) (PD), po 一 C3.47) 
则 要 使 


*# F909 4 


lim | PC 一 (leldzl 一 0 (3 .481 


的 充 要 条 件 是 区 域 刀 的 边界 了 满足 条 件 〈3). 

证 必 归 性. 车 《3.48)》 成 立 ， 则 用 Cauchy 公式 可 知 序列 
{P.o(x)} 在 区 域 避 内 闭 一 致 当 伍 到 函数 1,《z) .同样 由 定理 6 知 ， 
序列 {P。r(s)} 在 这 三 刀 内 闲 一 致 收效 到 函数 睛 (s)， 由 此 得 到 


f(s) = f(z), 


外 
GT) 一 下 (za)， zeDD， 
dlqlzs)) (0) 
见 


w) mm A gw tw 
dl(w ) Co ),1w| < 1， 


由 此 函数 d(Cw) 钧 性 质 3*， 知 Ke 一 12(e2)| 几乎 处 处 
成 立 ; 贱 此 由 上 式 知 式 0 一 (0) 由 此 得 
dw) = (ww) al 到 1， 
这 表示 区 域 也 的 边界 T 满 尽 茶 件 《5). 
充分 性 、 若 边界 工 满足 条 件 (5), 即 dw) 三 (ww) ,|w; 二 
1， 因 此 有 
dC0) 、} a0) 
F000 (Ry) (ato ) 


es pz)\? 2 
(P00)) 一 9， 


外 此 利用 定理 6 就 得 到 (3.48)， 定 理 证 毕 。 
设 pp™— 1 令 


Pts) 一 | PEDd5。 
显然 ,= 十 1 次 多 项 式 Plz) 满足 
scolezi ~ min{f 9.0eals 


a 了 0 二 


9.(0) 一 0， 2.(0) 一 1, 0.(z) € I 
其 中 ,+ 是 所 有 # 十 1 次 多 项 式 构成 的 集合 。 
由 上 面 定理 容易 得 到 下 面 的 定理 。 
定理 8 要 使 多 项 式 序列 {P#.,(x)】 在 区 域 忆 内 闭 一 致 收 全 


到 函数 Ss 的 充分 条 件 , 是 区 域 p 的 边界 T 满足 条件 《)。 此 


时 序列 {P#i(e]} 必 在 闭 区 域 上 收敛 到 函数 二 


证 这 个 定理 的 前 一 六 可 从 定理 7 的 充分 性 的 证 明 得 到 、 此 
外 ,车 注 意 到 
a 过 pz) ee 『 本 jt “《 
人 


= [( Plt) — BtA) Le, 


再 利用 前 一 半 的 结论 ， 本 ”空间 中 性 质 以 及 定理 7 就 能 注 明 后 一 
个 结论 。 定 涅 8 正 毕 ， 
现在 设 函数 f(z)€ E?(D),p >>0，P.(z) 是 多 项 式 , 它 满足 


ff PC la ~ inf Ho 一 9.COPidal 
下 Qn A 


(这 里 像 在 证 明定 理 4 时 一 样 ， 可 以 证 明 多 项 式 P.(z) 确实 存 
在 )， 若 对 于 任意 f(z)€ EXD),p > 0， 有 


tm (N12) ~— Pe 1 ldzl 一 0。 (3 49) 


则 我 们 说 多 项 式 系 在 ?CD) 中 是 完备 的 。 

由 在 我 们 可 以 证 明 本 节 的 最 主要 的 定理 了 . 

定理 9 (Cmnpace- Kenzvl0-JagpeuThee4t*) 要 使 多 项 式 系 
在 EXCD) 中 是 完备 的 充 要 条 件 是 区 域 DD 的 边界 T 满足 条 件 (5)， 

当 bp 一 2 有 时， 这 定理 首先 是 由 CMpuo8 证 明 的 * 中 ， 后 来 
Keniblu 与 Jaapeayrbep 把 它 推广 到 一 般 的 p > 0 


证 必要 性 。 罚 数 一 p(s) 将 避 双 方 单 值 保 第 变换 到 
jw 过 1，y(0) 二 0， 《0 0， 显然 画 数 


pe) 
FCs) ~ (708)) E Er(D), 
则 由 定理 的 条 件 知 ， 
i | [元 (二 Pin) |ridzl 
下 


一 ln inf | yo ~ ,larl=0. (3.50) 


有 中 十 瑟 Ld 
Qt, 


因此 ,利用 下 面 的 不 等 式 ， 
人 PPiazl < (| Ps 
ROIARANLAC 
其 中。 为 依 巾 于 2 的 常数 ,得 到 


Em, PO lds! < 2zy《0)， (3.51) 
现在 我 们 证 明 
lim PC0)= 1, (3.52) 
事实 上 , 令 


Fol2) — Plz) — b,(2) gs,(2), 
其 中 5,Cz) 是 丽 数 F(z) 一 P,{z) 在 区 成 到 中 的 Biaschke 滋 
积 ， 由 于 函数 gf (z》 人 可 以 用 共 在 Tr 上 的 达 界 值 的 Cauchy 积分 表 
示 , 再 潭 用 (3.50) 是 不 满足 约 性 质 , 河 久 得 到 
lim gsC0) 一 0， 

即 

lim gt0)6.(0) = 0, 
由 此 就 得 到 (3.52)。 

考 芽 国 数 


ea 了 2 


了 sz) 
PC0) 
它 是 # 次 多 项 式 , 且 满足 9.(0) ~ !。 由 次 多 项 式 Pr(>) 的 
汲 值 性 质 ， 从 (3 51) 及 (3.50), 就 立刻 得 到 
lim {Psa) lr ldsl 


im P,(z) 
| pe 
这 样 一 来 ,由 定理 5 就 得 到 

dA{(0) < v0), (3.53) 
此 外 ， 及 函数 《wv)e Hi 的 分 解 ,知道 dzw) 是 它 的 外 函数 , 因 
此 有 


Gs (=) es 


"as| < 2xp C0), 


[pAw)| Se law)l ,wl < 1。 


特别 地 有 
bp(0) < A0), (3.54) 
比较 (3.52) 及 (3.53) 后 就 得 到 
d0) 一 由 《07， (3.55) 


再 利用 函数 d(w) 的 竹 质 6 ,由 (3.55) 知 ,区 域 忆 的 边界 了 就 满足 
条 件 (S) 了 ， 
充分 性 。 车 区 域 D 边 界 T 满足 条 件 (5), 则 由 定理 7 知 ， 对 于 
函数 
‘(a)\t 
he) ~ (p06)), 
它 在 LXT) 上 可 以 被 多 项 式 逼近 : 


Em | lfetz) — Peltz)l?ldzs| ~ 0, 


由 本 节 一 开始 所 作 的 说 明知 道 , 任 意 一 个 函数 {f(s) € ED), p> 
0, 在 工 %F) 上 可 以 被 多 项 式 逼 近 。 
定理 9 证 毕 ， 
vs 73+ 


$4. Carathtodory [区域 二 的 通 近 


在 这 :- 节 外， 我 们 要 在 另外 的 度量 下 来 研究 欢 近 定 必 ， 即 按 
言 积 平均 逼近 总 义 下 来 研 突 避 近 定 塌 。 这 里 所 谈论 的 区 域 是 比 
Jordan 区 域 和 更 为 广泛 的 所 请 Carathéodory 区 域 ， 对 于 非 Gara- 
théodory 区 域 上 的 逼近 定理 ,将 在 下 一 节 中 介绍 。 

定义 设 G 呈 有 私 划 连通 区 域 ， 若 注 区 域 G 的 余 集 CG 中 
售 栖 oo 点 的 区 轧 Ge 的 边界 与 区 域 G 的 边界 相 重 合 ， 则 称 区 域 C 
为 Carathtodory 这 域 . 

价 如 ;单位 同 iz| < 1 中 除去 割 线 [0，!] 的 区 域 就 不 是 Cara- 
thtodory 区 域 ; 二 个 相 洲 的 圆周 所 图 的 有 寞 区 域 也 不 是 Caratheo- 
dory 区 域 。 这 种 区 玻 称 为 “日 形 ” 区 域 ; 但 是 图 中 的 区 藉 却 赵 
Caratheodory 区 域 ,尽管 此 区 域 的 测 包 的 余 集 是 由 二 人 区 残 所 组 
成 ,其 中 一 个 是 整个 的 加 ， 


Carathtodory 区 域 有 一 些 重要 人 性 质 ,这些 性 质 是 与 变动 区 域 
的 保 角 映射 密 邯 有关 的 ,现在 我 们 来 进行 详细 的 讨论 ， 

首先 我 们 引入 区 域 序列 的 核 的 概念 。 

定义 设 {G6。.} 是 z 素面 上 的 单 连通 区 域 序 开 , 且 每 一 个 C。 
都 含有 以 景 个 点 z 为 中 心 的 某 个 阅 K， 没 5 是 平面 上 所 有 具有 
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下 列 性 质 的 点 集 : 对 于 5 中 每 一 个 点 ,存在 此 点 的 一 个 邻 域 ,使 得 
当 ”充分 大 时 ,此 邻 域 属于 所 有 的 G.。 显 然 ，KCE 且 E 是 一 个 
非 空 开 集 。 因此 ， 它 由 至多 可 数 个 互 不 相交 的 区 域 组 成 。 我 们 称 
含有 z 的 那个 构成 区 域 为 区 域 序列 {G。} 的 核 (关于 zx)， 记 作 
Ca 
核 G:。 有 下 列 等 价 的 定义 : 区域 G,, 是 包 有 z, 的 最 大 区 
域 ,使 得 对 此 区 域内 任意 町 集 , 当 # 充分 大 时 ，FCG。，。 这 可 请 读 
者 自己 证 明 ， 
定义 ”我 们 称 单 连通 区 域 序列 1G。} 收敛 到 它 的 核 Gu， 如 
果 此 区 域 序列 的 任意 一 个 子 序列 也 以 G。, 作为 其 核 ， 
一 般 地 说 ,区 域 序列 可 以 有 核 , 但 不 一 定 收 化 到 此 核 。 读 者 很 
容易 找 出 这 样 的 例子 。 
引 理 1 设 G 是 有 界 Carathtodory 区 域 , 则 存在 单 连通 区 域 
序列 {G,} 收敛 到 核 G. ， 其 中 mm 是 6 内 任意 一 点 , 且 满 足 
6C CCNCEG NCOC ,n= 1,2,.., (C4.1) 
证 ”对 任意 的 自然 数 *， 考 虑 平面 上 所 有 与 闭 区 域 G 的 距 
离 小 于 二 的 点 所 构成 的 集合 G%。 显 然 ，G， 是 开 的 连通 集 , 即 


G。 是 一 个 区 域 ， 目 CCG,。 设 G's。 是 G6“ 的 余 集 CG 中 包 
有 co 点 的 区 域 ， 显然 CG 中 其 他 构成 区 域 都 是 有 界 的 ， 下 它们 
的 边界 都 是 G。 的 部 分 边界 。 显 然 有 Ginw 了 Gs,ma， 现 在 令 G。 
为 CC， 别 闭 区 域 G,,。 的 余 集 。 因 而 有 
CCCrICC ne 1,2,.-*, 

县 G。 是 单 连通 区 域 。 由 于 C, 的 边界 是 G,,。 的 边界 , 因而 是 
一 个 连续 统 《 非 空 有 界 闭 连通 集 }。 这 样 一 来 ， 单 连通 区 域 序列 
{1G,} 满足 条 件 (4.1), 因 此 G 是 包含 在 序列 {1G.} 的 核 G,， 内. 

现在 证 明 6G。( 区 域 & 的 余 集 中 包 有 点 的 区 域 , 按 引 理 的 
条 件 , 共 边界 与 G 的 边界 相 重 合 ) 中 的 点 x 不 能 属于 法 G,。 事 
实 王 ， 将 x 与 名 点 用 一 条 位 于 G。 内 的 jrdan 曲线 > 连接 起 
来 (这 里 是 指 经 过 oo 点 的 广义 Jordan 曲线 )， 显 然 ， 曲 线 > 与 区 


» 75» 


域 的 距离 > 0、 因 此 , 当 二 <e 时 ， 曲线 上 每 一 点 都 不 


可 能 属于 区 域 G6; ,显然 它 也 不 属于 G。 余 集中 的 有 界 构 成 区 域 ， 
否则 曲线 7 了 必 与 G@。 的 边界 相交 ,这 就 会 产生 矛盾 。 因 此 ,z 必 属 
于 G%w， 则 ztG,， 因 而 > ECG. 

现在 只 村 证明 G 的 任何 边界 成 也 不 可 能 属于 核 G:,。 根据 引 
理 条 件 假 设 ，C 的 边界 点 集 与 C。 的 边界 点 集 相 重合 .因此 , 若 
z ”EG 边界 , 生 x”€ Gs,， 则 必 存 在 一 点 z'€ G。， 使 得 x'€G,,. 
这 表示 ， 当 # 充分 大 时 ，s' < Go， 这 就 邱 上 面 得 到 的 结果 了 矛盾。 

由 此 ,根据 上 面 的 讨论 知道 C = G6,。。 显然 ， 对 序列 {G,} 
任何 的 子 序 列 , 上 述 讨论 也 成 立 , 所 以 单 连通 区 域 序列 {G。} 收 人 钱 
到 核 一 G.,。3 引 理 1 证 毕 ， 

注 这 个 引 理 的 道 也 成 立 ， 即 上 述 又 域 序列 是 完全 地 刻 划 了 
Carathkodory 区 域 的 特 选 。 由 于 后 焉 不 用 到 这 个 事实 , 我 们 就 不 
讨论 了 .。 

关于 收 合 到 被 C 一 G6,, 的 单 连通 区 域 序列 {GC}， 成 立 下 面 
著名 的 Carathtodory 定理 。 

定理 1 《Carathkodoryt 4) 设 xz 是 有 界 Carathtodory 区 
域 G 中 的 点 ， 旦 有 界 单 连通 区 域 序列 {G,} 收 化 到 核 G4, 一 6. 
设 函 数 ww = ptz) 把 区 三 G。 保 角 映 射 到 单位 贺 lw1 二 1, 且 
满足 pm,zo) 一 了 ，pr(zo) 之 0。 用 zz 二 由 Lw) 记 作 共 扩 函数 ， 
函数 w 一 ptz) 把 区 域 G 保 角 映射 到 单位 网 Iw| 和 1， 旺 满足 
PCz0) 一 0， pzn) 之 0。 用 = 一 gw 记 作 夫 反 函数 , 则 辐 数 序 
列 {pal5)} 在 G 内 闭 一 致 改 倒 到 函数 p(w), 函 效 序 列 {Cw)} 
在 单位 圆 |w| < 1 内 闭 一 致 收 伍 到 函数 J《w)， 上 芭 之 ,由 销 数 序 
到 {4,2)} 在 G 内 闭 一 致 收敛 到 pCz) (或 汝 数 序 列 {8.(w)} 在 
单位 因 jl 过 ] 内 闭 一 致 收 伍 到 wb(w)), 则 有 界 单 连通 区 域 序 
列 《G。} 收 贫 到 其 核 Cu 一 G. 

证 暂时 我 们 不 假设 单 连通 区 域 序列 {G6。} 是 收 伍 购 ， 而 苦 
志 函 数 序列 {@s(z]}， 它 们 各 自在 区 域 C。 中 有 定义 ， 有 可 能 发 
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生 , 函 数 yg,(z) 不 是 在 【1G。} 的 核 G,， 上 每 -一点 都 有 定义 ,但 是 
对 于 区 域 Gu 中 任意 一 个 闭 集 , 当 = 充分 大 时 ,这 个 闲 集 均 含 于 区 
域 G。 中 。 因 此， 从 某 一 个 z 开始， 可 以 认为 所 有 的 函数 p,(z) 
也 都 定义 并 解析 于 此 闭 集 上 。 再 为 所 有 的 概念 与 定理 ， 只 要 有 关 
于 解析 函数 致密 性 问题 的 ， 都 只 与 函数 在 所 给 的 区 域内 的 闭 集 上 
的 性 状 有 关 , 所 以 可 以 认为 ,上 述 的 概念 与 有 关 致密 性 的 定理 及 其 
他 有 关 结 果 者 可 以 应 用 到 序列 {p,(z)} 及 区 域 C.。 上 ， 

现在 设 {m4} 是 无 限 增加 的 某 个 自然 数 序列 , 且 G;。 是 区 域 
序列 {Gt} 的 核 。 因为 函数 序列 {q.《z)} 在 G:。 上 内 闭 一 致 
有 界 《| paC2); < 1)， 所 以 根据 Montel 的 致密 性 定理 从 {m4 
可 以 选 出 子 序列 { 吉 }， 使 得 序列 {prt (z)} 在 区 域 C:。 内 闭 一 
致 收 伊 中 ， 从 { 忒 】 中 又 可 以 选 出 子 序 列 {各 }， 使 得 苞 数 序列 
{balw)} 在 单位 加 |wl < 1 内 汝 一 致 收敛 《这 是 由 于 G, 有 
界 ,预先 可 尺 假设 它们 一 至 有 界 , 因 此 同样 应 用 Montel 的 致密 性 
定理 )， 显然 ， 序列 {pa(z)} 也 在 区 域 Gs。 内 闭 一 致 收敛 ,但 
是 ， 区 域 序列 {Gm} 的 核 Go。 可 能 与 Gi。 不 同 ， 但 一 定 满足 
人 .二 6G:,， 六 是 因为 区 域 序列 {Gw} 是 {G4} 的 于 序列 . 

由 于 函数 序列 {gaCx)} 在 G， 内 闭 一 致 有 界 , 且 在 其 一 部 
分 , 即 G% 内 收敛 ， 因 此 根据 Vitali 定理 匀 ， 它 在 G4 内 姥 一 臻 
收 得。 因此 ， 对 于 任何 自然 数 序列 {#}， 可 以 找到 一 个 于 序列 
{384} ,使 得 函数 序列 {pa.(z)}》 在 区 域 序列 {Gn} 的 核 G., 内 闭 
一 致 收敛 于 某 个 解析 函数 钊 Cz), 而 它们 的 反 函数 序列 {$Cw)} 
则 在 单位 圆 1w| < 1 内 闭 一 将 政 敛 到 某 一 个 解析 消 数 态 w). 显 
然 有 


包 (20) 一 lim [RE = Dp'(z0) 人 pai zo0) > 0， 
LJ Yoshiiad LL Ted 
及 
$0) = lm pal0) Zos plz) en lim bk0) 之 0。 
而 站 -十 四 +e 


因此 ,数列 pal eo) 及 其 倒数 
77 e 


1 
giz) 

均 有 存 穷 设 限 ,由 此 推 得 斯 个 惰 引 汐 非 零 , 因 而 有 
(2)>0 及 $Y(0)>0, 

(zo0)V(0) 一 1. 由 此 还 可 以 看 由 8(z) 关 常 数 , Uw) 闫 党 
数 。 因 此 ,根据 Hurwitz 定理 (参看 [92] 上 245 页 )， 阴 数 G(x) 
与 出 (z) 分 别 就 在 65, 与 |w| 之 1 上 单 叶 和 解析， 

由 gmtz)| 二 1 推出 1 旬 C(z)| < 近 1， 节 像 CG) 完 企 包 
含 让 单位 子 .ww| < 1 内 、， 左 外 ，G《G,,) 包 有 原点 , 像 jClw | 过 
1) 包 有 点 zo。 现 在 证 明 放 |w| < 1) 位 于 区 域 6,, 内 ， 设 | 名 ! 
二 1， 此 时 3 一 (多) 便 是 到 域 V1w| < 1) 中 一 个 点 。 遇 在 证 
明 , 点 2 有 一 个 名 域 ， 当 外 充分 大 时 ， 此 邻 域 位 于 所 有 的 区 域 
Ga 内， 事实 上 , 消 数 sz 一 J(w) 把 包含 于 玫 |w| < 1) 内 的 顺 
辕 8，|w 一 二 PF 侠 射 成 包含 于 区 域 试 lw| < 1) 内 的 用 
Jordan 曲线 +。 这 时 ,曲线 7 的 内 部 属于 HK1w1 < 1) 而 瑟 包 帮 
点 和 今 作 汪 在 7 内 部 的 闭 副 C:jz 一 3| 委 了 ， 并 以 s 表示 C 
与 7 之 间 的 距离 ， 显 然 有 8 > 9， 对 于 w€6 与 “EC， 我 们 有 

(fi) — | 2 
男 一 方向 ,由 于 {aw)} 在 |w| 之 1 内 闭 一 致 收 伊 性 ,存在 自 
然 数 N， 当 襄 之 入 时 ,在 加 让 5 上 ,下 式 成 立 ; 
[balw) — fw)) < e, 

由 此 ,根据 Rouche 定理 ,函数 Pw) 一 上 与 函数 $n(w) 一 《一 
(BCw) 一 5) + (pa 一 的 w)) 在 7 内 部 有 同样 个 数 的 零点 , 即 当 
之 NN 时 , 贰 C 的 每 一 点 《都 属于 像 ww < 1) 一 Gi， 办 
此 ,每 一 点 EUK1w| < 1) 部 有 一 个 名 域 jz 一 引 < 了 ， 当 所 
>>N 时 ， 它 属于 所 有 的 区 域 Ga。 因为 所 lz < 1) 是 包 有 mm 
的 区 域 ,所 以 由 序列 1{Gw}》 的 核 的 定义 知 ， 扎 jwl < 1)cC6,,, 这 
斌 是 泊 要 证 的 . 

由 于 z 一 上 Cw}》 把 单位 圆 {w| 二 1 保 第 映射 到 1w|<< 
G6 而 w 一 名 (zx) 把 区 域 G6， 供 骨 映 射 到 区 域 $6,,)CC 


bat0) 一 


ea 7 了 8B 。 


{(w) < 1}， 由 此 可 以 推出 ， 复 合 函 数 gCw) 一 (8Lw)》 把 单位 
贺 |w| < 1 保 角 映射 到 5%G,)C{lw| < 1}。 车 注意 到 gC(0) 一 
PPO = Bz0) = 0 以 及 gC0) 一 名 (xo),， $C0) 一 1, 则 根据 
Schwarz 引 理 得 到 (ww) 一 erw, 和 且 ec 一 20) 一 1 因此 

gw) DWN) ew wm Yi(w), jw| i, 

即 $Cw)》 是 写 w) 的 反 函 数 。 

这 样 一 来 ,若是 加 lw| < 1 内 任意 点 ,而 

z= fw) EM) < DCG,, M$ 一 € $6). 
因此 ,包含 于 lw| < 1 内 的 区 域 外人..) 又 包含 了 jw| < 1 中 
任 一 点 ， 即 (G6,,) e {1w| < 1}。 同 样 地 , 可 以 证 明 (wl < 
1) ee CG,,， 因 此 ,函数 ww 一 名 (z) 与 z 一 J(w) 互 为 反 函数 ,和 且 
w 一 $(z) 把 单 连通 区 域 序列 {Gs} 的 核 G.。 保 角 映射 成 单位 
Ilw:<=1, 且 适 合 条 件 $20) 一 0， Fz) > 0， 

有 了 这 些 事实 后 ,就 容易 证 明定 理 的 第 一 部 分 了 ， 

设 单 连通 区 域 序列 {G。,} 了 收 伍 到 其 核 G6,.。 这 时 ， 对 于 住 意 
一 个 子 滞 列 《Ga}， 其 核 完全 一 样 , 即 G:。 一 G。。 因 此 ， 极 限 函 
数 5(z) 一 imw(z) 把 同一 的 区 域 6,。 = Gs, 保 第 映射 到 单位 
lw| 二 1， 且 满足 红 z) 一 0 及 $xo) >0。 由 此 ， 根 据 保 
角 映 射 罗 唯一 性 定理 可 以 推出 ,一 切 可 能 一 致 收 伊 序 列 {ea(s))} 
均 有 同一 个 极限 g(x) 一 多 (2)， 

现在 证 明 ,函数 序列 {wg.《s)} 在 C.. 内 闭 一 致 收敛 到 p(z). 
假设 不 然 , 则 必 存 在 一 个 奈 集 FCG。， 上 述 一 致 收 伊 性 不 成 立 . 
因此 ,存在 数 “> 0 以 及 属于 F 的 点 列 {z:} 以 及 无 限 地 增 大 的 
自然 数 序 员 {1 吉 }， 使 得 

i 一 puts a> 0 nm 12,.., 
但 是 ,根据 Montel 的 致密 性 定理 ,从 序列 {pg。《z)} 可 以 选 出 于 
序列 {pm《z)}， 使 得 它 在 G。。 内 部 ,特别 地 在 闲 集 上 一 致 收 
敏 , 且 由 上 而 已 证 明 的 ,此 极限 函数 必 为 pz). 由 于 可 以 推出 ,对 
于 所 有 充分 大 的 访 ， 在 闭 集 F 上 ,有 

pC) — qa)! < ad, z€F, 


全 了 全 


但 这 与 下 列 事 实 相 矛 盾 , 即 在 点 zw 处 , 因 该 有 不 等 式 

LOOKza) 一 alzas)! > a 
所 得 到 的 矛盾 说 明了 ， 疯 数 序 刘 {qsfz)} 在 G,， 上 内 闭 一 致 收 
贫 到 了 极 数 Ps)， 

由 比 容易 看 出 , 光 数 序列 {5,《w)} 在 单位 图 lw|i < 1 上 内 
闭 一 致 收 全 到 函数 &(w). 

定理 的 第 二 部 分 , 即 逆 命 题 可 以 用 下 法 得 到 ， 

假设 区 域 序列 {G。} 不 收获 到 其 核 G。。 此 时 必 存 在 一 子 序 
列 {Gm} 其 核 与 G,, 不同 , 即 包 有 Ce。 作 为 其 真子 的 部 分 ， 现 
在 再 根据 Montel 的 致密 性 定理 ， 从 序列 {ewfz)} 中 选 出 新 的 
子 序列 {pa(2)}， 使 之 在 相应 的 于 序列 {Gu} 的 核 Ge 内 闭 一 
致 收敛 。 其 极限 靖 数 钊 (x) 一 lim Pu lz) 就 将 区 域 忆 ,、 保 第 驶 
射 到 单位 圆 |w'! 二 1。 显然， pe plz), 因为 技 者 只 将 G, 
的 部 分 G,, 保 角 映射 到 单位 加 1w| 二 1。 这 说 明了 ， 范 数 序列 
{ps(s)} 在 Cs， 上 不 内 闭 一 致 收 伍 到 函数 pC(z)， 这 就 产生 了 巴 
盾 。 定 型 完全 证 毕 . 

引 理 2 设 区 域 G 起 Carathtodory 区 域 , 甩 单 连通 区 域 序 列 
{Gs} 单调 减少 地 (GCGCCoNCG。C on 一 1,2，…) 路 
化 到 其 核 G、 设 w 一 Pp. (2), palz0) 一 0， p20) > 0, n= 1, 

及 ww 一 p(x)，gp(《zo) 一 0。qp《s4) 之 0 是 定理 1 中 的 映 
射 函 数 , 则 对 任何 自然 数 克 ， 成 立 


im | 上 — [p(x) 1 本 一 0， 
其 中 户 盖 0。 
证 容易 看 出 ,利用 pr) in 1,2,…… -及 Iptz)|<l 
可 以 得 到 
|[e,lt* ; 一 [9] 4 人] 
| 
其 中 c ,是 只 依赖 于 了 与 《的 常数 ， 事 实 上 ， 利 用 不 等 式 , 对 竹 


时 RO 。 


意 实数 4 与 $s， 有 
rae 人 161*), ? 完 1, 
lal? + bl, 0<p<1, 
可 以 得 到 
Pe i Pes We pe | 
一 Et 十 Fo tp 一 [pit pI? 
eelp le pt — woe olLp 
Ee Uo A 
+ kip kip, — v1?), 
其 中 c， 为 只 依赖 于 了 的 常数 。 由 此 就 立刻 得 到 (4.2)。 
现在 设 &, 是 圆 ijw| 二 7 过 1 在 映射 w 一 p(s) 下 的 原 象 . 
对 于 任意 的 闭 集 FCG, 当 r 充分 大 时 ， FCg, 选择 数 Por 0 
po < ls 使 得 
Tx— ap er, 
其 中 8 汪 > 0 为 预先 给 定 的 数 。 再 选择 re > pos 利用 定理 1, 存 在 
自然 数 N。 使 得 当 # > 和 N 时 ,在 闭 区 域 所 。 上 满足 
[pl2) — pls)| rm— ps (4.3) 
用 
之 2 
[tp 一 gz < (4.4) 
于 是 


a 性 r 
{gp.” — plrdrdy 


f+ | < se + ep 
0 


立 时 
mf 


es, 


其 中 ]g| 表示 区 域 8,。 的 面积 。(4.5) 中 第 二 个 积分 表示 在 映 


@ 上 有 。 


射 F(zs) 下 ，C 一 8 的 象 的 面积 ,因此 等 于 = 一 xri 第 一 个 入 
分 表示 在 映射 ¥,(z) 下 ，G 一 g,, 的 像 的 面积 。 直 于 (4.3), 此 像 
必 在 回环 po 所 |w| 之 1 内 ,因此 其 面积 也 小 于 x 一 wti < 5?. 由 
此 ,从 (4.5) 得 到 
1 [ps — 全 dzdy 
eelG| + epi). (4.6) 
此 外 ,利用 (4.3) 我 们 有 
人 ww， — pirdrdy 一 | 十 人 
i esr 
< oy leardy te, (| telaray 
8 oe 
< 8? ot cplr — ari) < etl + cs), (4.7) 
其 中 ce， 为 常数 。 
比较 (4.5),(4.7) 与 (4.2), 就 得 到 当 nN 时 ,有 


(fg Ppt — Lo) tg TC) lrdxdy 


cp re! 

其 中 cx 一 coal 十 cr 十 1 十 cp)， 

这 就 证 明了 引 理 2:.。 

现在 我 们 就 区 域 冯 是 单位 贺 ll < 1 时 来 证 明 平 均 逼近 定 
理 

定理 2 设 隙 数 Feye Br(lw! < 1)， 这 表示 芳 数 F(w) 
在 单位 列 |w| < 1 内 解析 , 且 满 足 

| [FCw)l?dsdn < +O, we§tinp> 10, 


lo <1 


则 任 给 6 > 0， 存 在 多 项 式 P(w)， 使 得 下 式 成 立 
| IFCo) — Plw) rdsdn < 6, 


[di 


+* 82。 


这 表示 多 项 式 系 在 空间 B*(|w| < 1),p 0 是 完备 的 。 


证 令 
Fw)™=F (@ 一 二 ) »), 


则 显然 有 : 
lim F.(w) = Fl1w), Iwill (4.8) 


及 
Him 和 iB.Cw) lr dsdn ~ 人 肝 1FCe)Pdsda。， (4.9) 


二 Wc} 


且 第 一 式 在 ww| 过 1 内 闭 一 致 地 成 立 。 
对 任意 s > 0， 存 在 数 re 王 1， 使 


| IFCw) ?dsdn < 8,. (4.10) 
rn<l ml <l 


此 外 ,由 于 函数 F,《w) 在 闭 贺 jw| 所 1 上 解析 ,因此 存在 多 项 
式 序列 P,《w)， 使 得 在 利用 了 《4.8) 与 《4.9) 后 , 它 满足 
Him Plw) 一 Flw), lw| < 1, (4.11) 


及 
im | PColrdsdn 一】 FO) las dr, (C412) 


LD 
[| 1 这 


且 (4.11) 在 |w| 二 1 内 闭 -- 致 地 成 立 。 
由 (4.11) 及 (4.12) 就 可 以 得 到 , 当 # 充分 大 时 有 
| {| te.) ldsar — | PGw)ledsdn| < a (4.13) 


[P49 


max [Pw) — FOw)) < py (4.14) 
le re 


| i IP (sw) ?dtdn 一 | IF Cw) ledsdn| < 8 (4.15) 


1at ro Le rn 
以 C4.10),C4.13) 及 (4.15) 得 到 , 当 # 充分 大 时 ， 
s» B33s 


(fp) rdsdn < 3e， C4.16) 


ACE 


于 是 利用 已 知 不 等 式 以 及 (4 14),(4.10) ,C4.16)， 
(RC0) = piCw) rasds 


Te 去 


-( | 十 |i Cw) — PC) 1rdedn 


ed 1 
| ww; ro | 


< 0 dedn 十 2 | IF(w)Irdsdn 


Ll Gre roc fe 


十 | IP ,Cw) ragan ) 


< efr 二 2°( 481), 
这 就 证 明了 定理 ?. 
现在 我 们 可 以 研究 Carathéodory 区 域 上 的 平均 逼近 问题 了 。 
定理 3 (YiapkyImeBHq-Farrell5s2) 设 G 是 Carathtodory 区 
域 ,函数 f(z)e BMG)， 训 >>0， 这 表示 函数 i{z) 在 区 域 G 内 和 解 
析 且 满足 
his lrdrdy 和 < 二 co, p> 0， 
Le 
则 函数 f(z) 在 G 上 可 按 旭 积 意义 下 被 多 项 式 平均 鼻 近 ， 即 任 给 
8 之 0， 存 在 多 项 式 Q(z), 使 


人 re — Q(z)|rdxdy < 8, (4.17) 


这 表示 多 项 式 系 在 空间 87CG),p 之 0 中 是 完备 的 ， 其 中 G 
是 Carathtodory 区 域 ， 
证 首先 考虑 滔 数 F(w) 一 Ke)2a) 针 它 显然 在 单位 
加 jw| 过 1 内 解析 ,县 满足 
| IlF Ge) dsds 一 | iC) ?drdy < 十 co。 
1 过! G 


和 B44. 


直 此 ,应 用 定理 2 知 , 任 给 s > 0, 存在 多 项 式 
p(w) 一 De, 

生得 有 

| FCw) — POw) Hrdsdy < a 


lawl | 


即 
by 2 
{fircsy — Salo) ltg a) ledrdy < as (418) 
G R20 
应 用 引 理 2 知 , 当 # 充分 大 时 ,就 有 


外 


Tattyp Ctp' Ca 


二 = 


ay 2 
一 Dl atlgp, Cz) tgp Cs) |?dxdy < si (4.19) 
*=0 


显然 ,函数 


中 


DD [ps) pT 


=0 


在 单 连通 区 域 G. 二 CC 〈G。 必 包 有 CE 剑 集 中 的 全 部 有 界 构成 区 
域 ) 上 解析 ,因此 利用 Runge 定理 ,此 函数 可 以 在 闭 区 域 E 上 被 
多 项 式 一 臻 逼近， 特别 地 可 以 被 多 项 式 平均 逼近 ， 即 存在 多 项 式 
9(z)， 使 得 


川 立 wsrw。 gn) — QC) lrdrdy < 6, (4.20) 
G k=0 


册 此 比较 (4.18), (4.19) 及 C4.20)， 利 用 已 知 不 等 式 就 立刻 证 明了 
定理 3. 
Bm (If) — 0 rdrdy = 0, p> 0. (421) 


注 2 从 定理 3 的 证 明 过 程 还 可 以 看 出 ,此 多 项 式 序列 8, (x) 


» Hs 


在 区 域 G 央 光一 致 收效 到 了 项 数 fx)，。 

这 也 可 以 从 (4.217 直接 来 证 明 ， 这 只 要 让 有 明 下 面 一 个 引 理 就 
行 ; 

引 理 339 设 函 数 8(z) 在 一 个 有 界 区 域 G 内 解析 ， 若 它 满 
中 


fie@irarey < Ire,p> 0， 
Le 


则 对 任意 闭 集 PRCG， 我 们 有 
max|P(x)i 夸 LL’, 
zeF 
其 中 L' 是 只 依赖 于 闭 集 R， 不 依赖 于 工 及 PLz) 的 常数 ， 
证 设 有 界 闲 集 F 与 区 域 G 的 边界 的 距离 为 2p > 0, 则 利用 
IP Lz) 1] 是 次 调和 函数 的 性 贡 , 就 有 
rode 1P(zs + re)|rd0 ,zo€ F, 


其 中 0 < 所 《这 也 可 以 将 解析 函数 P(z) 除 以 其 Blaschke 村 
积 后 ,利用 解析 肖 数 的 Cauchy 积分 来 直接 证 明 )。 上 式 两 边 乘 " 
后 对 积分 (+ 以 0 到 po) 得 到 

lp) Pe J lprdray 


> 
a— ¥en 


pd ;ie irsey, 


由 此 就 立刻 得 到 引 理 3。 
现在 设 (4.21) 成 立 , 即 (4.17) 成 立 , 列 应 用 引 理 3, 对 任意 有 界 
闭 集 FCG， 就 有 
max |f(z) — Q(z)| 


<z [fiw — Qo baray] < Led, 


由 此 就 证 明了 沪 2. 
对 于 多 连通 区 域 , 也 有 类 似 于 定理 3 的 定理 ， 


+ B66 » 


定理 4 设 刀 是 复 平面 上 的 ”连通 区 域 ， 其 边界 为 ”个 互 不 
相交 的 闭 曲线 天 Ci 一 1,2， 9#)。 又 设 闭 区 域 五 的 余 集 中 包 
有 co 点 的 构成 区 域 8。 的 边界 与 天 相 重 合 , 其 余 集 中 包 有 z,&D 
的 构成 区 域 8 的 边界 与 K,， 相 重合 ,2 万 :所 4。 若 函 数 f(z) 
在 口内 解析 ,二 满 足 


(fy aray <+o,?>0, 


则 任 给 s >> 0， 存 在 有 理 函 数 R(z)， 其 极点 位 于 oo 及 z,,2 才 +: 
所 %， 使 得 下 式 成 立 : 


fxs RYT ,Bi 


证 设 可 求 长 曲线 T'CD, ?二 :z 吃 n 分 别 包 有 KK, 在 其 所 
图 的 区 域内 部 , 且 互 不 相交 ,其 内 部 也 互 不 相 包 含 ， 令 


~ | 大 D or yy 二， 过 
所 (3) 2 | 下 dt 


和 用 解析 开拓 容易 证 明 ， 它 们 分 别 在 以 8， 为 边界 的 无 界 区 域 
D, 沪 DPD 内 解析 , 且 在 D, 内 的 任意 有 界 区 域内 按 面 积 世 次 可 梭 , 而 
函数 


jz)] 一 fs) 一 >) fs) 


在 包 有 也 的 区 域 D 内 解析 且 按 面积 ?次 平方 可 积 。 这 里 BD,(2 专 
:所 #) 的 余 集 中 包 有 的 区 域 5， 的 边界 与 , 相 重 合 ; D, 余 
集中 包 有 co 点 的 区 域 B。 的 边界 与 KK， 相 重合 。 

作 变 换 


一 一 上 ,2 
2 一 zi 


区 域 D， 就 变 为 D;,， 而 函数 
上 (# 十 二 )Sew(w) 


就 在 Dr 解析 ， 显 然 有 


87“ 


(fg)leara 
卫 


于 
了 


| pnb Te Tt 十 co， 


且 D; 是 Carathtedory 区 域 。 由 此 应 用 定理 3 得 到 ， 存 在 多 项 
式 rw)， 使 得 下 式 成 立 : 
(fig — le) asdr < s, 2 和 


2, 


由 此 得 到 
Jf 一 <.(- 2 ) Pdrdy < ces2 EHH, (4.22) 
其 中 <。 是 某 个 不 依赖 于 e 的 常数 ， 


同样 ， 由 于 D; 也 是 Cararhtodory 区 域 ， 因 此 存在 多 项 式 
T(z), 使 得 
fi — mca teardy <e (4.23) 


这 样 一 来 ,利用 C2)，1 所 :所 #4 与 f(z) 关系 ,比较 (4.22) 
及 (4.23) ,应 用 广义 三 角 不 等 式 , 就 可 以 得 到 
I ffz) 一 >) =:( 二 一) 一 xiCz) 


fs] ml 


其 中 6 是 常数 。 因 此 定理 4 得 证 ， 


Fp 
dxdy < cE, 


§5. 非 Carathtodory 区 域 上 的 逼近 


土 一 节 叶 我们 在 Carathtodory 区 域 上 研究 了 多 项 式 系 在 按 
面积 平均 逼近 意义 下 的 完备 性 问题 。 所 得 到 的 定理 只 依赖 于 区 域 
的 拓扑 性 质 , 即 对 于 所 有 的 Carathéodory 区 域 ,多 项 式 系 在 按 面 
积 平均 还 近 襄 义 下 总 是 完备 的 、 如 果 著 碟 在 非 Carathtodory 区 
域 上 多 项 式 的 完备 性 问题 ,情况 就 会 不 局 了 ;多 项 式 系 在 这 样 的 区 

88。 


域 上 是 将 完 备 的 问题 ,不 仅 依赖 于 此 区 域 的 拓扑 性 质 , 而 且 还 依赖 
于 此 区 域 的 度量 性 质 ， 这 个 特点 首先 是 由 Kenzbm 在 1939 年 发 
现 的 。 在 这 一 节 中 ,我 们 将 讨 沦 这 个 问题 。 

非 Caratheodory 区 域 中 第 一 个 典型 的 例子 是 具有 市 线 的 单 
连通 区 瑾 ， 设 D, 是 单位 况 'z| 过 1 内 除去 割 线 50,1] 后 得 到 的 
区 域 ,我 们 指出 ,多项式 系 在 按 面 积 平均 马 近 意义 下 在 区 域 D。 上 
是 不 完备 的 。 事 实 上 ,在 相反 的 情况 下 ,假设 多 项 式 系 在 按 面 积 平 
均 副 近 意 义 下 在 D。 上 是 完备 的 , 则 特别 地 ,对 于 水 数 

w= Vz €B(D,), 
它 在 区 域 D 内 解 折 且 满足 
. [hv era 一 十 oo， 


已 


存在 多 项 式 序列 {9。(z)}， 使 得 满足 
Bm || 18.G 一 Vs Pdrdy ~ 0. C5.1) 


由 (5.1) 推 出 ,对 任意 的 s 汪 > 0， 存 在 自然 数 入， 使 得 对 任意 
的 nm > NN, 就 有 s 
J 10,.(2) — Qn(z) lidrdy 


lzl<]l 


ee i 19.(o — Qu C0) Pdrdy < s, (5.2) 
应 用 上 一 节 定 理 3 后 证 明 注 2 的 方法 及 利用 Cauchy 序列 的 收敛 
性 可 知 , 存 在 单位 加 jz| < 1 内 解析 水 数 g(x)， 使 得 


lim i 18.(2) — ga) hdrdy = 0. 
isl<l 


ben sh 


因而 g(x) 与 Vs 在 区 域 D。 相 重合 。 这 表示 函数 Vs 
可 以 解析 开拓 到 整个 单位 罗 |z| < 1 内 。 这 就 产生 了 矛盾 . 

非 Carathtodory 区 域 第 二 个 典型 的 例子 是 所 谓 “ 月 形 "区 域 . 
设 A。 是 两 个 内 部 相 切 的 加 局 
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jz 一 1 与 = 一 上 | -~ 工 
之 2 
所 图 的 区 域 。 如 果 区 域 拓 扑 等 价 于 区 天 A,，， 则 称 入 为 "月 形 " 区 
城 。 
Kenanbun 指出 ,能够 构造 出 月 形 区 域 A,， 使 得 多 项 式 系 在 按 
面 积 平均 带 近 意义 下 在 区 域 A 上 是 完备 的 ; 也 能 够 构造 出 月 形 
区 域 A,， 使 得 多 项 式 系 在 按 面积 平均 过 近 意 义 下 在 区 域 A， 上 
是 不 完备 的 3， 
定理 1 (Kemanpnea) 存在 月 形 区 域 Au, 使 得 多 项 式 在 空间 
BA,) “是 完备 的 ， 
证 我 们 指出 ,为 了 要 证 明 ， 对 任意 的 fz)€ 于 (Ai)， 下 式 
成 立 : 
inf fh — Plr) drdy 一 0， (5.3) 
本 


人 4 


其 中 下 确 界 是 对 所 有 的 多 项 式 P(x) 商 取 的 。 只 要 证 明 , 对 于 特 
殊 的 函数 f(s) 一 大 ( 设 月 形 区 域 A, 内 边界 为 部 包 有 一 个 点 
z 一 0),《5.3) 成 立 就 勇 了 ， 事 实 上 消 数 w 一 Vz 将 区 域 Al 变 
为 一 个 由 Jordan 曲线 记 围 的 区 域 A*， 因 此 根据 上 一 节 的 定理 
3, 对 于 系数 wHw)e BX《AY)， 下 式 成 立 : 

inf || | 多大 四 一 OC(w) ldndv = 0,w = + iv, 


bE 
A 


其 中 下 确 界 是 对 于 所 有 的 多 项 式 0C(w》 而 取 的 。 回 到 变量 ,由 
上 式 容 易 得 到 


inf | 
人 


其 中 下 确 界 是 对 于 所 有 的 多 项 式 P,(z)，Pi(x) 而 取 的 .这样 一 
来 。 多 项 式 系 在 空间 BXA1) 的 完备 性 问题 就 化 归 为 特殊 困 数 


万 在 空间 H(A,) 中 被 多 项 式 平均 逼近 问题 。 
多 


9D se 


idrdy 一 0， 


f(z) 一 Pi (xz) 一 pe 


现在 我 们 来 逐步 地 构造 区 域 A,， 
设 芝 域 方 是 


1 2 
之 |z| 三 1, |argx| > 一。 
2 Iz| » largz| 2 


由 上 节 定 理 3, 存在 多 项 式 P,(z)， 使 得 下 式 成 立 : 
1 。 1 
用 D， 表 二 连通 区 域 , 它 是 将 点 集 
<n<lsl<l, largz| < 本 ， 


加 到 区 域 了， 后 得 到 的 区 域 。 显 然 , 若 选择 +， 充分 接近 于 1 时， 
由 (5.4) 可 以 得 到 


?drdy < 1 (5.5) 


-一 Pa 和 好。 


虽 友 
用 方 , 表示 区 域 D， 中 位 于 角 Jargz| 和 中 的 那 部 分 所 


构成 的 区 域 。 显 然 ,区 域 和 5, 的 边界 是 Jordan 曲线 ,因此 利用 上 
节 定 理 3 知 ,存在 多 项 式 P:(s)， 使 得 下 式 成 立 : 


2 1 
吓 志 - Px) dxdy ~ 33* (C5.6) 


和 辣 样 ,将 点 集 
rr<tfSjzl<1，|arg2s| 么 元 


附加 到 ,上 得 到 二 连通 区 域 D,。 由 于 (5.6) 可 以 选择 r， 充分 
接近 于 1, 使 得 


川 友 5 Pe)| drdy < 去. (5.7) 


因此 ,这 样 地 一 直 作 下 去 , 当 我 们 构造 了 区 域 六,………, 户 。 及 
D,-**,D, 以 及 数 了 后 ,可 以 构造 了 Jordan 区 域 万。， 及 
数 rsfv， 从 而 二 连通 区 域 D,+:， 作 为 Db, 可 以 取 作 为 区 域 D。 
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内 位 于 jargz| > fr 内 的 那 部 分 。 根 据 上 节 定 理 3, 存在 多 项 


下 
使 得 准 足 
Ee 1 
| | 去 Perlz) ldrdy 全 C5.8) 
令 Di 是 将 点 集 


ro rn zl, largz| ry 


附加 到 5。4， 后 得 到 的 区 域 ， 当 r,t 充分 接近 于 ! 时 ,由 (5.8) 得 


到 
1 
二 Perle) 
J 半 
现在 设 At 一 人 1D, 一 UPD,， 显然 Al 是 月 形 区 域 。 由 于 A 
CD.,n be 1,2 Ci 因此 有 


1 
1 
drdy < 2 (C5,9) 


所 六 J dy < 二 
色 此 函数 去 在 空间 BCA) 上 可 以 被 多 项 式 逼近 。 
定理 1 让 毕 。 


现在 要 检 造 一 个 使 多 项 式 系 在 BXA,》 中 不 完备 的 月 形 区 域 
A:。 从 上 面 的 定理 可 以 看 出 ， 月 形 " 区 域 Al 在 其 中 重点 * 一 1 处 
“收缩 "得 “很 快 "。 这 一 点 与 直观 也 是 符合 的 ,因为 对 于 这 类 有 区域 ， 
在 考虑 逼近 时 , “一 上 附近 处 的 积分 值 可 以 “忽略 ", 因 此 “月 形 "区 
域 A 近似 地 可 以 看 作 Carathéodory 区 域 . 这样 ， 通 近 定理 就 
可 能 成 立 。 由 此 可 以 想到 ， 这 里 所 钳 要 构造 的 区 域 A,, 在 重点 
z 一 1 处 不 应 该 “ 疏 缩 得 很 块 *。 事 实 也 果真 如 此 ， 我 们 下 面 引 入 
一 个 赣 划 此 “收敛 " 的 特征 。 

设 A: 是 圆 1z1 过 1 内 的 单 连通 区 域 , 它 是 以 z 一 1 为 重点 ， 
位 于 圆 lz| < 1 内 的 月 形 区 域 ，B 是 A; 的 内 边界 所 力 的 区 域 ， 


ss 92" 


且 瑟 包 有 某 个 圆 |z| < +6。。 我 们 用 6Cr) 记 作 图 周 |z! 一 位 
于 集合 E 中 那 部 分 的 线性 测度 。， 下 列 定理 成 立 。 
定理 2《Keamabu0) 设 A, 是 上 述 月 形 区 域 ,是 
ofr)< 扫 天 (1 一 rr sr<1， (5,10) 


其 中 天 与 r*， 是 其 个 常数 ,以 后 设 K<S, 则 多 项 式 系 在 空间 
BA;) 中 不 完备 
在 多 项 式 , 它 在 空间 81CA,》 中 能 返 近 函数 六 即 可 。 


设 0<p<1， 而 也。 为 贺 环 ep< 1z| 1 与 区 域 A， 相 交 
成 的 区 域 ，S$。 是 区 域 D, 关于 圆 环 e< jz| 二 1 的 余 集 . 为 此 ， 
只 要 证 明 , 必 存在 p,0 < p 过 1， 使 得 对 任意 的 多 项 式 

P。(z) 一 》) atzt， 最 


K=O 


Po 一作 二 一 PC rarey Cay 
b, 
满 
A infls,Cp) > 0 (5.12) 
就 够 了 . 
现在 来 计算 (5.10) 所 确定 的 值 7x,(p)， 显 然 ， 

1p (Pp)— i -人 |- fi— ds (5.13) 

其 中 


-je) 


+ 在 Kenablu 的 文献 [71] 中 的 条 片 是 8C7) 扎 KCL 一 r》 "E>0， 但 从 证 明 来 
看 :9 是 可 以 碘 去 的 ?只 要 对 常数 龙 加 上 这 里 的 条 件 苑 可 . 


e 多 3 


. 1 一 下 
( 斌 oz Jazas 
上 rs 本 
( 1 名 一 2 oztere】 


tl 


Tr 
: (+ co 一 三 rte- tr) rdr db 
me 2 (In 二 lacl? pr 号 全) 
> ijt ) C5.14) 
且 在 利用 Cauchy-6yqkosgeka# 不 等 式 及 (5.10) 后 得 到 
< 2 页 人 Lp 
<JI(: 2 yD i Th ey 
re 
l a | 1 
0 
KK1L — rr)adr 


1 
和 (1l—rjiti se 
<K 一 三 (2+ -<< (5.15) 


比较 (5.13),《5.14) 与 (5.15), 利 用 Ke 得 到 
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i; C0) > (= 一 三 K 人 2 十 Di ) 一 9 


>2( 一 三 天) 1 一 由, 工 一 一 上 
Ee 《 o),- p 


上 式 右 边 部 分 是 不 依赖 于 多 项 式 了 .Cx) 的 正常 数 , 因 此 就 得 到 了 
(5S.12)。 定 理 2 证 毕 ， 
满足 条 件 《5.10) 的 区 域 很 多 , 这 种 区 域 在 几何 上 也 很 容易 构 
造 出 来 。Kezxnblnr 本 入 也 给 出 了 这 种 区 域 的 边界 曲线 : 
yl x 
及 
ye (t+ A rx,0 1 > po, 

在 Keinpiy 得 到 了 上 述 二 个 定理 后 ,自然 地 会 间 ， 能 否 得 到 
一 个 刻 划 月 形 区 域 的 一 个 充 要 条 件 ， 使 得 多 项 式 系 在 此 月 形 区 域 
上 按 面 积 平均 各 近 意义 下 是 完备 的 ? 

苏联 的 Hiarfsnb 曾 对 这 个 问题 作出 了 深刻 的 研究 ， 后 来 知道 
其 中 必要 性 判别 法 是 精确 的 ,而 充分 性 判别 法 是 精确 到 一 次 近似 . 
后 来 区 水 p6anrma 完美 地 解决 了 这 个 问题 , 节 充 分 性 判别 法 是 精确 
地 与 HIarwrsaa 的 必要 栓 判 别 法 相符 合 。 现 在 我 们 就 夹 介 绍 他 们 
的 工作 。 

设 和 是 月 形 区 域 ,其 外 部 边界 为 五 ， 内 部 油 界 为 ,又 设 G. 
是 以 站 为 边界 所 围 的 单 连 通 区 域 , 它 包 有 月 形 区 域 A. 

车 多 项 式 系 在 月 形 区 域 和 中 按 面积 平均 逼近 意义 下 是 完 
的 , 则 对 于 任意 函数 f(s) 6 HA)， 存 在 多 项 式 序列 {P,(z)} ,使 
得 

| 三 a 


其 中 内 十 0，、 因 此 得 到 
人 .ee Paxdy < M, (5.17) 


评 中 邓 是 不 依赖 于 = 的 常数 。 
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首先 应 引 工 列 引 理 。 
引 理 1 设 请 足 杀 伯 
上 ee drdy < M, 


-rr 


(其 中 M 是 不 依 粘 于 # 的 常数 ) 的 任意 一 个 多 项 式 族 {P,《z)} 在 区 
域 CiDPA :都 构成 正规 旋 , 划 多 硕 式 系 在 空间 8X《A) 上 是 不 完 
备 的 ， 

证 进 轴 是 G 内 任意 区 威 , 它 与 和 及 和 关于 G 的 余 集 都 
有 公共 点 ,及 了 过 Gl。 和 着 多 大 式 系 在 空间 Bi(A) 中 是 完备 的 , 则 
对 江 意 函数 1(z)€ BA)， 节 在 多 项 大 系列 {P.(s)}， 满 足 条 件 
(5.16)。 为 而 (5.17) 成 立 。 

栋 据 引 开 1 的 条 件 ,多项式 序列 {Ff,{2)} 在 G 内 构成 正规 
族 ， 没 P,i(z) 是 区 威 4#， 中 一 臻 收 化 的 子 序列 ， 另 一 方面 ,由 于 
《5.16) 成 立 ,上 此 完全 可 以 像 在 上 季 定 理 3 的 和 证 2 证 明 一 样 ,可 以 
认为 多 项 式 序列 Ps ， 因 而 多 项 式 序 烈 PCz)] 在 入 内 一 致 收 
化 到 商 数 帮 c。 这 递 明 , 酒 数 f(z) 可 以 解析 开拓 到 区 域 和 ， 寻 
可 以 开拓 到 和 关于 G 的 余 集 中 ， 显 然 ,不 是 任意 一 个 图 数 f(z) 
e H(A) 志 此 姓 质 ,这 蒜 盾 就 证 明了 3 引 球 1 是 成立 的 . 

由 此 看 内 ,任意 一 个 正规 疼 判 刘 东 ,同时 也 给 出 了 多 项 式 系 在 
BXA) 中 是 不 完备 的 判别 法 。 当 然 , 一 般 地 可 以 讨论 在 区 域 G, 内 
的 解 析 卫 数 系 , 而 不 一 定 是 多 项 式 系 。 lllarguga 在 这 方面 作出 了 
研究 ， 

为 了 简单 起 见 , 设 月 形 区 域 A 的 边界 六 及 天 有 连续 改变 的 
切线 ,其 公共 点 站 zx = !， 且 TT 的 内 部 所 围 的 双城记 作 G,，、， 而 
6， 的 内 部 包 夺 T(z 一 1 除外 )。 再 设 月 形 区 域 久 位 于 单位 图 
iz| 和 1 内 省 [ 在 重点 处 曲线 『, 与 二 部 与 直线 Re z 一 1 柜 切 。 
用 世 改 示 遇 北 太 与 荆 之 闻 在 z 二 1 附近 的 “平均 曲线 ", 则 曲线 
经 过 点 z = 1， 划 在 z= 1 附近 的 其 它 点 上 与 曲线 下 太 【是 
等 证 的 ,在 其 他 处 位 于 fT 与 Pa 之 问 。 该 工 是 闭 的 光滑 由 线 。， 又 
这 对 于 充分 小 的 *、 加 周 |z 一 1| 一 + 与 工 的 病 个 交点 分 别 为 


了 


zi(r) 与 zz(r)， 县 zifr) 到 月 形 区 域 A 的 边界 的 距离 为 at(r): 
i 一 1,2， 邻 
ar) = minCa(r),alr )), 
函数 o(r》 单 调 下 降 地 趋 高 于 零 。 这 是 刘 划 月 形 区 域 人 A 在 重点 % 
三 1 处 的 “宽度 ”， 
设 Mr) 是 一 个 当 + 一 十 0 时 单调 地 趋向 于 十 ce 的 函数 。 
用 3kui( G1) 表示 在 区 域 G， 解析 , 闭 区 域 G1, 上 至 多 除去 = 
= 1 连续 的 函数 类 ,其 中 每 一 个 泥 数 j (x) 满足 
[fC2)| 去 eAIFUsT1) € Gisz 1s (5.18) 
其 中 常数 4 可 以 依赖 于 f。 显 然 ， 任 意 一 个 多 项 式 必 略 于 此 函 
数 类 。 
我 们 有 下 列 的 定理 
定理 3 (Ularaexre 1) 在 上 述 条 件 下 , 若 函 数 斤 {f(z)} 
中 每 一 个 通 数 f(z)€E Smo(C)， 县 Mr)》 满足 


上’ 人 Ar)dr < 十 cc， (5.19) 
又 设 
(rs lidxdy < M, (5.20) 
其 中 MM 是 不 依赖 于 "的 常数 ， 
若 刻 划 月 形 区 域 A“ 宽 度 ” 的 函数 olr》 满 中 
| nar)er > 一 oo， (5.21) 


则 少数 族 {ftx)} 在 区 域 G， 内 构成 正规 族 。 
在 证明 这 个 定理 以 前 ,我 们 先 证 明 一 个 估计 式 ,这 是 最 大 模 定 


理 的 一 个 应 月 。 
引 理 2 设 单位 贺 |z| < 1 内 的 有 界 调 和 芳 数 wtx) 满足 
ee a se A he eth (5.22) 
0,z€ {zit ~— 1}N {lz—1| > R}, 
则 有 下 列 的 估计 式 
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afz) > i Rn R= sy iz! 过 1, 
4 R-Fr 


且 lz 一 1| 一 rr<R 一 1， (5.23) 
证 考 虚 函数 
¥ 2 de 
ge i) (VR 全 1) 
i VRT+TWz 一 1 
它 是 单位 圆 |z| < 1 内 的 解 村 函数， 显然 有 


一 jz 一 1| ， 
IR—(z:— 1)| 
它 是 单位 加 1zi; < 1 内 有 界 调和 诺 数 .容易 看 出 ,函数 vlx) 在 
弧 {lz 二 1 人 NN{1z 一 1;< 之 RY} 上 的 极限 年 所 1, 而 在 弧 由 z| 一 英信 
{iz 一 1 有 答 0。 利 用 最 大 模 原理 可 以 得 到 

uz) > pz] 一 一 -arcsin 人 ls! < 1 

特别 地 在 lz 一 上 一 > 上 了 (5237)。 

推论 ” 没 1 是 单位 圆 册 jzi 一 1 被 ,zz 一 上 <R<1I 所 截 
得 的 圆 驱 , 则 对 于 单位 现 内 的 正 值 调和 国 数 ， 


fa 一 寺 | Prt— Od rer Zl, (5.24) 


vz) — Rewt{rz) 一 这 arc sin 
亚 


其 中 FCr;9)》 为 Poisson 核 ， 


5 日 RE 
Me 1 一 2rcos 日 十 天 


于 是 (5.23) 式 成 立 。 

现在 我 们 来 证 明定 理 。 这 里 所 用 的 方法 与 证 明 Phragmtn- 
Lindelsf 定理 时 所 用 的 方法 有 某 些 类 似 。 

外 《5.19) 与 (5.21), 必 存在 单调 函数 PCr) 之 0,p(r) 一 一 0% 
(r 一 0 时 )， 使 得 满嘴 


1° 一 cc ， (5.25) 
22 PK3r) 一 3lnaakCr) 一 一 20) 《5.267) 
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3° | erur (5.27) 
现在 来 构 坦 一 个 函数 w(z)。 设 gle”) 二 0 是 除去 8 一 0 以 
外 的 连续 函数 , 它 在 9 一 0 的 邻 域 中 与 wx(r》 的 取 值 相同 ; 
Rei9) 一 Ac 一 1 19| < a, 
其 中 上 是 某 个 小 数 ， 
令 u(x) 一 二 人 gfecrD)PCryt 一 9)dryz 一 re2. 
由 于 (5.27), 它 是 单位 贺 |z| < 工 内 的 调和 函数 。 用 调和 国 数 的 


极限 值 定 理 ,我们 知道 
lim wls) = g(e) ,00 


以 及 


limu(s) == 一 00。 
这 里 部 是 考虑 单位 加 1z1 < 1 内 的 角度 极限 值 。 现在 我 们 要 估 
计 它 趋 高 于 一 co 的 速度 ， 
利用 引 理 2 的 推论 , 当 R < 字 时 , 设 1 一 {lzl 一 1n1x 一 
1| < R}， 我 们 有 
#(lz) < | gle'r)PCr ,st — 0)ds 


— 2 pC le — 1 PC, — 0)de 


一 》 
中， 


< nCR). Farcsinf ,zil<r<R<1, 


令 R 一 37, 得 到 
"(2) < nC37),1s— 1| rlz| el 


设 v(x) 是 函数 u(x) 的 调和 共 孝 函数 , 令 
Gln) i ev ntiets), | zj < 1 
则 在 lz 一 由 一 r 时 (这 里 > 充分 小 )， 
{GCa) | < ei, C5.28) 
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考虑 为数 
gl2) 一 fl GC Ce) € 5 pO) 
显然 , 汞 数 g,(z) 在 Gi 内 解析 ， 在 闭 区 域 56， 上 除去 = 一 1 以 
外 是 连续 的 。 在 ze G4,z 产 1 处 ,由 于 (5.28) 及 (5.25) 得 到 
[gj Eeroned /on lz — 1 =r, |z|<1, 
因此 , 当 z 一 1 时 (xz€ G,)， 白 (5.25) 得 到 
lim g(x) == 0, 
由 此 推 名 ，g,(z 是 区 域 G， 内 解析 , 闭 区 域 5, 上 的 连续 函数 ， 
现在 我 们 来 估计 函数 g,(z) 在 曲线 上 的 模 . 
六 为 以 曲线 工 上 的 点 zi(r》 为 中 心 ,半径 为 oCr》 的 圆 都 位 
于 区 域 A 内 ,其 中 i 一 1,2, 因此 根据 平均 值 定理 ,利用 (5.20) 得 到 
x[oCr OF fz OF 


< | i 
[Te 《rofr) 


么 人 用 frCDPasd < Mi 1,2, 
即 
VM 
Veor)y 
注意 到 上 式 右边 的 量 不 依赖 于 4， 即 不 依赖 寺 函 数 族 {f(s)} 中 
每 一 个 函数 ,因此 在 利用 了 (5.28) 后 知 ， 


[f(z(r))| ae i 1,2. 


EA HANA du ean 
i 
利用 (5.26), 由 上 式 知 ,函数 族 {g(x)} 在 工 上 一 致 有 界 : 
|8gaks)1 SE oz LL, 
其 中 c! 是 不 依 烙 于 的 常数 ， 
由 于 函数 go(x) 在 G 解析 ，G 上 连续 ， 因 此 上 述 不 等 式 
在 工 所 图 的 区 域 上 也 成 立 , 即 函数 族 {g,(*)}】 在 所 围 的 区 域 上 
构成 正规 族 。 从 证 明 的 过 程 可 以 看 出 ,函数 族 {8,(z)} 就 在 区 域 


? 00 。 


G! 上 构成 正规 族 . 

内 于 函数 G(z) 的 模 在 任何 有 界 闭 集 RCG, 上 有 正 的 下 界 ， 
因此 咒 数 族 《fke)} 在 Gi 内 也 构成 正规 族 。 定 理 3 证 毕 。 

因为 任何 一 个 多 项 式 显 然 属 于 Se(GD， 其 中 函数 Ar) 满 
足 条 件 (5.19), 因 此 从 定理 3 立刻 得 到 定理 4。 

定理 4 在 定理 3 的 条 件 下 , 若 多 项 式 族 {Pn(z)} 满足 条 件 


{ies lidxdy < M, 


a 


其 中 党 数 好 不 依赖 于 mn， 且 刻 划 月 形 区 域 和 在 重点 x 二 1 处 的 宽 
度 okr) 满足 . 
faar > 一 20， 


则 多 项 式 族 {P,(z)) 在 区 域 G， 内 构成 正规 族 . 

由 引 理 1 及 定理 4 容易 得 到 下 列 定理 . 

定理 5 (liargumac20-oa) 若 刻 划 月 形 区 域 久 在 重心 2 一 ! 
处 附近 的 宽度 函数 olr) 满足 条 件 (5.21)， 则 多 项 式 系 在 空间 
8 六 A) 中 是 不 完备 的 ， 

由 此 看 出 ， 刻 划 月 形 区 域 A 在 重点 # = 1 附近 的 宽度 殉 数 
cr》 满足 

{ Inv(r)dr 一 一 2 ， (5.29) 


是 多 项 式 系 在 空间 8 人 A) 上 完备 的 必要 条 件 。 类 似 的 方法 也 可 
以 证 明 ,条 件 (5.29) 是 多 项 式 系 在 空间 BCA): > 0 完备 的 必要 
条 件 。 

此 外 ， 我 们 还 想 对 定理 3 作 些 补充 ， 从 定理 3 的 证 明 可 以 署 
出 ,条 件 (5.20) 是 用 来 估计 函数 f,(zi《r)》 在 曲线 上 的 模 


(fu! < /¥ 局; (5.30) 
其 中 对 是 不 依赖 于 ?了 的 常数 , 若 进一步 地 ,对 于 Ar) 与 ofr) 分 


别 满足 条 件 (5.19) 与 (5.21), 则 可 以 得 到 在 上 所 蝶 的 闭 区 域 上 除去 
重心 x = 1 的 任意 一 个 邻 域 中 的 估计 式 。 这 个 情况 可 以 更 清楚 地 
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由 下 由 的 定 埋 来 表示 . 
定理 6 车 函数 类 5h,,S1) 中 的 函数 族 {fCx)} 在 G 的 
边界 曲线 L' 上 浅 足 条 件 . 
[fs)| SS Me™ Dn, 
其 中 Mi 是 不 依赖 于 1 的 常数 ,而 活 数 mw(r) 单调 地 趋向 于 七 ce 
《 当 r 一 0 时), 则 当 积 分 
| Aar :oo (5.31) 


与 
| wkr?dr << 十 co (5.32) 


收 化 时 , 必 存 在 一 个 在 r 二 0 时 的 正 连 续 沾 数 BCr)， 它 不 依赖 于 
?及 对 ， 使 得 在 由 工 所 赎 的 ,位 于 圆 |z 一 1| < > 外 的 区 域 上 ， 
对 淡 {f(x)} 中 所 有 的 项 数 ,都 满足 
(fs) | SE MPL), 

证 明 是 很 显然 的 ,只 机 将 Inz(r》 看 作 pr) 即 可 . 

推论 。 设 g.(x) 是 图 数 类 meXGD 中 的 函数 ,其 中 人 Ar) 满 
足 (53) 且 畏 数 “7 中 的 图 数 or 氏 十 o 满 足 条 件 (5.32) 
又 设 函数 系 {g(x)} 在 二 上 ,加权 cr 收敛 , 即 任 给 = > 0， 
存在 自然 数 N， 使 得 当 上 > N,m 之 时 ， 

e aD |e (zs) — gw); < ,2€ 上 ,351 

《 若 将 一 ! 看 作 极 跟 什 ,也 可 认为 比 式 在 * 一 1 财 也 成 立 ), 则 函 
数 系 {e.(z)} 在 工 所 围 的 除去 * 一 1 的 邻 域 后 的 闲 江 域 中 也 是 一 
禾 收 化 的 , 且 其 税 限 浮 数 是 由 消 数 8,(z) 在 上 的 极限 孙 数 经 过 


解析 开拓 后 得 来 的 ， 
事实 上 ,由 推论 的 条 件 可 知 


gz) 一 gao(z)| < Eger) zEL,2 1, 
因此 ,由 定理 6 得 到 在 工 所 围 的 孙 区 域内 ,除去 ;x 一 1| < 后 ,有 有 
|g8. C4)| — gmt) | < spl ). 
由 此 可 得 到 推论 ， 
”了 以 前 用 * 中 间 曲 线 " 工 是 与 了 得 到 估计 式 (5.30)， 
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用 此 结果 可 以 用 来 研究 单位 圆 内 曲线 上 具有 权 的 一 致远 近 加 
在 权 上 的 必要 条 件 ， 也 可 以 研究 单位 部 内 月 形 区 域 上 其 有 权 一 致 
通 近 加 在 权 上 的 必要 杂 件 。 这 里 不 准备 讨论 了 ， 有 兴趣 的 读者 可 
及 参看 文献 [100],[ 101] 与 [1021。 

此 外 ,利用 上 述 方 法 还 可 以 研究 梧 线 上 英 权 平均 逼近 ,加 在 权 
上 的 条 件 ， 

定理 72+ 若 多 项 式 系 {P.(s)} 在 曲线 工 上 其 有 权 
cr 平均 收 误 , 即 任 给 6 > 0， 存 在 自然 数 W， 使 得 当 ”一 
N,m>N 时， 


| — P(x) llds| < 8， (5.33) 


则 若 Cr) 十 co 且 洲 足 条 件 (5.32), 多 项 式 系 {P(x*)} 就 在 所 
转 的 区 域 G， 内 部 一 致 收 伍 , 且 极限 函数 是 多 项 式 系 {P,(x)} 在 
曲线 上 上 的 极限 踊 数 的 解析 开拓 。 
证 完全 可 以 像 在 证 明定 理 3 时 一 样 ， 构 造 工 所 围 区 域内 解 
析 消 数 C(e)， 使 得 函数 G(s)(P,(x) 一 Patz)) 在 工 所 围 的 闭 
区 域 G， 上 连续 ,内 部 解析 , 且 满 足 
IGOO EP < e en, (5.34) 
设 下 是 曲线 世 所 围 的 区 域 G, 内 部 任意 闭 集 ， 则 对 任意 z€ F 


有 . 
(PC — PCs))GCnD 一 -| EDF)E i. 
?zf -上 志 一 3 


因此 , 当 * e F 时 ,利用 (5.34) 得 到 
POD — PADS ML 


GO) 2x 
{PCD ~ pec FIG Fad) 
Ps 


i [tz* 
et, 
即 多 项 式 序列 在 有 界 闭 集 FF 之 G， 上 一 致 收 合 到 某 个 极 陋 函数 
$e), 


» L103. 


现在 证 曝 昂 数 SGz) 是 多 项 式 系 只 (zj 在 曲线 世上 的 极限 男 
数 的 解析 开拓 。 

事实 上 ， 由 (5.33) 及 (5.34)。 对 任 给 。 > 0， 存 在 N， 使 当 
n> N,m>N 时 ， 


{iG hlp, de) ~ Pallas| < Pa 
利用 将 工 所 略 的 区 域 G， 保 角 映 射 到 单位 圆 |w| 二 1 的 函数 
一 ?Ca 〈 其 反 函 数 记 作 xz 一 $Cw))， 在 (5.35) 得 到 

| IGCp Cw Cw)¥ ?PCL wv)) 
— PoCw Pdw| < 8. 
利用 Hardy 空间 HH’ 前 好 质 , 由 上 式 推出 ,对 于 任意 的 p;0<p<T1， 
| SCBCD Cw IP, Cow)) 


一 PCz2D)7 dl < , 
出 此 得 到 


这 [ACAD TACOAdL ACIODY, 


— SoCw)) liladw| < 天 es {5.36) 
这 就 推出 函数 GC(yCw))6 Cw)3SC(g(w)) 属于 Hardy 空间 中 ， 
办 此 GCb《w))w'(w)35C%《w)) 几乎 处 处 有 角度 边界 值 , 且 属 于 
(1wi 一 1)， 这 就 推出 5Cw《w))， 因 而 Stz) 在 工 上 几乎 处 处 
有 边界 值 , 记 作 5,C(z)， 利 用 解析 立 数 的 边界 姓 质 ， 由 《5.36) 可 得 


jE [dD EACOANIACAODY 


—S(pCw)) hdw! < 5， 
因此 有 


1 coOPIPCD 一 SCDOPidzl < 0. 
这 表示 多 项 式 系 PCs) 在 曲线 世上 的 极限 函数 5(z) 可 以 解析 
开拓 到 G, 内 ,得 到 浮 数 5(2)， 
定理 7 证 毕 。 
从 定理 7 看 出 ,条 件 
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| eC)ar 一 十 co (5.37) 


是 上 述 加 权 -45 多 项 式 平 均 逼 近 ( 见 (5.33)) 的 必要 条 件 ; 因 
为 不 是 每 一 个 实现 通 近 的 多 项 式 P,(x) 序列 在 LL 上 的 极限 沉 数 ， 
可 以 解析 开拓 到 由 艺 所 国 的 区 域 G， 上 。 

现在 我 位 准备 给 出 一 个 在 空间 BA) 中 多 玩 式 系 是 完备 的 ， 
加 在 非 Carathtodory 区 域 A 上 的 一 个 充分 性 判别 法 。 这 里 我 们 
介绍 及 xkp6anae 的 工作 “9, 它 的 充分 性 判别 法 与 Hlarrasa 的 
必要 性 判别 革 是 一 致 的 91, 


设 A 是 圆周 Iz 一 1| 一 1， 一 二 一 地 所 围 的 月 形 区 


域 ， 其 重点 在 “一 0， 而 和 是 位 于 As 内 且 拓 扑 等 从 于 As 的 月 
形 区域 ， 其 重点 也 位 于 x 一 0。 我 们 用 ir〉 表 示 吏 周一 ?与 
人 交集 的 线性 测度 ， 这 是 刻 划 月 形 区 域 和 在 重点 * 一 6 附近 的 宽 
度 。 从 前 面 的 定理 3 知道 ,条 件 


| i{r)dr = 一 C0 (5.38) 


是 多 项 式 系 在 空间 BXA》 上 是 完备 的 必要 条 件 。 

作 炎 p6atugH 在 对 函数 +r) 的 分 析 性 质 作出 一 些 假定 后 ， 证 
肯 这 个 条 件 也 是 充分 的 ,其 证 明 的 方法 是 用 Cauchy 积分 变换 法 ， 
这 方法 还 可 以 用 到 无 界 曲线 及 区 域 上 多 项 式 系 的 完备 性 问题 上 
去 。 在 证 明 有 zxp6ate 定理 以 前 ,我 们 只 补充 一 些 有 关 整 隙 数理 
论 中 的 Newton 折线 法 , 它 本 身 也 有 独立 的 意义 。 


f(s) 一 六 doz" (5.39) 
是 超越 整 喘 数 , 即 它 不 是 多 项 式 且 满足 
lim V lo 一 0。 (5.40) 


虽然 满足 条 件 (5.40) 的 序列 {;o。1} 很 快 地 趋向 于 零 , 但 是 其 变化 
规律 仍然 可 以 很 复杂 ， 现 在 我 们 构造 辫 函 数 fx) 的 控制 函数 ,使 
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得 其 系数 都 非 负 , 旦 满足 条 侍 (5.40)， 但 其 系数 变化 的 规律 就 比较 
正规 ， 此 时 控制 函数 与 原来 能 函数 f(z) 仍 有 一 些 公共 的 重要 特 
性 ， 这 样 的 方法 称 为 序列 的 正则 化 方法 ， 我 们 在 这 里 所 介绍 的 
Newton 折线 法 是 正则 化 方法 中 的 -一 种 。 有 兴趣 的 读 老 可 参看 
Maunenb6poiit 的 著作 sa。 序列 正则 化 方法 在 拟 解析 甬 数 理论 中 


有 很 大 的 应 用 . 
令 
C. 一 col,lnCe 一 一 8 |x! r, 
由 条 件 (5.40) 久 1， 
im se 一 十 cc ， (5.41) 


且 对 任意 的 +， 序列 C.r*， 妆 人 钙 到 零 ( 当 二 一 十 co 时 )。 央 此 必 
存在 最 大 项 ， 

(lr) 一 pkr 门 一 maxCor ， (5.42) 
它 被 称 为 范 数 j(z) 的 最 大 项 ,使 (5.38) 中 达到 最 大 值 的 * 可 能 有 
# 个 ， 但 必 是 有 限 个 ， 其 中 最 大 者 称 为 最 大 项 的 中 心 指 标 ， 记 作 
NCr) 或 NGCr， 门 . 


AKCr) 一 maxCar" 一 Cn Nn, 
9 


可 以 证 明 , N(x) 是 非 减 , 取 非 负 整 数值 且 趋 向 于 十 cof( 当 了 
一 十 co 时 ) 的 右 连 续 函 数 . 
事实 上 ; 设 n>r, 则 


r Mtr} 
CC Vir Nr 的 lr 1 
CF1) 一 Ir vcC pf ~>t (7 (=) 


~ Nis | en 
2 Carr 全 | Ys #4 
SE 


由 此 得 
(">C), 
邑 N(r) > N(r)， 此 外 , 若 NGr) 是 有 界 的 , 则 显然 有 
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br) mmaxCorn 一 Cr 一 Ofrt)， 


其 中 天 为 某 个 固定 整数 。 由 此 不 难 证 明 函 数 f(z) 是 一 个 多 项 式 ， 
这 就 违反 了 函数 f(x) 是 超越 整 函 数 的 假定 。 因此 NGCr) 十 co ， 
最 后 ,利用 
Cr DC "rr, 
令 rm 一 上 十 o, 得 到 
人 > Ci 
因此 由 NCr) 的 定义 得 型 
Nr + o) = N(r), 

此 外 ,函数 pkr) 也 是 非 减 ,趋向 于 十 co( 当 了 上 一 十 co 时 ) 的 右 
连续 熙 数 ， 事实 上 , 非 减 性 是 明显 的 。 若 沽 数 nlr) 有 界 , 则 容易 
推出 C,。 一 0,n 之 1， 即 1(z) 王 常数 。 最 后 ，u《r) 的 右 连 续 性 
可 以 从 N(r)》 的 右 连续 性 推导 出 来 . 

现在 我 们 在 《zx*,y》 平 面 上 考 碟 坐标 为 《zy8gs)》 的 点 4,s1 一 
0,1,2,…; 若 C。 = 0， 则 8。= 十 oO ， 此 时 不 考虑 这 种 点 ， 由 


于 (5.41), 线 段 04。( 见 图 ) 与 * 轴 的 夹 角 趋 向 于 村 , 即 其 角 系数 
趋向 于 十 oo。 


现在 我 们 利用 这 些 点 .4A,,n 一 0,1,**、 作 一 个 折线 , 使 得 所 
有 的 点 4。 或 都 在 此 折线 上 ,或 其 无 穷 子 序列 位 于 此 折线 上 ,但 其 
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休 的 点 必 在 此 折线 上 面 。 和 再 实 上 ， 设 吏 尖 十 co， 则 以 4 为 起 
点 , 负 ， 轴 的 方 咎 的 别 线 在 按 闻 时 针 改 变 方 向 时 必 伍 点 列 4。 中 
茶 个 点 相交 ， 将 让 逆 过 名 上 改变 方向 时 ， 首 先 与 4, 中 点 列 相 交 的 
点 沁 作 4 和 4,,-…"，44,,。 此 方 知 记 作 4 《由 于 (5.41), 这 种 交点 
只 可 能 有 限 多 个 )， 我们 取 指 标 最 大 的 一 个 ， 设 为 4;,，、 作 折线 
4， 轩 然 所 有 的 点 4 一 0,1,… 让 必 在 此 折线 上 或 在 此 
折线 能 二 而 ,然后 又 Ai 为 起 点 , 方 加 为 上 的 射线 再 按 六 时 针 改 
ee 4i4 保持 不 变 ), 又 会 再 一 次 地 与 序 询 A,(# 一 站 十 
i》 中 的 点 相交 。 做 上面 一 样 取 点 ;如 此 不 断 地 进行 ,就 能 够 得 
到 我 们 所 舌 要 的 折线 若 所 一 和 一 一 8 一 十 oo 但 8 去 
十 co ， 则 我 们 从 4 出 发 , 复 上 面 一 样 地 进行 若 碟 ,只 是 对 所 和 位 到 
的 折线 再 加 上 以 4， 出 发 平行 于 0y 轴 的 射线 , 这 样 我 们 仍 得 到 
一 条 具有 上 述 人 狂 质 的 打 线 。 遇 然 ,在 任何 信 况 让 ,折线 是 一 个 下 山 
得 线 ,此 折线 称 为 Newton 折线 或 Hadamard 折线 , 记 作 a(n， 
考虑 折线 上 所 有 具有 横 举 标 为 二 的 点 Gs,,n 一 0,1,"…-， 若 
08s 闫 十 0 ， 则 令 Gu 一 十 on 一 
0,1,.…,P 一 ]。 显 然 有 
G, San 01,2,.++， 
且 在 无 穷 点 询 上 柜 等 , 即 
I | en 0,1,2,..-, 
考 莫 部 数 
wr zr(1 门 ) 一 SY eer, 
它 是 函数 f(x) 的 控制 函数 ,上 时 x(w) 一 x(j)， 
现 三 我 们 证 明 函 数 f(x) 的 最 大 项 ar)。 最 大 项 的 中 心 指 
标 Ar) 与 函数 w(r,xf( 肪 ) 的 完全 一 赃 ， 且 可 以 通过 几何 方式 


表示 出 来 。 由 《5.42) 得 
lnpfKr) 一 maxflnCi + nlnr) = max(nlnr — 2,) 
nx0 Ld 


一 —min(g, — xinr), {5.43) 
">0 
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沙 虑 斜率 为 inr 的 直线 ， 其 中 mm < 上 < 二 十 oo 为 任 艺 数 ，r 为 
某 个 固定 数 , 必 存在 一 条 直线, 它 与 x(f) 的 顶点 相交 , .可 能 交 于 
多 个 点 , 且 此 直线 下 面 没 有 序列 (#,G,) 及 4。， 中 点 。 设 此 直线 
与 折线 的 交点 为 《x,Gs), 坟 所 # 和 而 共 中 有 些 Go 一 gts 吕 
在 这 一 段 上 有 点 (m4y844) > 扫 册 扫黄 容易 看 出 ， 此 直线 与 》 
轴 坦 交 的 纵 坐 标 为 
C, 一 zlnr 一 5 一 mlnrsl< 委 天安 疙 
而 通过 点 〈z;,G。) 以 Inr 为 斜 亨 的 直 线 与 》 轴 祖 交 的 纵 坐 标 为 
G。 一 njnr， 从 图 形 上 可 以 看 出 ,显然 有 
G.— nlnr > ga — nelnry# Wil < Ki 
因此 通过 点 (n,g8。) 以 inr 为 斜率 的 直线 与 ”相交 的 纵 坐 标 满 
足 
gs 一 ninr > gw 一 让 jinrs 

且 在 且 只 在 # 一 zx，1 所 上 入 1 上 达到 通 数 &。 一 rinr 的 最 小 
值 ， 因 而 议 数 lao1C,| 十 ainr 在 点 nn 一 4491 全 大 全 1 上 达到 最 
大 值 ， 

此 外 ,由 (5.43) 以 及 N(r) 的 定义 看 出 ， 

N(r)} nm, 

从 几何 上 来 看 , 即 以 斜率 为 Inr 的 直线 。 车 与 折线 气力 相交 时 ， 
且 此 直线 下 没有 折线 上 的 点 , 则 交点 的 最 大 模 坐 泳 等 于 Ntr)。 芭 
过 来 ,容易 看 出 ,对 于 折线 x(f》 上 的 任意 顶点 ， 必 存在 上 使 得 此 
顶点 所 对 应 的 横 坐 标 是 函数 x(r)〉 的 中 心 指标 ， 从 上 面 的 讨论 
容易 看 出 ,函数 f(x) 与 wlr ,x(f)) 的 最 大 项 与 最 大 项 和 的 中 心 指 
标 是 一 样 的 . 

现在 用 G。 来 具体 计算 zlr) 与 NCr) 的 值 ， 显然, ztf) 上 
相 邻 两 点 (4 一 1,G._1),《n,G,) 的 和 斜率 为 G, 一 G41 令 

R,™ Ea Gn—i, 

因为 G。 一 G,_! 是 单调 上 升 且 趋向 于 十 co ,因此 R,1 十 o0，。 

若 Ge 关 廿 oo， 即 Co 关 0， 出 
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ee a (5.44) 
Ca 


若 G 一 0 一 一 6 一 十 co， 人 G 关 十 o， 即 Co 一 C， 
一 CC 天 0， 则 
co 一 Ri Ro Re, n= pili, (5.45) 
Ce 
比较 冬 举 in” 与 折线 糙 率 G。 一 G。:， 风 比较 与 ecocw-: 一 
R,、， 容 易 得 到 


R Er < Rants (5.46) 


plr: 


且 当 Co 天 0 时 


nCr)y 一 人 一 ec-ENITDYAND oo pONcryr Nr) 


CirMn 四 
RR oe 
而 当 CC 一 Ci 一 .Cu 一 0C, 关 0 时 ， 
Ar) Car ¢ NN ND = eT NN 
_ CrRn {5.43) 
Ro,+i > R,:.2°* “Rt 
希 入 指出 ， 在 这 种 六 沉 下 ，7,N(0) 一 p， 由 此 看 出 ，NCr) 是 右 
连续 ,分 自 取 厘 负 整数 值 的 单调 上 逢 趋向 于 十 训 的 莲 数 ， 

反 过 来 ，Yaliron 证 腿 ， 任 给 一 个 右 连 续 , 分 段 取 整数 值 的 单 
疝 上 升 凋 煞 玉 (r),r >0， 下 以 构造 一 个 整 六 数 g《z), 其 中 心 指 
标 为 HC7). 事 宗 上 ,考虑 其 折 有 的 间断 点 ,将 这 些 则 断 点 记 作 RR,， 
切中 指标 六 是 入 公式 (5.46) 来 编号 , 其 中 取 NGCr) 一 H(r), 一 般 
地 涪 , 指 标 f 只 环 自 然 数 光一 个 子 序列 ,因此 补 .上 一 些 Rj, 它 的 值 
是 票 来 Ri 中 的 值 ,并 保持 (5.46) 不 变 , 且 全 部 {Ri} 与 全 部 {R,} 
中 髓 标的 全 作 站 企 体 自然 数 ， 己 全体 自 然 数 除去 前 面 有 限 多 个 自 
然 数 。 这 栏 一 来 ,我 们 就 得 到 了 数列 ; 

DRSER TERR,1+0， 当 H(0)~ 0 了 时， 


下 
< Ro Rn RR 十 0, 当 H(0)==0 时 ， 
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利用 数列 {R。} ， 可 以 按 (5.44) 或 (5.45) 来 确定 所 有 的 G。 以 及 按 
〈5.47),(5.48) 来 确定 函数 x《r)， 其 中 NC(r) 一 Hl+), 县 Co 及 
Cs, 是 任 取 的 正 数 。 利 用 es" 构造 整 水 数 R(x): 

RD = Becose 


三 人 0 


( 当 H(0) 一 p 关 0 时 ,前 ?的 系数 为 零 )， 显然 , 整 函 数 RCz) 的 
最 大 项 即 是 我 们 所 构造 的 x《r), 最 大 项 的 中 心 指标 如 是 HCr)。 

如 果 对 于 上 面 所 构造 的 {R,} 的 方法 不 大 习惯 的 话 , 则 可 以 
用 下 面 的 方式 来 构造 

设 0<Ki 过 KK 一 … 一 帮 ,一 … 是 函数 BCr) 的 刀 茎 点 ， 
其 右 端的 极限 值 对 应 地 为 es 一 1,2,-……,a。 为 非 负 整数 ， a1 
十 co。 

HClr)— os Ks Er < Ken 
u(r) — Le) we 


rh KeraKe me Reon? 
K, Sr Kn™ 0,1,.., 
其 中 当 C0) 一 0 时 , 取 mw 一 0, 而 &《ro) 一 C， 是 任意 正 数 , 且 
Ri 一 已 一 -一 R 一天， 
Ran™ Roan™— = Re = Ks 
当 H{0) 一 p 关 0 时 , 则 取 
mm fp, 本 二 


是 任 章 正 数 , 且 
Rp nt ks 
Rts 一 Ro eR, = Ks 
这 样 一 来 ， 就 确定 了 全 部 {R,}， 以 后 的 讨论 就 与 上 面 完 全 一 样 
Es 
现在 我 们 证 明 最 大 项 nlr) 与 最 天 项 的 中 心 指标 NCr) 之 阅 
的 一 个 关系 式 。 
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引 理 3 对 任意 的 +。 之 0， 当 r 之 fo 时 ,有 
in pCr) 一 ie 人 ro 十 | ‘Ma (5.49) 


证 不 妨 设 Co 关 0， 若 Rom 过 5 则 因为 当 Ry 二 :< 
RN 时 ，No 一 N， 因 此 有 
al NO ,~ NinRan ~ In Re. (5.50) 
RN N N 
显然 , 当 Rw 二 Ro 时 ,5.46) 也 成 立 ， 基 此 
Po di 1! RN ， RN ..R; R, 


-R I Nl RN Ri 及， 
RNY! 
Ry-1* “Ri, 
若 Ry Er < Ryn, 则 有 
Lr NO , EA r™ 
| : 一 Ni 六 ny 

因此 就 有 

[ 立 NC dt = In r™ 

R RN - 玉 ” 


由 此 容易 证 明 , 当 +r, 之 Ri,rf 之 R, 时 ,《5.49) 成 立 ， 

当 0<r 过 Risr 之 r， 时 ,也 易 证 月 (5.48) 成 立 。 

车 Co 关 0， 即 NC(0) 一 4 时 , 则 容易 看 由 ,(5.48) 中 的 r 可 
以 取 为 零 。 

引 理 3 证 毕 . 

现在 利用 上 西 的 引 理 来 证 明 另 一 个 引 理 ， 后 者 在 遭 近 论 上 是 
起 了 很 大 作用 的 。 

设 实 函 数 pkr) 定义 在 半 射 线 [a, 十 00] 上 ,其 中 oe 之 0, 且 
当 r 充分 大 时 《rz 之 +,), 可 以 表示 为 


par ) 一 polro) 十 | CAO di, (5.51) 


其 中 函数 wD) 之 0 县 人 十 co。 太 ee ee 
记 作 por)€ 4， 若 pelr+)€ 4, 则 对 任意 户 然 数 x, 存在 积分 
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P+ 
1 二 | e Piripsgdr, H = O12 :eo {5.52) 
i 


事实 上 ,对 任何 *， 必 存在 rm， 使 当 rf 之 ?i 时, w(r) 守 8 十 2， 
由 此 以 (5.47) 推 出 , 当 * > mm > r。 时 ， 
Plr) 守 c++ 2)nr, (5.53) 
其 中 * 为 常数 。 由 (5.49) 就 容易 推出 积分 (5.49) 收 敏 ， 
著 志 项 数 


和 5.54 
-me (5.54) 
它 类 似 于 整 函数 中 的 最 大 项 。 容 易 看 出 ,函数 T(r), 当 r 守 0 是 
单调 上 升 函数 。 

若 TGr#) 关 十 co， 则 TGr) 一 十 co。 当 > 之 r 时 ,只 要 研 
究 T(r) 在 [0:r*)》 上 的 变化 就 够 了 。 

完全 像 在 前 面 对 整 曙 数 的 最 大 项 所 进行 的 讨论 一 样 ， 可 以 证 
明 ，7(r) 是 非 减 . 右 连 续 函 数 。 

这 个 函数 是 OeTpopckH# (Ostrowski) 引进 的 2， 它 在 牙 数 
有 逼近 论 ,在 氟 解 析 函 数论 上 起 了 重要 的 作用 。 

下 面 我 们 将 对 函数 T(r) 的 下 界 作出 估计 。 这 个 估计 式 是 通 
过 表 数 akCr)》 来 实现 的 ,在 证 明 中 需要 充分 地 用 到 函数 mkr) 的 
特性 。 

引 理 4 存在 常数 as > 9， 它 不 依赖 于 r+, 使 当 r 充分 大 时 ， 

In T(r) 2 oplr), (5.55) 

证 ”我 们 要 估计 my, 的 上 界 ， 现 在 设法 使 (5.48) 中 的 被 积 陋 
数 与 菜 一 个 整 函 数 的 最 大 项 相 联 系 ， 而 此 最 大 项 的 估计 式 又 与 活 
” 数 plr) 有关， 这样 就 能 实现 要 求 ， 


用 NGC) 表示 函数 六 Ce) 在 + 之 rolr, > ea) 时 的 整数 部 
分 ,因此 它 是 一 个 右 连 续 、 单 调 上 升 、 赵 向 于 十 co 的 函数 。 不 妨 认 
为 , 通 数 NG) 在 整个 正 实 轴 [0, 十 cc) 上 具有 这 些 性 质 。 

根据 上 面 提 到 的 Valiron 的 结果 ,存在 整 申 数 
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9g(z) 一 bp dx" ,ds > 0 ,nm 0,1,..., 
使 得 Cn 是 其 最 大 项 
m(r) 一 maxd.r", 
的 中 心 指 标 , 则 由 引 理 3 知 ， 
Inm(r) ~— ln m(r,) + Ma. (5.56) 
出 于 
oO NO + A Sol) <1, 


因此 ,对 于 画 数 二 po(r)， 从 (5.51) 可 以 得 到 下 列 估计 式 ， 


1 = 1 ("w(t) 

了 polr) po re) 十 ; (< dt 

PE 
ft 鲁 


区 过 par 十 二 
因而 有 


pr + Ma plr) 


委 二 (ro) 十 la 二 十 一 (5.57) 
rr 


比较 (5.56) 与 (5.57) 后 得 到 
inm(r} CO— lnm(ro) 十 六 Por) < 村 Pr) 


< inrrkr) 一 inmfro) 十 polro)+ in 2 
To 


因此 , 必 存 在 两 个 常数 c, 与 cel < 《不 依赖 于 r+、 以 后 把 常 
数 记 作 ci 一 1,2,-…)、 使 得 


ein 5.58 
Ep We 


因为 对 于 任意 的 = 之 1,m(r) 写 dr"， 因 此 由 (5.58) 的 右边 
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不 等 式 可 以 得 到 m, 的 上 界 估计 式 : 


Ma ha earzadr < 全 人 esnar 
和 d, 把 
一 -dd 产 0， (5.59) 
de 
因此 
T(r)> 6 maxY es {5.60) 
中 


用 E， 表示 [1, 十 0) 上 的 点 7 的 集合 ,使 得 


mr) oe maxdor’; 
nol 


用 E， 表示 E, 关于 [1, 十 oo) 的 余 集 ， 
因此 


m7) 一 maxdisr "sr € Es 
mr)— maxdis ir™ sr € E,, 
由 (5.60), 当 re BE 时 ,可 以 得 到 
TKr) 之 or maxV dr = ciVm(r), 
因此 从 (5.58) 的 左边 得 到 
inT(r) > cy 一 lar 十 pr), 


利用 (5.53), 取 0<o 过 pe 当 r 充分 大 时 ， 就 可 以 得 到 (5.55), 
当 re E, 时 , 像 在 得 到 (5.59) 时 一 样 ,可 以 得 到 


€ 
iin 安 一 = 
了 再 一 了 


因此 有 
TCr) 之 er maxy dm” 


一 cortmaxV dr eV roalr), 
完全 像 上 面 一 样 也 可 以 得 到 (5.55)。 
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引 理 4 证 毕 。 
现在 我 们 再 介绍 由 Carlemal 所 得 到 的 一 个 唯一 性 定理 ， 这 
是 在 让 下 一 个 定理 时 要 用 到 的 ,我 们 用 引 理 的 形式 写 出 . 
引 理 5 〔Carlemantsaten) 设 函 数 其 zy 在 右 半 平面 Re zs>0 
和 解析，Re z 之 0 上 连续 。 若 函数 Hx) 满足 下 列 三 个 条 件 : 
1 它 在 右 半 平面 上 的 增长 不 高 于 一 个 指数 型 整 函数 ， 
f(z)] < 之 Aer! Re 2 0, 


其 中 4 与 9 为 常数 。 
29 
[K+ < gly > 0 +0), 
$9 
| 呈 2o dy 一 一 920 
oo 1 十 拓 , 
则 fz) = 0。 


证 若 fx) 兰 0， 则 根据 已 知 的 Carleman 公式 (类 似 于 
Jensen 公式 ,可 参看 文献 .81]), 我 们 有 
1 r 
0 去 3 人 从 jcos BA 
Al:. 3 i8y1 ec 
< 二 | sa1fCRe )| cos Gd0 


友 


1 全 2 1 i 
二 二 al)NIK-5)1. (二 一 直 ) +00) 


四 
< 


一 1 ++ {+ 0(1), (5.61) 
其 中 fie 是 函数 fz) 在 区 域 80<d4< 1z1 过 R)N 
Re z 之 0} 内 的 零点 ， 
由 条 件 1° 容易 得 到 
i — OC(1)., 
由 条 件 2* 及 3° 得 到 
<L WE 要 号 )2 dy 


Zir -4 


* 1l5* 


< 工人 (0- 后 ) 下 全 由 + 0(1) 


《认为 当 Y 守 2 时, ply) < 1) 


<+| 沪 . ey +0(D)<~—%, 
这 显然 是 与 (5.61) 相 矛盾 。 引 理 5 得 证 。 

现在 我 们 证 明 下 询 的 重要 定理 . 

定理 8CJxp6a0ise“”) 设 入 是 月 形 区 域 ,其 重点 为 < 一 0 且 


位 于 圆周 lx 一 1| 一 1 及 二 二 = 所 国 的 月 形 区 域 Au 


中 .用 闪 >》 表 示 圆 周 |*| 一 + 与 月 形 区 域 A 交 集 的 线性 测度 ， 
设 Kr) 一 。?"n， 其 中 函数 rp《r) 存在 且 单调 地 趋向 于 一 c , 则 


| llr)dr 到 一 20 {5.62) 
是 多 项 式 系 在 A 上 ,在 按 面积 平均 通 近 意义 下 在 空间 BA) 上 上 是 
完备 的 充分 条 件 ， 


证 ”从 泛 函 分 析 中 定理 知道 ， 若 对 任意 二 个 函数 glx) € 8B? 
(A) 与 所 z)e BX 人)， 引 进 内 积 


(gs)) = | aray, 


五 


则 BxXCA》 是 一 个 Hilbert 空间 ,其 中 任意 一 个 线性 泛 函 1(8) 可 
以 表示 为 
1C8) 一 {fe Fa) drdy, Fs) € FCA). 


根据 Hahn-Banach 定理 ,要 使 多 项 式 系 在 空间 BA) 上 是 完备 

的 充 要 条 件 是 对 空间 8*A) 中 任意 一 个 线性 泛 函 18), 若 由 
ICz") —0,#= 0,1,2,-..*» 

可 以 推出 
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ee = 0, gE€ HKA), 
Is") = J srdzdy 一 0 省 一 0,1;2， se BAA), (5.63) 
能 推出 jz) 二 0 就 金 了 
为 此 ,车 虑 Cauchy 积分 变换 


rw ~- | dEdnt — ++in, {5.64) 


将 它 的 Cauchy 核 在 无 穷 远 点 展开 为 Laurent 级 数 。 从 (5.63) 容 
易 看 出 ， 当 ‘zi > 1 时 ，F(w) 解析 月 F(tz) 三 0、 因 比 就 有 时 
区 域 A 的 余 集 中 包 有 7z 一 % 的 构成 区 域 A。 上 F(?) 室 0. 现 
在 我 们 要 证 明 ,在 闭 区 域 A 的 余 集 中 不 包含 有 = 一 % 的 构成 区 
域 A, 中 F(z) 一 0. 

利于 当 r 一 0 时 ，rp《(r) 单调 地 趋向 于 一 co ， 且 人) 一 
。 7 满足 条 件 《5.62), 因 此 可 以 像 在 得 到 (5.53) 时 一 样 可 以 证 明 ， 
在 (5.64) 中 可 以 在 z 二 0 处 积分 号 下 求 导数 ; 


FO0) 一 " Ee dédy = 0,n=0,1l,..., (5.65) 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 利用 当 x&€ AA。 时 ，F(z) 0 而 得 到 的 。 
由 于 有 Ce 
1 £* 2" 
i + i 
a 
因此 根据 (5.60), 对 于 区 域 A， 中 的 解析 函数 F(z)， 下 列 的 表示 
式 成 立 : 
ro 人 i 


人 人 一) Sd +°"*s7€ A 


我 们 只 考虑 贺 | 内 的 *。 显 然 , 当 5e A 时 ， 


收 一 #| 之 ear > 0 


1 


国 而 在 加 | 一 二 | < 十 上 ,对 任意 的 m 利用 fs) e BA 


就 得 到 
PCa)i < odsl" i dé dy 
[人 si 1 | 1 
< colz| | 证 ， 上 | < + (5.66) 


令 ww 一 二， 区 域 A 就 变 为 wv 平面 上 的 区 域 D, 它 显然 位 于 半 平 
面 Rew 之 小 上 ,向 区 域 :一 | 一 二 变 为 半 平 面 Rew > 2. 
因此 ， 函 数 FCw) 一 F(t) 就 在 半 平 面 Rew 法 2 上 解析 , 且 由 
(5.66) 得 到 其 估计 式 : 
Ee | 19 1 
LEC2 pA fh doij ， 
5 和 (5.67) 
容易 证 明 , 半 径 为 + 的 圆周 1w| 一 * 与 区 域 也 相交 的 线性 测 
度 为 


未 
— pF -ler —ptty 
e 会 e 各 


; wy GD -一 1 机 1 
tpoCt) |: z (+)+2). 
出 二 rp (r) 单调 地 趋向 于 一 ce， 因此 :pol?) 音调 地 趋向 于 上 十 co ， 
即 pkr)》 有 积分 表示 式 人 5 51), 其 中 wt) 一 tpolt) 守 4，1 十 吕 ， 
除 此 以 外 ,还 有 


上 | p(t )w 一 Cplr) 十 2lnr)dr 


其 中 


= Cl 十 . | plr)dr = Ce 一 | axr?ar 一 二 00。 (5.68》 


由 (5.67y 推 出 , 当 Rew 之 2 时 ， 
et9。 


+ 各 
FC)| el erieay } pa 


ni2n 
其 中 mz 由 公式 (5. 和 2) 所 确定 。 出 于 # 的 任意 性 , 可 以 得 到 


| PCe)| 和 一 全 一 ，Rew > 2. 


利用 引 理 4, 当 Rew 守 2,|w| 充分 大 时 ， 
IF(w)| < case pol (5.69) 
其 中 z 为 某 个 正 数 。 
比较 (5.69),(5.68) 与 Carleman 定理 ( 邵 这 里 的 引 理 5 中 三 
个 条 作 , 可 以 推出 
Fi(w) 二 0, Re zz 六 2 
即 
F(z) Dn 0, 


< 


因而 在 A, 上 ， 
F(z) 一 0， 
由 此 任 取 一 点 a € A,, 就 有 F(a) 一 0. 即 
)- (jaya 0 0 (5.70) 


一 


『 攻 ng = 一 一 一 党 号 ee 1 本 
和 用 $4 中 定理 4 函数 系 和 2", 25} "一 0,10， 
1,… 在 空间 8《A) 中 是 完备 的 , 即 8《A》 中 任意 一 个 函数 可 
以 在 空间 BXA》 中 被 函数 系 cr 二- 中 函数 的 线性 组 合 
来 汤 近 ,再 根据 Hahn-Banach 定理 ,由 泛 函 作用 在 这 个 函数 系 中 
每 一 个 函数 时 ,取信 为 零 ( 见 (5.63) 及 (5.70))， 可 以 推出 这 个 泛 函 
恒 为 罕 , 即 f(z) = 0 定理 8 证 毕 。 

注 1 前 夯 已 经 齐 过 ,只 要 区 域 A 的 边界 满足 larnase 定理 
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《 见 本 节 定理 3》 中 的 条 御 ， 则 条 件 (5.62) 也 是 多 项 式 系 在 空间 
8A) 中 完备 的 必要 条 件 。 

需要 指出 ， 在 文献 [100] 中 ， 当 考虑 加 权 一 致 盐 近 时 ， 若 把 
e /0 看 作 权 函 数 , 则 对 区 域 A 的 边界 不 需 加 上 分 析 条 件 , 也 可 以 
证 明 ， 条 件 (5.62) 也 是 多 项 式 系 在 加 权 一 致 逼近 意义 下 的 必要 条 
件 。 那 里 是 先 证 得 了 加 权 一 致 逼 近 的 结果 ,然后 再 导出 IIarmaH- 
用 Kp6amag 按 面 积 平均 逼近 意义 下 的 结果 , 因此 可 以 在 空间 
B?《A), P 之 0 中 来 考 起 .用 本 书 上 方法 ,我 们 也 可 以 得 到 在 空间 
BA), 1 中 的 结果 。 

注 2 若 Carathéodory 区 域 和 A 不 是 位 于 区 域 |z 一 1| 之 1 
中 ， 而 是 位 于 茶 个 角形 区 域 中 ， 则 用 保 角 变换 可 以 化 为 这 里 的 情 
况 , 只 是 海 条 件 (5.62) 换 成 男 一 个 依赖 于 此 角形 区 域 宽度 的 积分 。 
在 此 ,我 们 就 不 准备 详细 讨论 了 . 

如 果 考 虑 男 一 类 典型 的 非 Carathtodory 区 域 ,如 单位 圆 |z| 
<1 中 除去 剖 线 [0,1) 后 的 区 域 ,显然 这 里 不 能 考虑 8 人 XA) 中 一 
近 , 因 为 BX《A) 与 HX《1z| < 1) 中 的 范 数 是 一 样 的 ,但 削 数 f(z) 
€ BA) 或 f(z) € HK|zi < 1) 却 有 很 大 的 差别 、 在 这 种 情况 
下 ,可 以 考虑 可 权 一 致 逼近 ,其 中 权 函 数 与 点 z 到 割 线 之 向 的 距离 
有 关 。 有 关 这 方面 可 以 参看 IUaraaye 的 工作 4 或 09,0 


$6. 无 界 集合 上 的 逼近 


在 实 变 函 数 逼 近 论 中 知道 ， 我 们 不 能 提出 在 实 轴 上 用 多 顺 式 
进行 一 致 静 近 的 问题 ， 也 不 能 提出 在 实 轴 上 用 多 项 式 进行 平均 融 
近 的 问题 ， 早 在 1924 年 BepRIuTeiiH 《Bernstein)"" 就 提出 了 下 
列 形式 的 加 权 一 致 带 近 问题 设 A(x) 是 实 轴 上 定义 的 非 负 值 函 
数 , 且 对 任意 的 自然 数 # 满足 ， 


lim Pix)x” = 0, 
时 一 士 梧 


考虑 在 所 有 实 轴 上 连续 , 且 满足 
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fn A 一 0 
的 国 数 Kx) 所 构成 的 集合 CfA(e)]。 试问 ， 若 要 多 项 式 系 在 
实 铀 上 ,在 空间 C[A<x)] 中 在 一 笋 逼近 意义 下 是 完备 的 , 即 
inf sup/ (x) |f(x) — PLx)| 一 0， 


-oe< 
fx) € CLACx) J, 

其 中 赴 确 界 是 对 所 有 的 多 项 式 而 取 的 , 则 加 在 权 AClx) 上 工 的 充 要 
条 件 赴 什么 9 Bepanrmeie 不 对 权 (2) 的 分 析 性 芯 作 了 一 些 限 制 
后 得 到 了 完备 的 充 要 条 件 。 以 后 很 多 数学 家 对 这 个 问题 作出 了 深 
刻 研 究 。1956 年 Meprersa 彻底 地 解决 了 这 个 问题 ( 见 文献 [96] 
或 Axesep 的 文章 中 )， 辣 时 人 们 也 有 兴趣 地 来 研究 复 平面 的 无 
界 曲 线 或 无 界 区 域 上 加 权 多 项 式 ~- 致 逼近 问题 。 在 这 方面 ![la- 
THHRHG29 4 与 所 xpGasate 都 有 深刻 的 研究 。 这 里 我 们 介绍 
及 炎 p6aaH 的 工作 。 

设 工 是 复 平 面 上 由 有 限 条 无 界 连通 曲线 上 Li, 1 委 主 委 对 所 组 
成 的 集合 ， 而 每 一 条 连通 曲线 都 只 可 能 有 有 限 个 延伸 到 无 穷 的 分 
支 ， 集 合 世 兵 有 下 面 二 个 性 质 。 

1” 它 不 包 有 圈 圈 ， 这 表示 工 的 余 集 的 构成 区 域 都 是 无 界 又 
域 , 且 在 平面 的 任意 一 个 有 办 部 分 是 可 求 长 的 ， 

2° te yd de liem, 


且 每 一 个 区 域 C， 相应 地 部 包 有 一 个 幅度 为 一 > 1 ,<i+o0 


的 直线 角 An 
设 在 过 上 定义 了 一 个 实 连续 函数 p(z) ， 当 |z! 充分 大 时 , 它 
清 足 
pO) > pz) 一 AD) 二 | Oa, C6.1) 
其 中 。 为 常数 ,函数 ol) >> 0*a(O 1 十 co。 这 表示 函数 pv(7) 是 
lar 的 凸 函数 , 相 糙 地 说 ,出 于 


St 一 rr — Ar)t +, 


aa 22 。 


因此 plz?) 是: 的 耳光 数 ， 
设 C[e ?3] 是 志 上 的 连续 函数 类 ,其 中 每 一 个 函数 做 z) 在 
IL 上 连续 且 满 足 
lime-r f(s) 一 0。 


Fo 


像 前 面 一 样 , 可 以 证 明 
z"€E Cle ?2], n= 0 
若 对 水 数 类 Cfe **] 引进 范 数 ， 
LI 一 supe 7 "f(s)!, 
则 容易 证 明 ， 函 数 类 Cle ?1 是 一 个 Banach 空间 ， 由 泛 函 分 
析 中 表示 的 定理 可 知 ,此 空间 中 任意 一 个 线性 泛 阔 1[f(x)】 有 下 
列表 示 式 : 


7[fCs)] = | “efCDde(e)， (6.2) 


其 中 少数 gl(o) 是 曲线 上 上 弧 长 为 o 的 有 益 变 差 函 数 (这 蜂 , 在 L 
的 每 一 条 构成 曲线 L， 的 每 一 个 分 支 上 适当 取 一 点 作为 弧 长 的 起 
点 , 且 如 果 必 要 的 话 , 可 以 认为 张 长 也 可 取 负 值 ), 即 


四 


), tdgCo)) < 一 十 oo， (6.3) 


我 们 也 有 类 似 于 $55 中 引 理 4 的 引 理 。 
引 理 1 设 函 数 per) 满足 条 件 (6.1), 令 
一 supe Pi 7r* (6.4) 


( 若 函数 pplr) 在 1 所 > 生 处 没有 定义 , 则 可 以 开拓 过 去 , 仍 使 
满足 条 件 (6.1)) 及 
T(r) 一 sup (6.5) 


则 存在 常数 o, > 0, 使 得 当 r 充分 大 时 ， 
la T(r) 2 opolr). (6.6) 
证 容易 看 出 , 在 (6.4) 中 ,代替 a， 可 以 考虑 任何 的 正 实数 
， 即 考虑 
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8 一 er 
4 < 委 51， rT 所 和 r 之 1， 
因此 对 任意 + 之 0 得 到 


1r) 1 rt 1 r: 
TIKr) 关 一- 关 一 二 一作 有 6.7 
| J r 5S. r 5S, $7 


此 外 ,我 们 再 证 明 ， 对 任意 ri 关 1， 必 在 在 数 与 关 0， 使 得 
3 一 ern, 《6.8》 


事实 上 ,我 们 有 
in 5, 一 Sup(Grlnr — polr)) 
一 sup ex — pe’)), 


因为 poLr*》 是 下 凸 曲 线 ,因此 在 给 定 了 六 后 ， 对 于 二 nr， 
可 以 考虑 曲线 y 一 pve*) 在 点 (xi,Po《e"')) 处 的 雪线 ， 其 斜率 
记 作 nn。 现在 我 们 来 证 明 ， 


inS, 一 lnmaxrie tl = max(nzx — pole*)) 
rzl ab 


= x1 — pe 
证 阴 的 方法 与 在 34 中 证 昭 引 埋 4 的 方法 有 些 类 似 。 考虑 直线 族 ， 
yy 二 x 十 下. 
如 果 此 直线 族 通 过 点 《X,po(e*)), 则 此 直线 为 
y= r+ (pe) — iX¥), 
因此 它 与 ? 轴 交 点 的 纵 坐 标 为 pKe*) 一 aX。 特 别 地 ， 若 此 直线 
通过 点 《zypke2))， 则 和 与 》 轴 交点 的 纵 学 标 为 Pel e751) 一 nzi。 
从 下 西 曲线 的 性 质 容易 看 出 ,对 所 有 的 X 完 0， 
pre*)— nnX pee) 一 fi 
这 就 证 明了 上 看 的 结论 (6.8)， 
这 样 ,对 任意 的 r,.， 取 网 才 作 出 的 ， 由 (6.7) 就 可 以 得 到 
TI(7) 之 2 


至 根据 (6.6), 对 任意 的 ri 之 1, 就 有 
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lnpTiKrD 宕 Pr) — nr 
利用 zkr) 的 性 质 (6.1) ,容易 证 明 (6.6) 成 立 ， 且 可 取 o 为 任意 
一 个 小 于 1 的 正 数 。 
引 理 1 证 索 。 
现在 来 证 明 下 列 xp6amns 定理 . 
定理 1 (J1xxp6aumat) 在 上 述 的 条 件 下 , 若 
三 从 喧 dr 二 = 二 ow = max(os as) (6.9) 


则 多 项 式 系 在 二 上 ,在 空间 C[e™* 3] 上 是 完备 的 , 即 
inflf C2) 一 Ps)1 一 0， 
其 中 下 确 界 是 对 所 有 的 多 项 式 P(*) 而 取 的 . 
证 根据 泛 户 分 析 中 的 Hahn-Banach 定理 我 们 知道 ,为 了 要 
证 明 这 定理 ， 只 要 证 明 对 于 空间 Cle-*?] 中 的 任意 一 个 线性 泛 
项 101), KE cle e's], 由 1x*] 一 0， 和 0,1:2，…， 能 推出 
1 = 0 就 够 了 .利用 空间 Cfe ?1 中 线性 泛 欧 的 表示 式 (6.2)， 
只 要 从 
所 xz ) 于 | oz 人 o) 0, 4 一 0,1,2,… (6.10) 


推出 函数 gCo) 在 工 上 几 平 处 处 为 常数 即 可 。 其 中 函数 g(ao) 满 
足 条 件 《(6.3)。 因 此 ,这 里 就 假设 (6.10) 成 立 ， 
像 前 面 一 祥 ,考虑 Cauchy 积分 变换 ， 


Fo Ee a 


它 表 示 一 个 在 不 同 区 域 G,, 1 所 i 所 m 上 的 和 解析 函数 。 现 在 要 证 
明 , 当 zg€G; 时 ， Fl) 四 0， 其 中 I? 之 功 ， 
同样 将 Cauchy 核 表 示 为 


ee 


因此 ， 由 条 件 (6.10)， 当 ze Gi 时 ,1<<i 去 m， 对 任意 的 ss 守 0， 
我 们 有 
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er ie 


IF 0! = | ,Ey elo) 
1 C 一 25 二 | 
< 局 :| Ts ldgCo)l, 


现在 石 :区 域 G; 的 直线 触 Ai 内 部 ， 再 取 一 个 具有 同样 幅度 
的 直线 角 AY， 则 当 z EA#,5 到 工 半 ,有 1s 一 $I 之 cr 之 了 , 因 
此 用 记号 (6. 科 ,再 利用 (6.3), 就 可 以 得 到 
[FE + Se os ,rE AF,1EIiEm, 
!z|* 1zi® |z|。 
因此 ,利用 # 的 任意 性 ,就 得 到 
[FO < es lo, ze At,l Si<m, 


EA 


Inax ‘ 
#0 


这 样 一 来 ,在 利用 引 理 1 后 ,就 得 到 
FU | SE cnerrpdrD，zeAyr， 1 Sim, (611) 
现在 设 角 A* 的 顶点 在 4;, 其 分 角 线 与 正 实 轴 的 夹 钦 为 7;. 
由 于 角 A} 的 幅度 角 为 因此 函数 w 一 [eii(z 一 4,)J" 就 


将 角 Ay 变 为 右 米 平面 。 这 样 一 来 , 当 Re w 守 0 且 1w| 充分 大 


时 ,由 (6.11) 得 到 lL 
[PCO ~ | FIC | < ene we tA 
和 PR (6 12) 
由 此 容易 看 出 
| dt 扩 一 5I {eA 二 Oc!1) 
0 [em ， 1 十 革 
一 一 oo， (6.13) 


其 中 最 后 一 个 等 式 是 利用 定理 1 的 菜 件 (6.9) 后 得 到 的 . 
这 样 一 来 ,比较 (6.12),(6.13) 与 Cartemen 定理 中 的 条 件 ( 砚 
45 中 引 理 5 中 的 三 个 条 件 ) 挫 出 
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Fi) 一 0，Rew 0. 
由 此 根据 函数 FLw) 在 G， 上 的 解析 性 ，1 二 1 乞 m 以 及 Ac 
C; 推出 ， 
Plz) a 0, z EG 1 SISm, (6.14) 
下 面 我 们 来 证 明 ， 利 省 (6.14) 就 可 以 得 到 冰 数 8Ko) 在 工 上 
几乎 处 处 地 为 常数 . 
不 妨 设 z 一 0eL， 则 作 变 换 w 一 二 在 此 变换 下 ， 集 合 上 
就 观 射 到 某 个 集合 L'。 它 是 由 有 限 条 在 w 一 0 处 有 重点 的 互 不 
相交 的 可 求 长 曲线 组 成 ,它们 全 体 的 余 集 的 构成 区 域 记 作 G; (这 
是 区 域 G， 在 映射 “一 过 下 的 像 ), 函数 glo) 变 为 函数 
g*(o), 其 中 of 是 L' 上 的 弧 长 ， 显 然 有 
{lta 1 = | ldo)1, 


因此 哨 数 
-el2) a 
1 ¢ dg {ou 
Se 
[4 tw 
w EC 1 SiSm, 
邯 


-#1 ’ 
Fw) 一 |， eeer(o 7 = 10， 


《一 如 
WEGi, Lim, 
由 此 在 每 一 个 区 域 Ci 内 取 一 点 ai, 利用 上 述 积 分 可 以 在 点 @; 处 
积分 号 下 求 微 商 ， 可 以 得 到 
te ed) (Co 
F's CD 一 人 十 DiI。 全 
nls2 ， 一] 2 贡 (6.15) 
此 外 ,由 于 z = 0€L， 因 此 F(0) = 0， 由 此 得 
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网 Draes(o 一 10， (6.16) 
现在 考虑 线性 泛 函 ， 

GL6] ~ |, eica(z)dsgr(o)， (6.17) 

其 中 (5) ELTfe te, 即 pt) 在 L 上 至 多 除去 点 5 一 0 以 
外 是 连续 的 ,及 

lme "et) 二 易 (6 18) 

我 们 证 明 , 空间 L'[e-55] 上 任意 一 个 肖 数 4(5), 一 定 可 以 被 

此 空间 牛 在 整个 此， 上 都 连续 日 在 《一 0 处 到 全 为 零 的 函数 


(5) 一致 刘 近 ， 事 实 上 ,由 于 (6.18) ,对 任 给 9 > 0, 存 在 “一 0 
的 邻 域 Ce0)， 使 得 在 .会 VC0) 几 工 上 上 成立。 


Ieeeg( et! < ER (C6.19) 
现在 定义 
bE), CEL'— Cs 
中 (7 = 40, 一 0, 
线性 函数 ，5E Cu 
对 由 (6.19》 显 然 地 有 
Ud Ce; 
因而 就 有 


td Nd PR 
对 于 藉 数 利用 $1 中 已 知 通 和 近 定 理 ， 它 能 在 L” 上 被 


函数 系 | 二 二 一 12 一 1,2，.…， 中 的 函数 


的 线性 组 台 一 致 逼近 。 由 于 通 数 。 “iz 在 L' 上 是 有 界 的 ， 因 


此 函数 4(5) 在 加 权 a: 意义 下 能 被 上 述 函 数 系 的 线性 组 
合 一 臻 逼近， 由 〈615) 与 《6.16), 再 用 Hahn-Banach 定理 知 


1] 三 0， 下 g*Co) 在 LL 上 几乎 处 处 为 常数 ,因而 国 数 g(o) 
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在 世上 也 几乎 处 处 为 党 数 ， 

定理 1 证 硅 。 

由 定理 1 立刻 导出 下 面 的 定理 ， 

定理 2 设 函 数 p(x) 是 定义 在 实 轴 上 的 实 连续 函数 ， 且 展 
有 定理 1 中 的 人 性质. 若 


1 p(x) dx = 21 
人 X 一 十 cc， (6.21) 


则 多 项 式 系 在 实 轴 上 在 空间 Cle “2] 中 是 完备 的 ， 
这 定 湿 的 原始 形式 是 属于 BepauiTetiH (Bernstein) 的 上。 
现在 研究 在 集合 工 上 加 权 平 均 逼 近 意 义 下 的 完备 性 问题 。 
设 集合 工 除 了 满足 上 述 二 个 条 件 外 ,还 具有 第 三 个 性 质 : 
3° 工 的 每 一 个 分 支 的 张 长 在 |*| 充分 大 时 ( 设 > 一 |z| 
之 ri 之 0) 是 1z| 的 单 值 话 数 , 且 


li—d pr) 


dol(zx) Meits dz, (6.22) 
其 中 对 是 不 依赖 于 z 的 常数 ,5 是 基 个 固定 常数 ,0 过 5 二 1, 且 函 
数 plz) 具有 上 上面 提 到 的 性 质 。 
满足 条 伯 3° 的 曲线 是 很 多 的 , 若 工 是 由 有 限 条 射线 组 成 时 即 
是 。 
我 们 用 Lr[e ?3] 记 作 二 上 的 函数 类 ,其 中 每 一 个 函数 f(z) 
满足 
| eol < 0 冯 和 (6.23) 


像 前 面 一 样 ,利用 (6.22? 容 易 证 明 xz*€ Lrte ?3],， nn 一 0,1, 
亩 ee 

我 们 有 下 列 加 权 平 均 殖 近 定 理 。 

定理 3 (Lxp6amsaet%) 在 上 述 条 件 下， 若 定 理 1 的 条 件 
{6.9) 满 足 , 则 多 项 式 系 在 L 上 二 在 空间 Ls[e"?" 1 中 是 完备 的 ,其 中 
p> 0,EN 


if ,end — pl) ldo ~ 0, p>0, 
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其 下 确 界 是 对 所 有 的 多 项 式 P(z) 而 取 的 ， 
证 ” 设 随 数 f(z) e Lr[e-r 路] 则 根据 定义 , 必 存 在 者 数 f(x) 
Efe rm]， 它 当 [z! 充分 大 时 为 堆 , 生 得 满足 
网 二 
由 cei — hl Hdo) SN hl < e, (6.24) 
共 中 上 为 任意 小 的 数 ， 
比 外 ,显然 所 有 的 连续 酒 数 在 工 的 任意 有 界 部 分 ,在 空间 Le 
[e-we5] 中 是 完备 的 ， 因 此 必 存 在 连续 函数 Cs)， 它 在 |z| 充 
分 大 时 为 零 , 使 得 满足 


{erntnts) — hd) Eh — Hs. (6.25) 


时 然 ， 有 (2z) ECEeiser ?中 ]， 因 此 由 条 件 (6.9) ,根据 定理 1， 
仓 在 多 质 式 0 z), 使 得 满足 
co 一 DO <e, zeEL (6.26) 
因此 , 当 p 宇 ! 时 ,由 {6.24),C6.25) 与 (6.26) 得 
村 一 外 委 全 一 癌 十 巡 一 再 十 是 一 2 


<2: + elf 一 get 


1 FUE) es 


1 
< 和 十 | e time) — Ql ldo | 


1 
a 一 人 一 各 Pt 由 
< 25 才 | < 十 (ul Pr dr] | 


/tm 8 ptr } 
< 20 +elat es (| e 0195 9 7) | 
ba 


一 26 十 cr5g。 (5.27) 
而 当 pg 过 1 时 , 涝 用 同样 的 沪 法 可 得 
li— Pe th f+ 0 
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< 25 十 a oT 
因此 , 利用 的 任意 秆 ,出 (6.27) 与 (6.28) 立 刻 证 明了 定理 3， 
从 定理 3 可 以 得 到 下 面 的 结果 。 设 无 界 曲线 拓扑 等 价 于 半身 
线 , 即 它 的 任意 有 界 部 分 是 可 求 长 的 日 不 分 割 平面 , 旦 位 于 其 个 测 
物 线 六 一 :aa (4 之 内 , 则 有 下 列 定 理 . 
定理 4 变 人 在 曲线 工 上 定义 的 实 连续 函数 p(x) 满足 条 件 
《6.1), 则 条 件 


Pe 2E 十 rg, (6.28) 


(2 dr 一 十 oo (6.29) 


是 使 多 项 式 系 在 L 上 在 空间 Lr[e-m*'] 上 完备 的 充分 条 件 . 
证 修 在 证 明定 理 ! 时 一 样 ,可 以 看 出 ,函数 F(z) 在 1zl 充 
分 大 且 位 于 执 物 线 y 一 2a{x 十 二】 中 时 ,成 立 估计 式 : 
IF(z)| SS cve wn), (6.30) 
其 中 o， 是 某 个 常数 ， 显然 ,函数 ，w 一 V z 将 抛物 线 
y= 24a (+ 十 了 | 
的 不 包 有 上 工 的 余 区 域 保 角 映 射 到 半 平 面 
Imw > a > 0。 


因此 因数 oCw) 一 FCw7) 在 半 平面 mw 之 上 解 折 , 且 满 
足 

1b(w )| < cwe 0), lwl 充分 大 (6.31) 
比较 (6.31) 与 (6.29) 可 知 ， 


《xn 


一 一 一 一 一 一 一 一 一 co， 


-= 1 十 生 
这 样 一 来 ,将 Carlemen 定理 1《 见 5 中 引 理 5) 应 用 到 这 里 的 半 
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ln 
十 四 


平面 二 就 立刻 得 到 
由 Ci 一 0，Jm < 


利用 wy 的 解析 性 就 推出 东 工 的 外 部 上 有 4$Cw) 圭 0。 以 下 的 
讨论 完全 与 前 面相 类 似 的 了 ， 

定理 4 让 毕 ， 

推 沦 ” 若 二 是 由 有 限 个 平行 的 直线 所 组 成 ， 则 在 定理 4 的 条 
件 下 ,多 项 式 系 在 工 上 ,在 空 站 Cle 2] 中 是 完备 的 ， 

事实 上 ,这 只 要 注意 到 可 以 找到 一 条 抛物 线 六 一 2oxya 之 0， 
使 得 它 包 有 工 在 其 内 部 即行 ， 

1Kp6awisa 还 在 各 种 曲线 以 及 区 域 类 鞋 研 究 多 项 式 系 的 完备 
性 问题 ,这 里 本 再 作 介绍 了 。. 

ULiarHaa 很 深刻 地 研究 在 各 种 情 加 下 多 项 式 系 加 科 一 致 逼近 
意义 下 完备 的 必要 条 件 。 下 而 将 爱 看 出 ， 刀 2kp6auge 的 充分 性 判 
别 法 还 是 必要 的 . 实际 上 ，Hiarkerm 本 和 他 得 到 了 一 些 充分 条 
件 ,但 是 只 是 在 一 级 近似 的 普 义 下 才 与 必要 性 条 件 相符 合 ”?) 


设 连 续 函 数 。“” 定义 在 射线 I。argz 一 士 二 上 ， 其 中 


= > 证 ， 且 满足 条 件 : 
imz"e Ps) = | 所 Se 
lmz er 六。 疡 Cel m2 四 (6.32) 
elo 
定理 5 老 
~ plre' 
dr < 之 二 +o， (6.33) 
r+ 


则 多 项 式 系 在 i。 上 ,在 Cle ?*'] 空间 中 是 不 完备 的 . 

证 反 证 法 。 设 在 条 件 (6.33) 下 , 多 项 式 系 在 l。 上 在 
Ctle ?7] 中 是 完备 的 , 则 对 任意 滑 数 和 (x) E CLe 221， 存在 多 
项 式 序列 {0,(z)}， 它 满足 


» i324 


lim maxe * lhle) 一 Cs 一 0， (6.34) 


由 此 得 到 
max 19.(2)| < Re， (6.35) 


其 中 多 是 不 依赖 于 = 的 常数 . 现在 我 们 利用 多 项 式 序列 {8,(x)} 
在 角形 区 域 边界 如 上 的 估计 式 来 导出 其 内 部 的 估计 式 .为 此 , 需 
要 有 积分 表示 式 ， 


通过 保 角 映射 ,容易 证 明 , 在 | 91 二 到 中 ,对 0<r < 到 十 co， 


有 


mio < sme 作 le ?de 


9 rcosiggp 十 《pe 一 resin c 甲 六 
十 [le 二 dp" } 
0 rcosog 二 Cp? 十 fr* sin ep 


a 十 2coscg 修 -= ppe Ydp 
上 .3 


0 ricosiap 十 《pr rsinapy 


1 


+ | -zt (pe dp 小 
o rcosiayp 十 《pr 十 rsinegpy 


因此 由 (6.33) 知 ，in 19.(rc ?1 在 角 191 < 三 内 构成 正规 族 .不 
妨 设 8,() 在 19! < 元 内 一 致 收敛 到 解析 函数 Fo(=)， 

应 用 $5 证 明定 理 7 的 方法 ,可 以 证 明 函 数 Po(z) 在 1: 1op| 
一 到 的 角度 边界 值 为 h(x)， 这 说 明了 任意 一 个 函数 f(s) € 
cre 可 以 从 lp1 一 二 上 解析 开拓 到 19| < 六 内 。 但 不 


是 每 一 个 这 样 的 泡 数 有 此 性 质 ， 这 就 产生 了 荐 盾 。 定 理 5 江 毕 ， 
将 此 定理 与 定 甫 1 中 条 件 比 较 , 可 以 知道 定理 ! 中 的 条 件 是 
.133 。 


下 前 还 育 … 些 工作 研 完 函数 系 1 在 和 办 由 线 上 的 完备 性 
问题 ,其 中 {na,} 为 基 个 白 然 数 的 子 字 入 ,例如 可 参 到 Jeonrnea 的 
落 作 ”2 。 洒 有 一 些 工作 研究 更 一 般 的 函数 系 {z*)】 在 无 界 曲 
线 上 凡 穹 备 性 问题 ,其 中 i244} 是 实数 序列 ， 位 如 参看 让 党 吕 5*， 
余 家 荣 ?4，Puchs5o，Matite-tb6pegae 等 人 的 著作 。 此 外 还 可 
以 背 卢 更 一 最 的 函数 系 {z''ln's}， 其 中 {rj 可 以 是 复数 序列 ， 
安 可 忆 分 析 在 一 个 书 有 实 轴 的 带 形 区 域 中 ,或 者 更 一 般 地 在 一 个 
角形 区 域 中 ,研究 这 个 耳 数 系 在 无 界 曲线 及 各 种 区 域 上 的 完备 性 
问题 ， 例 如 可 见 沈 党 虽 的 文章 。 此 外 也 还 有 文章 《如 
i5parHMoat9) 研究 缺 项 的 Faber 多 项 式 系 {Psifs)7} 在 无 界 曲 
线 上 的 完备 性 问题 ,研究 {1(4,.z)} 的 完备 性 问题 《例如 参看 沈 变 
各 "3 的 文章 )， 这 些 都 不 在 这 里 作 介 绍 了 。 


* 


第 二 章 ” 复 平面 上 多 项 式 最 佳 
通 近 阶 的 估计 


在 这 一 章 ,我 们 将 研究 在 复 平面 区 域 上 用 多 项 式 进行 记 近 时 ， 
其 最 佳 逼 近 的 阶 的 估计 . 这 里 将 介绍 几 种 典型 的 实现 逼近 的 方 
法 。 首 先 将 介绍 Faber 多 项 式 ， 这 是 一 个 特殊 的 多 项 式 , 它们 与 
所 考虑 的 区 域 D( 一 般 说 来 ,可 以 是 一 个 集合 ) 密 著 有 关 。 当 区 域 
D 是 圆 时 ，Faber 多 项 式 就 是 普通 的 医 国 数 〈* 一 z0)",n 一 0,1， 
2,………。 此 外 ,也 研究 将 区 域 了 内 的 解析 函数 (或 在 闭 区 域 万 上 的 
解析 函数 ) 在 此 区 域内 展开 为 Faber 多 项 式 所 组 成 的 级 数 问题 . 
这 也 是 实现 逼近 的 一 种 方法 且 是 宪 级 数 展 开 的 推广 . 这 里 还 要 介 
绍 一 种 Faber 变换 及 其 道 变换 , 它 能 将 普通 的 篆 函 数 变 到 Faber 
多 项 式 以 及 将 Faber 多 项 式 变 到 寡 冰 数 ， 利 用 Faber 变换 ,在 
一 定 的 条 件 下 ， 可 以 将 一 般 区 域 上 的 膛 近 阶 的 估 汁 转化 到 圆 上 多 
顶 式 逼 近 的 阶 估计 间 题 ， 这 样 就 可 以 得 到 所 期 望 的 结果 。 我 们 还 
将 介绍 用 Cauchy 积分 变换 来 实现 遍 近 ， 利 用 插值 多 项 式 来 实现 
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在 研究 责 数 逼近 的 理论 中 , Faber 多 项 式 起 了 很 大 的 作用 , 没 
KK 是 一 个 有 噶 连 续 统 ( 非 空 有 界 闭 的 连通 集 〉 且 至 少 合 有 两 个 点 . 
而 到 。 是 其 余 集 CK 中 含有 co 点 的 构成 区 域 , 它 显然 是 一 个 单 连 
通 区 域 , 且 其 边界 了 。 是 案 合 天 中 的 点 集 ， 

设 函 数 w 一 D(z) ,goo) 一 cod(oo) 一 工 将 区 域 DP。 保 
角 映 射 到 某 个 加 外 1w1 > Ap 是 保 第 半径 ), 它 在 “一 %0 处 的 
Laurent 展开 式 为 
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上 = 
9 一 > 十 二 十 之， 人 


设 
[@kg7]" 一 pals) 十 ple), 
其 中 ws(s) 为 首 项 系数 是 1 的 4 次 多 项 式 , 而 函数 4,(z) 在 
z 一 co 的 名城 上 解析 , 罗 ,( 00) 一 0。 我 们 称 多 项 式 ws(z) 为 由 
还 续 统 天 所 产生 的 二 阶 Faber 多 项 式 。 
例 1 天 |: 一 sl 万， 这 时 有 
w= 人 Dz)™m zo— Gy 
因此 有 
pa(z) 一 (一 4 下 一 01 
因此 Faber 多 项 式 是 医 男 数 的 推广 。 
例 2 天 : | 守 一 11 委 1， 这 时 有 
w= D(z) 一 (1 = 下 


到 | | 


这 是 认为 根 号 是 取 在 “一 co 处 值 为 1 的 那个 分 支 。 显 然 有 


人 i We ea 


因此 
gols) 一 1， pe mr, p(s) Oo Ol 
例 3 K: 实则 上 的 线段 一 1 所 所 1。 这 时 
wo On = (et Vel 1) 
将 区 成 D。 保 角 映 射 到 加 1w| > > 外 。 
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! es a 
由 于 函数 二 二 一 十 (z 一 V5 一 在 = 一 co 处 取信 
为 零 ,因此 函数 [oz)]” 与 函数 


[Go 十 | 二 = [+ 二 (z 十 W 一 1 -5] 
+ | —v#=5] 


在 二 co 处 的 非 负 帘 项 是 完全 相同 的 .这 样 一 来 ,根据 Faber 多 
项 式 的 定义 ,注意 到 上 式 右 边 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 = 次 多 项 式 ， 
就 可 以 得 到 : 
人 (as) 一 过 [Cz + Y= 1)* 十 (z— /到 一 D "|， 
?一 0,1,，2, (1.1) 
令 + 一 cost 后 得 到 


Pal cosf) 一 六 [Ccost + isint)* 十 《cosat — 1 sin¢)"] 


ee pe COs 17 


即 


(2) 一 过 cos [ncos'z] AT ,ls). 


这 是 区 间 [ 一 1, 1] 上 第 一 类 deG6bliueB 多 项 式 。 

现在 我 们 利用 保 角 变换 函数 来 给 出 Faber 多 项 式 的 积分 表示 
式 , 这 在 今后 是 很 有 用 的 。 

设 集合 KClz| 过 R)， 显 然 当 zi < R 时 ， 
LL Ora ,ps 

I=R, 


2x8 to—z Zi dR EZ 


1 
i 

一 pals), (1.2) 
利用 函数 [@C5)]” 在 区 域 D。 上 的 解析 性 ,可 以 用 一 个 任意 包 
有 连续 统 KK 在 其 内 部 的 闭 Jordan 可 求 长 曲线 了 来 代 蔡 《L.2)》 中 
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沟 积 分 路 线 15i 一 RI,， 且 若 玉 为 洲 Jordan 可 求 长 划 线 时 ， 刊 用 
锋 和 对 函数 ge 在 闭 区 域 六 。 上 的 连续 性 下 广 义 Cauchy 公式 ， 
可 区 了 育 工 = 六 的 边界 ， 竺 别 地 ， 可 以 取 工 为 等 势 线 CCR > p)， 
它 是 区 周 1 一 只 (RDp) 在 改换 思 一 (lz) 下 的 京 您 。 办 
此 , 当 z 在 曲线 Ca 所 图 的 区 城内 时 (R > p)， 
一 1 人 ol 1 (ns 

P(x) 二 dt a 一 diw, (1.3) 
其 中 WCw) 为 消 数 w 一 V(x) 的 逆 溢 数 ， 

定理 1 设 关 为 连续 统 , 好 对 任意 一 个 有 田 闭 集 FCD。(《 显 
然 KCCD。)， 有 下 列 估 计 : 

1 p. Cz) 1 二 CCF)p", n=- 0 1, A 

其 中 CCF) 是 只 依赖 于 闭 桌 子 的 常数 ， 

证 出 (12) 容 易 看 下 ,对 任意 的 中 > p， 

{pz)| SE CCEIR, zE FCCD,, n=0,1,2,..*. {1.4) 

再 令 R -> p， 就 能 得 到 定 泪 1 


现在 考 典 医 数 
ws) 一 友和 ，* 网 定 在 Cr 内 ,R> o, 它 在 lz| 


之 R 上 解析 划 X(c0,z) 一 0。 因此, 它 在 纪 = 二 00 邻 战 中 的 La- 
urent 展开 式 中 ,只 含有 负 寡 项 。 由 《1.2) 看 出 , 它 的 Laurent 展 


开 式 中 ，- 二 二 项 的 系数 就 是 ” 阶 Faber 多项式， 即 


pt rE A Cele) i 


yw)—z wtl 
因此 我 们 称 它 为 Faber 多 项 式 的 生成 函数 ， 
当 z 在 Cr 所 围 的 区 域外 部 上 时， 不妨 设 z 位 于 葵 个 Cx? 所 
国 的 区 域内 ，&R' > R， 则 利 夺 Cauchy 公式 , 容易 得 到 
9 一 由 人 5 区 


ANE CR tC—2z 


» 1]3B" 


-tow + 二 | OT. (1.6) 


了 TI R tz 
特别 是 , 当 攻 为 区 域 , 其 边界 为 闭 Jordan 可 求 长 曲线 十 了 时， 则 由 
(1.6) 可 以 得 到 


wa ~ [OT + | dt , z € De, (1.7) 


利用 《1.6) 或 《1.7) 可 以 得 到 Feber 多 项 式 mo(s) 与 函数 
[Blz)]” 之 间 的 估计 式 ， 

引 理 2 设 z 位 于 任意 的 “2x 所 围 的 区 域外 ,其 中 R' > p， 
则 当 # 充分 大 时 《= 之 NCR'))， 


二 19(o1 < jp, C0) | < 10C2)1°. (1.8) 
证 取 R 满 足 R > R>p, 则 利用 (1.6), 当 = 满 足 lg(s)| 
> RR 时 ，(1.6) 右边 第 二 项 的 模 不 大 于 es 1cx|， 其 中 


dr',R 为 曲线 Cg 与 CR 之 间 的 距离 ，| Cg| 为 曲线 Ca 的 长 度 ， 
因此 ,存在 自然 数 N(R’)， 使 得 当 # 守 NGCR') 时 ， 


去 芝 1co| < 二 CR7 


多 此 利用 《1.5)》 及 上 上 面 估计 式 就 证 明了 引 理 2. 
对 于 上 面 例子 中 的 K; 一 1 所 x 专 1， 可 以 得 到 再 精确 的 不 


等 式 : 当 |8(D| 一 | 二 (z 二 VE 一 0| > R > 土 时 ， 


[90 1"(! Pap 


re 

Wk 
(Pe (1.9) 
事实 上 , 当 IC 一 | 十 (z ++V5 一 站 > R > 上 时 , 显 
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这 样 一 来 ,由 (11) 及 上 面 不 等 式 就 立刻 得 到 《1.9)， 
由 不 等 式 (1.8) 立刻 可 以 得 到 两 个 推论 ， 
推论 1” 当 [86(*)| 守 R'>p 时 ,一 致 地 有 


lim /ly (WD! = 19(021 . (1.10) 
推论 2 当 |8C2)| 一 R' >> p， 即 EC 时 ,一 致 地 有 
lim Vlg) 一 RB’. (1.11) 


由 比 看 出 ，Faber 多 项 式 有 类 似 于 才 级 数 的 性 贰 ， 只 是 这 里 
将 震级 数 中 的 圆周 |z| 一 R” 换 成 等 势 线 Ce 而 已 。 因 此 ,可 以 
期 望 由 Faber 多 项 式 所 生成 的 级 数 也 具有 罕 级 数 的 一 些 性 态 ,这 
将 在 下 面 $2 中 来 讨论 

Faber 多 项 式 还 有 一 个 重要 的 性 质 。 

引 理 3 设 天 是 区 成 , 共 边 界 是 Jordan 闭 曲 线 。 
则 

Vw J1， 当 亚 一 ”时 ， 
| 
PE We he 

.证 自 上 面 知 ， 
| eo | PC) oo 
2af liw= w+! lw =p wm"+! 


-| i)] y 
wl=p 


2xs mt 


rk | 外 dw 
2 dw tl 


-| 当 #~m， (1.12) 
0， 当 和 天 mr 
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这 里 用 条 了 丽 数 6 六 Cw)] 在 |1ol > p 解析 , |w| 关 p 上 连续 
且 $,[ 玉 (00)] 一 0。 因 此, 第 一 个 等 式 右边 的 第 二 个 积分 对 于 所 
有 的 一 0, 1,2,，…* 者 等于零， 证 毕 ， 

我 们 再 给 出 Faber 多项式 p,(z), 当 z 在 区 域 边 界 T 上 变 全 
了 时 的 积分 表示 式 , 这 在 今后 也 是 有 用 的 。 

引 理 3 设 区 域 吕 的 边界 是 闭 Jordan 可 求 长 曲线 , 且 设 外 贞 
射 函 数 由 Cs) 在 T 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 则 在 TT 上 几乎 处 处 地 
有 
"0 — Er + to) 1 se T. (1.13) 

证 由 于 映射 函数 @(x) 在 T 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 因 此 
根据 [IpHaanoB 定理 521，Cauchy 主 值 积分 几乎 处 处 存在 ， 因 此 
由 《1.7) 可 以 得 到 , 在 了 上 几乎 处 处 地 有 


AC ose ve Pe 


= i + ep) OL = DLs 


tC—% 


+ he pa ~ [0 


5 


十 | ee 二 dd xzE 了 。 

引 理 4 证 毕 . 

使 区 域 了 的 喘 射 水 数 BCz) 满足 Lipschitz 条 件 的 区 域 是 很 
多 的 ,下 面 将 进一步 来 讨论 。 

定义 ”我 们 说 闭 Jordon 可 求 长 曲线 了 具 在 有 和 界 的 弦 弧 比 ， 
记 作 TE BAC. 阁 对 于 曲 顷 下 上 上 任 涂 现 扣 5tr5， 其 在 T 上 最 短 


弧 长 6, 满足 


Er (C1.14) 
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其 tic 是 一 个 不 依赖 于 点 辣 , 写 ， 计 依赖 于 曲线 了 的 常数 。 

显然 ,所 有 的 闭 光 滑 执 线 , 或 逐 股 光滑 曲线 , 伺 其 外 角 不 为 零 ， 
都 属 j BA4C. 

对 于 曲线 TE 8 4C， 下 而 移 引 建成 立 

引 理 4 (Warschawski2201， 也 J 风 Gaier) 设 区 域 D 
的 边界 Te 84C， 且 史 的 内 部 含 罕 某 个 圆 1z| 委 ?cc >> 0, 设 
级 数 w 一 w(x),p(0) 一 0, 将 区 域 马 保 角 映射 到 贺 1w| < 1 , 令 


po = Galn | 二 ， exPf 一 4 天 2?》 
A 


其 中 e 为 CL.I4) 中 常数 , 则 下列 三 个 结论 成 立 ， 
le 车 zze 万 ,日 存在 一 加 1z 一 al <p < 二 pw 使 得 


此 图 内 含有 ZL 与 Yay 但 不 含有 z= 0， 则 
oz — p22)| SE MP, (115) 
其 中 一 上 | 一 二 sn 二 |， M 一 6rpre。 (1.16) 
3 TK 和 


2°0 若 zzEeT， 则 
[plz0) — plz)| SH|z, — #1", (1.17) 
其 中 HH= 2cM. 
3 若 sz 了 .z,€D， 则 (1.17) 也 成 立 。 
证 设 圆 馈 1z 一 zol ~ p 过 pp 上 的 一 段 弧 构成 区 域 D 
上 的 一 段 踊 线 , 它 将 z 一 与 x 一 0 分 开 , 而 #5 与 xz 是 此 天 的 
两 个 端点 。 于 是 牟 #zor;( 记 和 名 ， 它 在 和 上 ) 及 构成 一 
个 出 jordan 区 域 ,其 内 部 记 作 DCD,D。 不 包 有 > 一 0. 因 此 ， 
D。 关 于 也 的 余 芝 域 G， 的 边界 由 如 及 TN5 组 成 , 且 其 内 部 包 
有 1z| 一 sg。 因此 ，G， 的 边界 曲线 UCT\b,) 的 长 守 2x0， 
由 于 多 刍 2zp， 因 此 
IT\B,| 守 2ro—m 2rp> do {1.18) 
由 《1.14) 及 p 的 选 法 可 知 ，z, 与 2 之 闻 的 一 个 弧 长 As 所 
2pc 二 5， 因 此 比较 41.18) 可 知 ，2 是 由 线 了 上 上 连结 zw 与 #; 较 


，142 。 


短 的 一 段 弧 . 
由 于 二 点 之 间 弧 长 比 纺 长 大 ， 因 此 显然 有 15。| 2p。 这 样 
一 来 ,由 《1.14) 及 上 面 的 讨论 知 ， 


， ， 
|x 一 z2| 之 2 


[3 


因此 弦 wz 所 对 应 的 夹 角 aALsizs; > 2sn- 1 会 2w, 其 中 


wo < 本 因此 ,在 任何 情况 下 ， 


it] 2xp— po 2 x — wo), (1.19) 

不 妨 设 oz) 一 1, 因此 gkDs) 是 内 Jordan 区 域 , 其 边 异 

为 P(&) 及 p(&8,)， 后 者 位 于 |lw| 一 1 上 且 包 有 点 凤 一 1， 
而 呈 一 0 位 于 q(D,) 的 外 部 ， 

由 保 角 映射 理论 知道 (参看 Wol 著作 2 ”W555 或 Walsh 蓝 


作 as zep(D,) 位 于 辆 | 一 1 反 2 中 ， 
Vm Ss 
» 


六 目 保 和 角 峡 射 函 数 


ri (1.20) 
2x 


射 到 5 一 1,0,00。 容 易 证 明 , 贺 jw 一 1| < Vt 会 ; 在 映射 
pp 


(1.20) 下 的 像 为 


i6? 25 
| Ss we 
六 此 郑 数 
mil Pp 2 
ps) Ct) (1.22) 


将 区 域 D。 保 前 峡 射 到 其 个 芭 域 Ap 其 边界 为 只 AD) 会 及 详 
轴 上 的 线段 we)， 它 包 有 点 圭一 0， 
利 妆 《1 19), 我 们 有 


ie Ia od8 ) <| | Ca) | 7pd9 [4 
<) Iya) pd [2p(= 一 o)]， (1.23) 
因此 ,对 0 之 和 9 
{ | dp 所 | |g'(Ce) lpd9dp' 2Cx — w) 
-0 [2 o ko 
= ACr) :207 — 1), (1.24) 
其 中 A(r) 是 区 域 Ar 的 可 积 , 因 此 ,几乎 对 所 有 的 p,0 < P 去 
Pos [Ys wx 是 有 穷 数 , 即 7p 是 可 求 长 。 
将 曲线 7 关于 实 轴 作对 称 变换 得 个， 总 长 为 21yo| 而 其 
所 峡 的 面积 为 24(p)。 由 世 知 的 等 局 不 等 式 ， 


[2 


A EE, 即 Ap)< le (0125) 
因为 几乎 对 所 有 的 +,0 志 1 所 po， 
A(1) ~ | [Ca -+ reardg， 
二 7 
因此 由 (1.23), 得 
fr rr 一 过 )r。 (1.26) 
比较 (1.25) 与 《1.26) 得 到 
， 1 去 A 
两 也 从 P 到 pi 忌 po 积分 后 得 
HE) a a) Hi (1.27) 
Pp" pr | 中 
T 
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由 于 gp《Ds) 二 lw 一 1| 之 5 之 1， 区 域 Ap 位 于 区 战 《1.21) 中 ， 
因此 


人 pm) < rR 二 4 二 TT 
Po2 和 pop pa2p 2po28 


因此 ,从 (127), 取 m 一 mm， 就 得 


A(p) EE- To”, 
2p128 


这 样 一 来 ， 中 《1.24), 只 又 2p 扫 Pr 


WL A(2p) 所 Ca 2p]ze 
dr 安 2Cr mn)AC2p) SE -一 一 《2p) 
了 polZts 


因此 存在 pa,P 和 所 po 和 6 使 


2 
radin2 < pr。 (1.28) 
Po2 Fr 


由 于 PP 时， 区 域 Ap 的 直径 和 1yo| ， 因 此 对 任意 z1,z; EE 


D。， 由 (1.28) 得 到 
[olz) = pz) | < Mop’, (1.29) 


共 中 wy 4r: < 3= 。 
Pr ln 2 人 


注意 到 ,由 职 射 (1.29) 右 


dw a _ 一 2 | 
| | 二 | < ee 


(这 里 用 到 了 ,te Ap 时 ， 上 十 叶 关 1)。 由 此 也 (129)》 就 立刻 
得 到 


[ez 一 Plz) 1 S 2M 0p, 
这 就 是 《1.15)。 
现在 来 让 明 (1.16). 设 d 一 1z 一 zyziyz ET 
小 之 全， 则 在 dc 之 p 志 min( 2 2cd J 时 项 !z 一 Z| 二 
2c 2 
p 内 部 包 有 在 了 上 上 连结 x 与 z; 的 较 短 的 踊 , 因 此 在 圆周 {z 一 
zj 二 p 上 ,存在 子 弧 上， 使 得 它 在 D 上 将 有 %, z 与 二 0 分 开 . 
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因此 ,可 以 利 床 1 中 结果 就 得 到 了 
‘ps) -pz SE Mp < MOIcd)" 
一 MC2c)° ts, 一 zz。 


3 Ps 
若 4> 皇 ， 则 


nA 
[p20) — po) 所 2 和 一 mm 一 aa 
po 
(9 ) 
em 
< 2(2) Im 一 
Pu 


显然 有 
2 (人 < MO E20M, 
Po 


办 此 (1.16) 得 证 . 

结 沦 3° 的 正明 是 类 似 的 ， 

引 理 4 得 江 ， 

注 1 从 证 明 可 以 看 出 ,结论 1 是 局 部 性 质 ， 即 若 在 zo ET 丁 
的 一 个 邻 域 中 ,曲线 了 可 求 长 ,月 在 这 一 段 弧 上 满足 《1.14)， 则 结 
论 1° 成 立 ， 

注 2 容易 用 例 说 明 ， 引 理 4 中 的 上 是 最 好 的 ， 事 实 上 , 若 
考 虎 区 域 D 一 jzlz 一 zl 1,larg(z—z2)| > - |}， 其 中 0 < 到 


na<zr， 则 由 保 前 映射 理论 知 ， 
Pz) ps) ~ es — zi rr (ze 5), 而 


《114) 中 的 < 一 (sn2). 这 里 的 指数 为 
x 和) Th sil] 
0 中 ， 

这 就 说 明 (1.15) 中 的 指数 不 能 再 改进 。 
此 处 也 可 以 看 出 , 当 在 x 一 x。 邻 域 c 二 1( 如 Tf 在 z 一 ww 的 
邻 或 中 含有 直线 段 ), 则 p 一 1; 若 在 z = zw 邻 域 中 < 一 十 o， 
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ss 
则 天 


注 3 在 Warschawski 的 文章 8 中 证 明了 , 瑞 射 函数 p(x) 
的 反 消 数 5(w) 也 满足 Lipschitz 条 件 ， 其 指数 为 一- 


TE 
让 明 的 方法 与 引 理 4 的 证 明 是 类 似 的 
引 理 5 〈Lesley-Vinge-Warschawskico) 设 区 域 D 的 边界 
eeB4c， 则 对 任意 ae ， 有 
| A < 4 二 | 十 有 (1.30) 
其 中 4 与 B 是 只 依赖 于 IT 及 6 《 见 (1.14) 的 常数 ，d 一 dist(4a， 
1 )). 
证 设 ze ， 使 
la— zl = dist (a,T). 
令 天 为 团 周 lz 一 zi 一 8 一 min(4, 上 |)}， 且 曲线 了 的 参数 方 


由 人 


程 为 z 一 z(r,z(0) 一 Da < 去 st. 


讽 b= (oO 上 则 竺 CL14) 得 


[5 一 zo| 一 里 


by Be OP yd 
Ga | 


因此 8 在 圆周 ;2 一 z! 持 3 的 外 部 ， 
现存 以 出 发 ， 沼 着 在 二 个 不 同方 向 上 与 K 的 第 一 个 交点 


分 别 为 与 5， 令 7 了 一 som1. 由 于 在 上 上 ，ziG 一 12) 与 丙 
的 最 短 长 度 为 号 clza 一 | 一 03 所 | 因此 7 一 Haom 不 全 


有 有 点 2， 否则 其 长 度 紫 超 过 i 了 ， 因 此 ?是 T 上 点 与 & 之 


间 的 各 弧 , 且 17; 所 2c6 亏 2cd。 
我 们 有 
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| | az|] < 17| < 2cd _ 2e。 
Iz—al d d 


由 于 当 xz&T\Y 时 ，|s 一 al 之 4， 办 此 契 
lz 一 2 硅 |z--o| 十 d 志 2|z 一 al。 
因 向 由 (1.14) 得 


r 岂 . 一 
| | |dz| 和 |adz| 
-lz 一 zo 


re 】」 1 
-= a . ds 一 4z (na 二 十 ia 江上， 
$ 全 A 


由 此 得 到 
| 7 <20 + 4 4 下 (1.31) 


了 | = ap a| 
车 5 之 4， 则 由 《1.31) 立刻 得 到 (1.30)。 


L 因此 由 (1.31) 得 
. 2 过 2c 十 4c(In 2 pr 十 ln < 
< 2c(1 十 2in2c)。 
念 B= 2clI 十 2in2cy， 出 此 世 能 得 到 《1.30). 
5i 理 5 证 毕 ， 
现在 我 们 可 以 得 到 Faber 多 项 式 在 区 或 边界 上 的 估计 式 . 
定理 2 设 区 式 万 的 边界 了 Te BAC，, 则 对 rn 次 Faber 多 项 式 
gpntzs) 任 曲 线 了 上 有 十 夯 骸 估计 式 ; 
Ip) < Alnn 十 囊 )p"， zeTr， (1.32) 
其 中 刀 与 力 是 不 依赖 于 = 的 常数 ，p 为 保 角 半径 ， 


证 设 0< 3< 号 令 y 一 人 (9 过 8), 则 有 
| [951° — [2(2)1° ge 


若 6 之 dd, 好 5 一 


2xs EO—z 
上 1 
一 | 于 | Sr (1.33) 
2xt Jr rv 


2x1? 
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其 中 利用 了 了 (144) 及 引 理 45 对 外 澳 射 函数 也 战 立 ) 后 总 有 


zd — I!” 


, 1 
ni < -ial 
La 27 | IE— zl 
i 
27 .全 
Hen. on! & 2Helrp"!. (1.34) 
Ti 


这 里 的 如 是 常数 ( 见 (1.17)), 且 选 3 一 (+), 


eg de LL i 


了 了 Fr it—z| 
he i Ma, 2 EOE (Cn 十 Tt 
F 8 下 £ 2 7, (1.35) 
(六 


由 此 利用 引 理 3 中 Fabe: 多 项 式 的 皮 示 起 (1.13), 引 绞 (1.337 
一 (1.35) 就 立刻 证 明了 定理 2. 

为 了 估计 一 般 的 连续 统 天 所 构成 的 Faber 多 项 式 的 估计 , 我 
们 还 削 要 下 上 摧 的 引 理 ， 

引 理 5 萎 虑 连续 统 K 会 集 含有 z 一 oo 的 区 域 Ds。 长 二 面 的 
外 映射 少数 w 一 8(z)，@(0%0) 一 00，@'《00) 一 1, 它 将 De 保 
角 映 射 到 |w! > p, 而 xz 一 业 (x》 是 其 反 函 数 ， 令 


Ee) -— Pw) 
2—w 


F(l1,w) 一 ta ,| 盖 np| >>p， 


则 对 任意 的 之 p， 


日 "FEKreie 纪 》 V (2m — 1) prz 
5g" | 过 7 
。 a 1.36 
J [wr Ky lwl 之 P. { ) 


证 考虑 函数 Bl, ww) 一 nC) Bw)), 3 lw{>p 
时 ， 它 在 区 域 p 过 | < |w| 上 单 叶 解 析 且 在 此 图 环 上 有 展开 
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式 : 
gu) 一 Ps) 二 mw) 十 bf 一 二 ) 


se) SY 、 
+ in(—w) — 1 (ZY). (1.37) 


a B11w) TF 
(w 是 固定 数 ，|w| > p), 对 于 p<R<|w|l 回忆 lz 一 只 的 
像 Cx 所 围 的 有 办 区 域 的 面积 3 有 下 列表 示 式 : 


2n \ 
i (EY . 
因为 5 空 0, 因 此 有 
pe 2 a (te 
令 RR 一 p, 由 上 式 得 到 


EA lw 
by sew) cc jn [wl:— pp" (1.38) 


ml ° 


这 样 一 来 ,利用 Cauchy 不 等 式 ,(1.38) 及 不 等 式 ， 


4 四 
im-xna 妇 一 It 0<xy<lm 一 0,1,2--， 


《1 i jt 
用 归纳 法 可 以 证 明 
O"F(re™”,w) <n" law)| tn tp ,ntiaCw)l 
D0" | 之 r" 2 7 p” 
i 他 mm 一 1 pn da a 
Dee 2 pe 
a Lo wi Pa 
《7 一 pz)2m lw |:— pp? 
VGm— Dior™ | [wh | 
Cp Nr o> 
这 就 是 (1.36)， 
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定理 3 没有 界 闭 集 天 的 余 集 是 含有 * 一 co 的 单 连通 区 域 、 
则 对 于 天 的 Faber 多 项 式 ， 


pa(x) 一 [gf(s)jir 一 os(g)， (1.39) 
有 下 列 估计 式 ， 
2 = 
nV 7p, ED,r > p, C1.40) 
1 $01 魏 


(1+V e+ Vn DE )e',z ED',r>p, 
(1.41) 


r" + - Vn p's € Dr > p, (1.42) 
2. lp.(2)1 < ss 
(Ve 十 Vnln (sn 十 1》 )p",z € kK. C1.43) 
其 中 jw| 一 + 之 p 的 原 象 C; 所 图 的 区 域 记 作 D,， 其 外 部 区 域 
记 作 D;, 
证 从 (1.37) 知 ， 
F(t,w) = ln 2 人 -人 立 sw) ， (1.44) 


两 边 对 ! 求 导 数 后 得 到 
Wm) i ~ —n0a(w) 
1) — Cw) 1:—w :" (1.45) 


另 一 方面 ,由 Faber 多 项 式 的 生成 函数 得 

WD 

yl) — Pw) f—w 
Se pals) — 0 (wo, 

比较 (1.39) 与 (1,45),C1.49) 得 到 
ps) = rawW), ww ~— (4), (1.47) 

由 此 从 (1.38) 得 到 
jgake 上 ow 一 

全， In a Ww Dls), ED,, (1.48) 


np’” 1w |:C— 


一 了 


由 此 就 立刻 得 到 估计 式 (1.40)。 


-$1 


由 (1.39) 与 (1.40) 就 可 以 得 到 估计 式 (1:42). 
在 (1.42) 中， 令 ( 开 】 一 1 十 十 就 可 以 得 到 信 计 式 (1.43)、 


四 (1.39》 (1.43) ,利用 最 大 模 原 理 及 Schwarz 引 理 就 可 以 得 
到 (1.41》, 

定理 3 证 毕 。 

定理 4 在 定理 3 的 条 件 下 ,对 于 (1.39) 中 的 函数 4,(z), 还 
有 渐 近 估计 。 

gs(z) = UH) Gr )r", z ED,, {1.49) 

其 中 

G(r) = ,max 


drilewier 


rv i 
Te) — Vw) 1—w 
人 ， (1.50) 
且 19*(Cei 安 1， | 
证 由 引 理 6， 
:i 地 (4) Islp wl |’ 


I EP) wl |p ST 


pr 天 十 oo 


ii 之 p， lw| 之 p。 


由 此 就 得 到 了 GCr》 的 估计 式 (1.50). 

此 外 ,三 C1. 和 5) 及 (1.47), 利 用 蜂 级 数 的 系数 估计 ,从 G(r) 的 
定义 可 知 ， 

gD < Gr ,ww De), lw 一 了 (1.51) 

由 此 函数 如 (3) 在 * 一 处 为 零 , 且 在 D。 中 解析 ， 因 此 估计 式 
《1.51) 在 lw| 之 rr 上 成 立 。 

这 样 就 证 明了 定理 4. 

注 ”由 定理 4 就 得 到 了 Faber 多 项 式 的 渐 近 估计 ， 

ou(Cz)] = LID) CO— ,2), 

其 中 $8.《x) 满足 (1.49). 

推演 “在 定理 3 的 条 件 下 ,成 立 
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1” 在 区 域 D。 内 闭 一 致 地 成 立 ， 


lm Peis 一 ，2o 一 Os), (1.52) 
oz) 

2° 在 区 域 D。 内 闭 一 致 地 成 立 ， 
fn.) es Ci 


事实 上 ,由 (1.39) 及 (1.49) 得 
ES 3 py 0 = PD(z), 
pn 2): -Ww 4 由) 一 地 @ 十 gu(DCCr 儿 二 上 加 | > r>p, 
由 此 对 任意 的 了 与 ro,， +。 之 + 之 p,|w! 之 76, 我 们 有 


F "+l 


| Prantlz) | i 二 Sy 


区 SE | a 让 ee 
[iso 人 (去 及 十 19。 lp Gdr) 


< |wl ee 
26(7) (E) 


i 二 x (1.54) 
1— G(r 的 


由 于 函数 gp,(z) 当 # 充分 大 时 ,在 区 域 |w| 一 189(2)| 之 ro 中 没 


有 零点 ( 见 C1.39) 及 (1.49))， 因此 函数 到 全 3 一 @(a) 当 # 充 分 


大 时 在 区 城 18(2)| > mm 中 解析 。 这样 一 来 ，(1.54》 对 所 有 的 
lw| 一 19(z)| 之 r。 者 成立， 由 此 就 得 到 了 (1.52)， 

类 似 的 方法 可 以 证 明 (1.53)。 

现在 我 们 介绍 广义 Faber 多 项 式 , 它 在 哨 数 遐 近 及 正 交 多 项 
式 的 研究 中 是 很 有 用 的 . 

这 扭 仍 设 K 是 有 界 闭 集 , 某 余 集 是 单 连通 区 域 D。， 设 函数 


二 台 


> Cn 
RL) = 2 ，5 天 0 
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是 区 域 +| > P 二 解析 半数 ,其 中 是 天 的 保 角 半径 ， 设 C,p< 
六 < 十 吧 是 在 映秀 w 一 上 (7) 下 , 婴 周 |w| 一 > 的 原 象 。 当 zk 
C, 时 ,考虑 也 数 

2 (1) 
Hz 


= 
一 六 DGD ， 


要 二 计 如 
其 中 ,C2) 一 copnlz) 十 cipo_i(z) 十 …… 十 cpu， (1.56) 
而 YoCs) 是 首 项 系数 为 1 的 集合 天 的 Faber 多 项 式 、 当 * 《天 
时 ， 级 数 《1.55) 在 || > 上 收 贫 , 且 当 zs €BD,, p< 过 rf 之 十 oo 
时 ,级 数 (1.55) 在 ri > ” 上 收 伍 , 因 此 对 任意 固定 的 z€ D,, 级 
数 (1.55) 在 朵 区 域 |7! r 上 上 一 致 收 化。 

我 们 称 多 项 式 Hi.《z) ,rn 一 0,1,2,-… 为 广义 Faber 多 项 式 ， 
显然 它 与 有 界 屠 集 到 及 函数 R(t 有关, 称 天 (zt 为 广义 Faber 
多 项 式 ,Cx) 的 生成 函数 。 

从 噬 开 式 (1. a 

i -1 
Nn,.(z) = [a a RE)r" dr, 
z ED,, Psrcri < 十 oo， 
2 上 RO TOO dt, 
ED,, psSr<r 忆 七 oo. C1.57) 
这 是 公式 (1.3) 的 推广 , 
类 似 于 (1.6), 我 们 有 
Hz) = RIDCz) D(z) 1 


1 RIPE)IIDCN]’ 
加 十 上 Cw tz i 


K(lz,!) sR 


(1.55) 


x 6E 万 。，p 毛 尺 一 十 oo， (1 58) 


* 154* 


特别 征 ,当天 为 区 域 ,其 边界 为 洒 Jordan 可 求 长 曲线 下 , 且 Re) 
在 | 社 p 还 续 ， |z| > p 解 析 时 ， 
n.(s)= RIOOILOGD + | .22 Le ye, 
at 


tz 
z€tD, (C1.59) 
会 Rietz)1[o(z]j + wlz), (1.60) 
其 中 
io 一 二 | PE ODN. sr, e D., (1.61) 
2ri JT i—z 
或 


w= | RIDCOITD OY jr, se DB, (1.62) 
2 dcr 一 


因此 医 数 w。(o 在 区 域 D。 内 解析 , 且 w.(o0) 一 0. 
科 用 映射 水 数 名 (z) 在 * 一 oo 人 访 域 中 的 展开 式 以 及 RG) 的 展 
开 式 ,容易 得 到 
RDCz)] [BCz)]s 
e163 


因此 比较 (1.57) 可 以 得 到 


Dts) = co 二 cir sr 十 十 cn, (1.64) 
这 样 由 (1.637 与 (1.64) 也 可 以 得 到 
H(z)} — RIDC)ILOC)]" + wlz), C1.65) 


内 此 也 可 以 用 (1.65) 来 定义 广义 Faber 多 项 式 . 
现在 没 z ED。, w 一 (z)， 则 由 (1.55) 及 (1.60)， 得 到 : 当 


1 zp，iw| 之 p 时 


= 2 (7) f 
MQ) RD RW) 
~ DD pw) 

二 机 r=U 2" 


Tz) — [00)"RLO(s)] 
Pp 


章 玉 二 


» $5 


十 本 


= 二 夕 忆 ， (1.66) 


n=1 1" 
这 样 一 来 ,我 们 有 下 另 定 理 . 
定理 5 对 于 上 上 全 的 有 和 界 闭 集 六 及 涡 数 RO7) ,我 们 有 (C1.60)， 
其 中 
Walt) = 9s)SCr)r", 2z ED,, (1.67} 
而 ez 和 1, 


Sr) 一 max Mt P<r 芝 十 co (1.68) 


lure mr 


评 由 41.66), 利 用 震级 数 的 系数 估计 ,从 Sr) 的 定义 (1.68) 

可 知 ， 
lw DD) SC)r',w = blz), Iw| 一 了 (1.69) 

利用 消 数 _ wt) 人 在 D。 中 庙 析 ，ws(20) 二 0, 因此 估计 式 《1.64) 
在 wl 守 + 凤 D; 中 成 立 ， 这 就 证 级 了 (1.67). 

推论 ” 沪 定 理 5 的 条 件 下 ,在 任意 一 个 闭 集 ECD。. 上 ,只 要 
函数 R[ 中 (zs)] 没有 零点 ,一 致 地 有 

Hil) 


Lm -Ty) Ww, w= Oe); {1.70) 
20 lim VI) = ww ~ Bs). (1.71) 


且 在 Dyp 过 7 < 十 co 上 一 致 地 有 
lim "VE Sr, 
即 任 给 = > 0 ,存在 自然 数 NN, 使 当 » >>N 时 ,有 
“VIHA Sr 二 +8,z+€D,. 
像 在 证 明定 理 4 的 推论 一 样 ， 利 用 (1.67) 就 容易 地 得到 这 个 
推论 ， 这 里 不 准备 送行 讨论 了 。 
现在 设 天 : z| 过 pyp 之 0, 此 时 更 人 e) 二 4, 县 生成 履 数 为 
_ 0 
一 名 Rs) 之 之 了 i 2" 和 


这 里 广义 Faber 多 项 式 沁 作 g.(3) ,5 一 9,1,2、*……。 
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显然 有 
gag) 一 cg 十 cz 十 -十 cr 一 2 
其 中 5.{ 十) 是 西数 R(c) 的 = 次 部 分 和 ， 因 而 在 区 域 lz| > ” 内 
闭 一 致 地 有 
lim gakz ~ RR(z) 


eo Zz” 
或 gal2) 一 zx 及 Cs) -+ gl2)), 
其 中 so) 在 1z| > p 内 闭 一 致 地 趋向 于 零 . 
由 此 可 以 推出 ,在 任意 一 个 有 界 北 代 EC{lsl > pe} 上 ,只 要 
R(z) 不 取 零 什 , 一 至 地 有 
im "AD 一 |*|， 
现在 再 对 一 般 的 有 界 闭 集 天 ,给 出 RO) 的 二 个 特殊 的 例 , 并 
对 广义 Faber 多 项 式 作 出 估计 ， 
1” 设 RG) 一 [ 灵 (#)171, 此 时 有 
zf 
K(s,1) = TD = 二 了 
若 zs€D,,p 所 + < 十 0 , 则 闹 数 


六 
下 < 4 

人 一 > (DCz)r got <1, {1.72) 
全 T —_g = 


在 贺 从 | 过 1 内 单 叶 解析 ,县 f(0) 一 0,f(0) = 1, 因 此 根据 De 
Brange 有 关 Bieberbach 系数 定理 :3 得 
[Hr | nl n=0,1,.……， 

即 

[nC Gt Dr zs ED,,p < 扫 上 到 十 coop 一 0 . (1.73) 

2” 设 RD 一 [5 驴 (o] ,其 中 为 实数 ,由 
s[P 0)" 
K(z,1) 一 ee 人 

若 x*eD.p< 扫 *< 十 co, 则 


57， 


K(s, 上 二) 2 CF OY 


— Snare, | <1, 


其 中 函数 式 打 白 (172) 开 确定 。 
注意 到 Tonysn6 书 .上 ”的 估计 式 , 可 以 得 到 
an 当 o 守 0 时 有 


Boal | IC eit se ale el 
5 ee fF) | (1 一 1 一 | 
《LI 十 | 
C1— {cl)re* 
bh. 当 @& < 之 0 时 ,类 似 池 于 有 
r CI+ 1 
1 到 (= 七) < 
根据 霉 级 数 的 系数 估计 式 ,在 两 种 情况 下 都 有 
《+11 


:2)r "| 安 rr < 1 


人 1 一 71 十 Ti， 得 到 


t+ lo 


(2+ 1 + [aly 
mle G | (37 十 1 be 


zt Bp 人 Er i+,ne0,1,-.., (1.74) 


$ 2. 将 函数 肛 开 为 Faber 级 数 


这 一 节 我 们 将 利用 上 一 节 的 讨论 将 解析 疝 数 展开 为 Faber 多 
项 工 级 数 。 这 蚌 喇 内 解析 函数 展开 为 容 级 数 约 推广 ， 我 们 沿用 上 
一 节 中 记号 ， 

定理 1 设 有 天 团 焦 天 的 余 集 是 一 个 含有 一 co 的 单 连通 区 
成 D.。 若 函 数 f(z) 在 区 域 Dx,，f 过 R< 之 十 内 解 折 ， 且 在 


9 1S8 


1” 函数 f(s) 在 Dx 内 可 以 展开 为 Faber 多 项 式 级 数 : 


1(s) 一 DY opsls), s € Da (2.1) 
其 中 
ot fd oo<m<R CD 
ri J lier, pe 
2” 成 立 
Les EE (2.3) 


且 级 数 (2.1) 在 区 域 _ Ds 内 闭 一 致 收 合并 在 区 域 De 外 发 获 . 

3” 着 明 数 f(z) 的 Faber 多 项 式 级 数 在 某 个 区 域 D 了 DK 内 
闭 一 致 收敛 , 则 其 展开 式 必 是 昨 一 的 。 

4” 反 过 来 , 若 (2.3) 成 立 , 则 级 数 (2.1) 在 区 域 Dx 内 闭 一 致 收 
敏 , 在 闭 区 域 Pa 外 发 散 , 而 由 级 数 (2.1) 所 确定 的 范 数 (和) 在 区 
域 De 内 解析 ,在 等 势 线 CR 上 有 奇 点 . 

证 1? 设 zeDa 则 存在 risgp 二 rz < RR, 且 2z€ Cu, 选择 +， 
满足 r; 三 7 < 达 尺 ， 于 十 有 


Lr Sr 1 yw 
f(s) Jo, J Lz), A p18) ds 

1 ny 

-起 | f@O 普 号 二 4 
i Vs) 

-号 上] 本 
二 二 it 到 

一 > as pls), 


其 中 oe, 是 由 公式 (2.2) 沂 确定 《这 里 例 数 第 二 个 等 式 是 用 到 了 生 
成 痕 数 所 展开 的 级 数 当 x C,， 上 固定 时 关于 + 在 | 于 一 六 人 > 六 


j[( 
上 的 一 致 收 伍 性 )， 同 时 ,由 于 冰 数 - 网 坏 < 1 < 及 


415 人 


内 解析 ,因此 rf, 可 以 取 满 足 ep 二 六 < R 中 任何 的 数 。 
2” 由 系数 表示 式 (2.2) 得 到 | 


1 M(r) M(r,) 
la 3 Fr rim ss 


其 中 
Mlri) = rmax | HPA, pr RR, 


因而 有 “Vlas| 六 VM) 二 ， 


由 此 得 到 dm “Via 生 
由 于 了 1 的 任意 性 ， p= 大 < R, 因而 有 


Em "ial < (2.4) 
现在 假 没 ,车 存在 某 个 mr > i 
A 
lim V ha, i (2.5) 


于 是 对 ze Cisp < ri < m， 对 于 级 数 (2.1) 的 每 一 项 ,利用 $1 中 
证 球 4 的 推 沦 2《( 见 1.53) 得 到 


Em "ViaTigDi -< 
因此 ， 根 据 Cauchy 级 数 收 化 判别 法 , 级 数 (2.1) 在 C,， 轩 而 首 
D， 上 一 致 收 艇 ,由 于 +r， 是 满足 p 过 + < 之 +r 中 任何 售 , 因此 级 
数 《2.1) 和 机 区 域 D,、 内 闭 一 至 收 藉 ， 由 于 D,CD,,, 根据 解析 开拓 
的 唯一 狂 , 风 数 f(z) 在 开 所 后 必 在 区 域 D， 内 解析 ,这 就 违反 了 
医 散 fz) 代 CzCD, 上 上 育 柯 点 的 假设 、 这 个 矛盾 说 明了 必须 有 有 


lm "Vla,| 一 


Lr 


。 再 重复 前 面 的 讨论 ,可 以 知道 对 任意 mr，o 之 7 < R, 当 ze 
C， 上 了 时 ,点 有 
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2 fs 
lm “Vlellpg (| R= 
由 此 得 到 级 数 (2.1) 在 C,,， 因 而 在 闭 区 域 D,， 上 的 一 致 收 效 性 ， 
利用 r+， 的 任意 性 ，p < r 二 R。 就 下 明了 级 数 (2.1) 在 区 域 Dx 
内 闭 一 致 收 伊 . 
型 在 来 让 明 级 数 (2.1) 在 闵 区 域 Ds 外 的 发 散 狂 。 设 ze D,， 
开 一 之 十 ww, 于 是 用 (1.53), 得 到 


Hn] El 
因而 必定 存在 无 限 多 个 mw, 使 得 
"Vlad lps)| > 1, 
即 
PR 
这 表示 级 数 (2.1) 在 闭 区 域 5， 外 发 
3。 设 函 数 f(s) 的 Faber 多 项 式 展开 式 


十 工 


fz) 一 DD) oa,ls) 


在 某 个 区 域 履 己 匡 内 一 致 收 化 ， 因 此 ， 它 必 在 某 个 等 势 线 Cr 
r” 之 p 上 一 致 收效 令 z 一 PQ)，|s| 一 一 , 则 


HI¥ DI 一 BD) apy lr 一 六 


滴 边 除 区 函数 2xii"tt, 然后 在 | 二 一 r+” 上 积分， 利用 一 致 站 全 
性 ,可 以 积分 下 求 极限 以 及 再 利用 $1 中 引 理 2 见 (1.12)), 得 到 
! fe)] 
i = 
这 就 计 明 了 展开 系数 oa。 的 唯一 柱 , m 一 0,1,2,,"……， 
49 设 (2.3) 成 立 。 由 22 中 证 明 可 以 看 出 ， 级 数 (2.1) 在 区 城 
D， 内 闭 一 致 收 信 , 因 此 由 Weierstrass 定理 , 由 (2.1) 所 确定 的 函 
数 f(s) 在 区 址 Da 上 没有 奇 点 , 则 它 攻 在 某 个 包 有 了 夺 区 域 Dx 的 
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他 


+ 


区 域 D..，R < ” 内 解析 ,于 是 扫 据 2 中 的 证 明 ,就 会 有 
Se 1 1 
lm "Vias! Si < R: 
这 就 与 条 件 (2.3)? 姐 和 狂 后 。 因 此 ,图 数 f(z) 在 等 势 线 Ce 上 必 每 奇 
定理 1 让 毕 。 
注 若 民 数 f(z) 在 黄 个 单 连通 区 域 D 内 解析 ,，D 上 连续 ， 
且 区 有 或 召 的 边界 了 是 解析 ， 唱 利用 路 射 疯 数 罗 D 在 i 之 p 上 
可 以 解析 再 丘 到 某 个 图 1 > mm 之 p, 国 此 映射 通 数 w 一 (x) 
也 可 以 解析 开拓 到 由 帅 线 C。 所 国 的 区 域 D8 中 去 , 寻 柄 数 其 =) 
的 解 村 性 区 域 与 一 中 (2 的 解析 性 区 焉 有 有 交集。 因此， 完全 可 
以 用 工 而 的 方法 将 函数 f(x) 在 区 域 D 内 展开 为 Faber 多 项 式 级 
数 , 凡 展 开 系 数 a， 表示 式 为 


1 人 fT ee)] 


0 一 7 一 di, prip, 


由 此 可 得 
二 二 1 
lm "Vlal < 
现在 我 们 给 出 Feber 多 项 式 级 数 展 开 的 余 项 估计 式 ， 


定理 2 设 有 界 朵 集 天 的 余 集 居 一 个 包 有 z 一 co 的 区 域 
DD。 又 衣 消 数 1s) 在 区 问 De 内 解析 ，p 二 民生 十 oo, 旦 


这 人 TeGree3148 < M, (2 6) 
其 中 < 了 < 有 已 路 数 M 不 依 鳞 于 r。 令 
Sz) 一 >) akptfz)， (2.7) 


其 四 a 为 Faber 多 项 式 pi《2) 的 展开 系数 ( 见 C(2.2))， 则 
1° maxl f(z) — $b) | 


» i62" 


< 人 (ao 可] 和 六 
p<r<R (2.8) 
2° Ta |f(2) — 5.(2) 


Ml eR es z+ Cat 4 | Wl). 


Ve 人 


3? 若 关 的 边界 了 是 闭 解 析 曲 线 , 且 映射 函数 z 一 Vlw) 在 
区 域 pi < |w! 三 十 只 内 解析 ， al 三 p; 则 
max |f (2) 一 So 


RR /PN | (nt DR piR OY Or /Yr 
<M|g- ER [= + ， 
Pr 所 RR. (2.10) 

证 le 利用 系数 o。 的 表示 式 ， 


1 1 
3 b. fl inat p<r<r eR, 
由 《2.6) 可 以 得 到 
M 
lo Si 0 12, (2.11) 


当 z€C, 时 ,利用 (1.39) 及 (2.11) 可 以 得 到 


1(s) 一 SCs)1 SS ier! prc)| 


tma+l 


+ 地 


1 
<M > (0(z) 有 十 ‘is) 1) A 


[P| 
+ | wa Cz) | 


二 和 we 


二 
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+ TPS lp) 
< | ri a + /SE) 2 kp 上 
因此 利用 $1 中 不 等 式 (1.48), 令 rm -> R 就 能 得 到 (2.8)， 

2 令 ( 二 一 1 二 全 十 T ,由 (2.8) 就 立刻 得 到 (2.9)， 


3? 由 (2.8) 及 定理 1 的 往 就 容易 得 到 (2.10)。 

定理 2 证 毕 ， 

王 面 我 们 要 研究 广义 Faber 多 项 式 的 展开 问题 ,为 此 先 作 一 
些 准备 。 

设 有 界 印 集 K 的 余 集 是 一 个 包 有 z 二 o 的 连通 区 域 ,Cauchy 


5 的 基数 ， 当 ED， pe<r< 十 o 时 是 区 域 D. 


内 的 和 解析 遂 数 且 有 
1 i dy 
| 
令 xw 一 亚 (t》 则 得 到 


1 1 1 1 CF) EE 
a J TE FHT—s 1 * 


设 晃 数 RC 在 lt| > p 时 解析 和 且 不 取 零 值 , 令 
和 1 
R* (1) 一 Rs) > 


Ct) 


1 
K(z, 1)= Wz R(#) 及 Kx ,1) er 二 二 — wp) R(t), 


如 有 

fs Cd bb Ki(C,t) Kz,1) ,> € D,, teD,. 

将 51 中 函数 K(z, 让 的 展开 式 《1.55) 代 人 土 式 ,再 利用 在 |+| 一 
+ 上 的 一 致 收 化 钼 ,进行 逐 项 积分 后 得 到 
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| 二 本 1 1 
Fi = Dn 5 Ke) pn dt 


1 


= ToD, ED ED (212) 


其 中 
1 1 
QD) 7 | Kb nd, (2.13) 
我 们 称 荡 数 0C5)，n 一 0,1,-**， 为 广义 Faber 多 项 式 ,Cx) 
的 共 扰 函数 ， 
在 公式 (2.13) 中 作 变 量 替换 1 一 D(x)，、 得 到 
如) 一 元 六 oe oy, repD’, 


郑 记 到 隙 数 < 和 24 全 4 ~ 0,1,.…， 在 区 域 D 内 解析 ， 


在 ， 一 oo 处 取信 为 只 ,由 上 面积 分 表示 式 得 到 

QO 一 SRE, cep (214) 
因此 函数 9.(5) 在 区 域 D。 内 解析 且 以 了 一 oo 为。 十 ] 级 办 
点 。 因 而 就 有 


im VIG = 5), (215) 


且 (2.15) 在 区 域 Ds。 内 闭 一 致 成 立 。 

利用 $1 有 了 ,《2) 的 估计 式 《1.60) 与 (1.562) 知 ，Cauchy 核 的 
展开 式 (2.12), 对 任意 固定 的 +,p 二 rr 二 十 ,对 z 在 D， 内部， 
对 “在 z 内 部 绝对 且 一 致 收敛 ， 

类 似 地 ,车 天 的 边界 工 是 解析 眶 线 ,有 卫 映 射 函 数 s = 二 Cw) 可 
以 开拓 到 某 个 圆 外 Iw| > pi.，pi 二 Pp; 而 六 数 RO) 在 |t| > 证 解 
析 昌 不 取 零 鸽 ,; 则 这 里 的 讨论 对 所 有 的 2 换 成 m 后 仍 成 立 。 


"1653» 


我 们 和 有 下列 引 理 , 这 说 明 两 个 棚 数 系 {,(z)} 与 {8.(z)} 为 双 
正 交 系 ， 

引 理 1 对 上 述 有 和 拭 闭 集 下 及 函数 RC(:)， 若 闭 yordan 可 求 
长 曲线 内 部 包 有 集合 尺 , 则 


1° > | H(z)l .2de = 0, nm = 0,1,2, 


1 
2° 2 | | Os) Oa)dz = 0, n,m 10)1)2， 


1 I， 当 zs 一 翅 ， 
39 7 了。 一 5 了 (yz)Ou(Cz)dz 一 
1 ec 0， 当 nm， 


nm 0,1,2,..-。 

证 由 于 项 数 0,(x)n。(s) 在 由 曲线 C 所 围 的 闭 区 域 上 解析 ， 
因此 由 Cauchy 定理 得 结论 1". 

由 于 了 淆 数 8@。(s) 9。《s) 在 由 曲线 C 所 围 的 区 域 的 余 区 域 上 解 
析 且 以 > 一 中 为 上 十 们 十 2 级 零点 ,因此 , 也 显然 地 有 结论 2°， 

当 半 反 玉 时 ,函数 了 Ts(z)0。(s) 也 在 由 C 所 国 的 区 域 的 余 区 域 
上 解析 , 且 在 :一 2 上 至 少 为 二 级 专 点 ,因此 于 Cauchy 定理 知 ， 
结论 3 对 7 所 媳 时 成 立 。 

现在 车 虑 = 之 纪 时 的 情况 ， 我 们 将 多 项 式 ,Cz) 展开 为 了 
(s)，m = 0,1, .的 级 数 ， 利 用 Cauchy 核 的 展开 式 (2.12), 其 
中 上 ec 而 zz 位 于 C 的 内 部 ,可 以 得 到 


(= 7 | a Da 7 | 0d) 


iE 3 fomllns) 和 > l,mllat#). 


"= 吓 二 站 


比较 z” 项 的 系数 , 知 1,.。 一 1, 因 此 有 
5S onlla lz) 中 0。 
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由 此 再 比较 z 的 # 一 1 次 替 需 的 系数 ,依次 地 可 以 得 到 
{ot = 0， 太一 和 一 1 一 2 0。 
引 理 1 证 毕 ， 
定理 3 ”对 于 上 人 面 的 有 界河 集 天 及 胃 数 RD， 设 函数 f(x) 
在 区 域 D, 两 解析 p 二 7 < 十 ce 且 在 等 势 线 C, 上 有 奇 点 ; 则 
1” 泥 数 fz) 可 以 在 区 域 D 内 展开 为 广义 Faber 多 项 式 
级 数 ， 


Fa) 一 > z€D,; (2.16) 
其 中 
1 
一 5 Jo FO p< rr 217) 
2° Fm “Vie ~ 二 ， p <r 一 十 co， (2.18) 


且 级 数 (2.16) 在 区 域 D, 内 洁 一 致 收 给 ,在 亲 区 域 D， 外 发 散 

3” 大昭 数 ff 有) 关于 广义 Faber 多 项 式 的 展开 式 (2.16) 在 
某 个 包 有 站 的 区 域 五 内 一 致 收 伍 ， 则 共 展 开 系数 是 玲 一 的 且 具 有 
表示 式 (2.17)， 

4” 反 过 来 ;区 《2.18) 成 立 , 则 级 数 (2.16) 在 区 域 D, 内 闭 一 
致 收 敏 , 在 闭 区 域 ,外 发 散 , 而 由 级 数 (2.16) 所 确定 的 图 数 f(x) 
在 区 域 D， 内 解析 ,在 等 势 线 C. 上 必 有 奇 点 。 

证 证 明 是 与 定 吉 1 的 证 明 类 似 的 ， 

1” 设 ze 也 ,可 以 认为 必 存 在 等 势 线 C,，p 之 + 过 +r， 使 


站 i 
x€C。 选 1 满足 疡 二 rm <r， 于 是 利用 Cauchy 核 志 一 二 的 


展开 式 (2.12)》， 它 在 “,， 上 类 于 “一 致 站 伍 。 我 们 有 


1 ~ 
/Og J AED 0) 3; J, Ka 


一 >) oa, lz), 
自 一 由 
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其 中 系数 s。 由 公式 (2.17) 所 确定 。 
2。 由 (2.15) 知 , 当 #* 充 分 大 时 ,有 
"VIG Ste s>0,se Cs 
因而 对 充分 大 的 ,有 
1 1 
ii 一 | 让 Jo 18)0.C0)atl < MC (Ate) lenls 
其 中 Mr) 一 max |f(5)1, | Cn| 是 等 势 线 C。 的 长 度 ， 
由 此 得 
本 Vis T+ 
再 于 e > 0 的 任意 性 及 r 的 任意 性 , +1 和 mr: < ”， 因此 有 
im Vile,| < (2.19) 
下 面 完 全 可 以 像 在 证 明定 理 1 中 的 2 一 样 ,只 是 代替 利用 $1 
中 定理 4 的 推论 2， 而 用 $1 中 定理 5 的 推论 ( 见 公式 (1.66)) 可 以 


证 明 (2.19) 中 严格 的 等 式 成 立 , 且 整个 结论 2 成立 ， 
3 设 


je wi 
n=0 
在 区 域 DK 中 一 致电 成 立 ， 因 此 也 必 在 茶 个 5.， 上 一 致 地 成 
i 1 
立 , 其 中 p 过 +, 三 十 % 且 B,CD. 将 上 述 展开 式 呈 边 乘 以 二 


Qs),m 一 0,1,2，,"…, 在 C,， 上 积分 ， 利用 逐 项 可 积 性 及 引 理 
1 的 结论 3* 就 可 雇 得 到 


1 
F727 人 f(z) On) dz 一 ge， 了 一 0 1 


这 就 推出 了 展开 的 唯一 性 ， 
4? 这 一 点 的 证 时 与 定理 1 中 结论 和 的 证 明 是 类 似 的 , 这 里 
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不 详细 讨论 了 . 

定理 3 证 毕 。 

类 似 地 可 以 证 明 下 而 两 个 定理 。 

定理 4 设 函 数 F(x) 在 区 域 D; 解析 ,pe<>< 十 oo， 且 
在 等 兴 线 C. 上 有 奇 点 , 则 

1]” 珊 数 Flx) 订 以 在 D， 上 展开 为 广义 Faber 多 项 式 的 
共 斩 冰 数 8。(x) 的 级 数 : 


F{z) = > b.0.(z) 十 FEF(co), {2.20) 
其 中 


1 站 
6 一 了 | FPC) fr < 方才 十 co。 (2.21) 


?2 成立 
于 mm “AT 一 rp<r 民 十 co， (2.22) 


且 级 数 (2.20) 在 区 域 五 : 内 坏 一 臻 收效 ,在 于 区 域 五 外 发 散 . 

3 车 条 数 F(z) 的 展开 式 (2.20) 在 z 一 co 的 某 个 邻 域 中 
一 致 收敛 , 则 其 展开 式 是 唯一 的 , 娃 展 开 式 系数 5， 有 积分 表示 式 
《2.21). 

人 有 反 过 米 , 帮 {2.22) 成 立 , 则 级 数 (2.20) 在 区 域 D” 内 闭 一 
致 妆 北 ,在 闭 区 域 D, 内 , 即 D, 内 发 散 ， 而 由 (2.22) 所 确定 的 函 
数 F(z) 在 区 域 D. 内 解析 ,在 等 势 线 C， 上 有 何 起 ， 

对 于 定理 3 与 定理 4 也 有 类 似 于 定理 1 的 注 ， 

定理 5 设 吏 数 f(x) 在 二 连通 区 域 Ds Pr 人 rr < 
十 co 内 解析 ,其 中 区 域 刀 ,, 的 边界 为 二 条 等 势 线 C, 及 C6,,, 了 
在 这 二 条 等 势 线 寺 都 有 奇 点 , 则 

1” 国 数 f(z) 在 D,..， 内 可 以 展开 为 级 数 


ee 
s=0 m= 


其 中 


”69 。 


1 


mm se 
了 


人. 0.0ae, 


、 
ba 一 2 bb, fCEON, Hd, rr < 


Rm ,1 2 (2.24) 
2” 成 立 
SS 2 /一 -一 
Em /al 一 mV 一 ru (2.25) 


而 级 数 之 ， ao <) 在 又 域 D,， 内 闭 一 致 收 剑 且 在 闭 区 域 D,, 外 


发 散 ; 级 数 依 ) 5。8。(%) 在 区 域 D,, 内 泌 一 致 收 化 , 且 在 闲 区 域 DD， 


外 发 散 ， 

3” 车 贰 数 f(x) 的 展开 式 (2.23) 在 茶 个 等 势 线 C, ,rr << 
7 三 +1 上 一 致 收敛 ,， 则 其 展开 式 必 唯一 县 展开 系数 o。 与 bo 有 
积分 家 示 式 (2.24), 


4” 反 过 来 ， 若 关系 式 (2.25) 成 立 ， 则 关于 级 数 浆 an 了 Tu(z) 


与 2 bs8。.() 成 立 结论 2" 且 由 级 数 (2.23) 所 确定 的 函数 f(z) 在 


区 域 D,,,,， 内 解析 ,在 二 个 等 势 线 C, 与 C,, 上 都 有 奇 点 。 

如 宕 我 们 只 研究 广义 Faber 多 项 式 展开 的 唯一 性 问题 , 则 无 
论 从 区 域 K 还 是 从 被 展开 讽 数 的 性 质 来 看 ,条 件 部 可 以 同 时 减弱 . 
我 们 就 以 普通 的 Faber 多 项 式 尾 开 为 例 给 出 一 个 定理 。 

定理 6 设 有 界 闭 祭 六 的 边界 是 用 Jordan 可 求 长 曲线 , 且 
立 数 fz)E ACK), 即 f(x) 在 六 内 点 上 解析 ,在 KK 上 连续 . 若 f(x) 
的 所 有 Faber 谨 开 的 系数 o, 一 3,# 一 0,1,2,…《 见 (2.2)), 由 
f(x) 四 0。 

证 由 条 件 6 一 0,x 一 0,1,.-。 及 定理 6 的 条 件 ， 四 广义 
Cauchy 定 惠 可 以 得 到 


14170， 


1 、 1 
了 | fI¥ er)] prtl dt = 0， n= 0,1,2,...% 


由 此 对 所 有 ww，|w| < p 得 到 


> flvod(F) do, 


A 27 J 


即 


dt = 9, Iwi < pv 


1 < 了 [下 

Zt le 一 到 

设 上 地 Cauchy 型 积分 分 别 确 定 于 图 |z| 和 1 内 及 圆 w1>p 

外 的 两 个 解析 陆 数 HiCw) (这 里 Hw) 二 0) 与 Hi(w), Hi(%) 

1 Ti—p’ 
-37), fiV(ee ml pg 0 +r dP 

其 中 ww 一 te 只 ,7T! 之 p,。 惠 用 调和 和 疯 数 的 极限 值 性 质 fw(w)] 

在 |w| 二 p 上 的 连续 性 流 及 日 (w) 三 9，iw| 过 1 可 以 知道 , 滑 
数 Hi(w) 在 lw! 守 p 上 连续 , 且 有 

Hw) = fTlw)], lw| ep, 


‘a ‘flz) 2€ Kk, 
2\2) = HC@(Cs)), zeECK, 


这 个 光 数 在 天上 大 部 及 CK 内 点 解析 ,县 在 这 二 个 区 域 的 公共 边界 
上 有 公 具 的 极限 值 f(z)，g《00) 一 0， 困 此 ,根据 Morera 定理 ， 
glz) 是 整 项 数 , 舟 由 Liouville 定理 知 g(xz) a 0, 因 而 有 fx) 到 0， 
ztkK, 

定理 6 证 毕 , 

我 们 也 可 以 对 有 界 评 集 天 及 被 展开 困 数 人 zz) 略 加 一 些 条 件 
时 研究 展开 问题 ,这 里 介绍 下 面 的 xkp6anisw 定理 . 

定理 7 《外 16aHHt 99) 设 区 域 D 是 以 闭 Jordan 可 求 
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长 的 曲线 为 边界 , 设 决 射 浪 数 z 一 (lw ) 满 足 条 件 局 
j 亚 (el2arodB < 十 oo，0< 扫 和 扫 1 (2.26) 
这 旦 为 了 简单 起 见 ,假设 保 角 半 径 为 1, 又 设 函 数 f(z) & Ki 六 D)， 
即 存 在 函数 g(*)e LCT), 这 表示 有 
ECC) = (COON EgCE), gC) € LT), (2.27) 


使 
fx) -三 2 z€D, (2.28) 
则 函数 (9 在 区 域 也 内 闭 一 致 地 有 展开 式 : 
f (7) 一 D3 cule zs) ,2 € DD, (2.29) 


一 一 一 4 
< 一 下 | HOLOCEI GE Gey 


1 a 
i pe J g[PO) I [WC 2 5 (2.30) 


而 囊 外 C2) 是 区 域 D 及 RG) 一 [FCD]',0 和 :1( 见 (1.55)) 
的 广义 Faber 多 项 式 , 量 


D3 lc 一 十 oo。 (2.31) 
=O 


证 设 x€ 1 固定 ,考虑 请 数 
K(z,w) 一 Ts) 


它 在 lw| > 1 上 解析 ,所 以 活 数 


1 ’ 1 
K*(s,w) — Ki ) 
在 |w| 二 1 上 解析 。 现 在 江阴 ， 对 于 固定 的 z ED。 Kr*(z,w) 
e FEKIzl< ii 如 是 Hardy 至 国 ， 
事实 寺 , 令 


1173， 


dz) = inf | —z!t>0, 
er 


对 任意 的 w|iwl 袜 p 全 1， 
[ 亚 (z — 2| > d(x) 
因此 
Ber (KC,00') ?40 

Sr 人 (peo)lxrodb < + 

< pay Bm | Coe®)| es 
这 里 用 到 了 定理 的 条 件 (2.26), 因 而 有 
jim a 1KxCs retey1238 


fr] 一 9 


一 ,im ， 国 [GE )| ze 一 十 oo， 
即 K*(Cz ww) E HCw! < 1), 

由 于 以 2x 为 周期 , 且 在 [0,2x] 上 平方 可 积 的 函数 在 工 :[0， 
2z] 中 可 以 被 其 Fourier 级 数 平均 逼近 ,因此 下 (ol < 1) 中 逻 
数 ,利用 盐 演 界 值 平方 可 积 ， 醋 以 被 其 震级 数 在 Llw| 一 1) 上 
平均 追 近 , 即 


4 


K*(z,tw)— >) a ws EDD, lw!| 1 (2.32) 


m= 
在 圆周 lw' 一 1 上 工 : 意义 下 收 化 ,在 |w| 二 1 内 闭 一 致 收敛 ， 
其 中 
“一 元 1 Ki Crsw) dwl, n= 0,1,2,..., (2.33) 


27x 


生 
> ,lc 一 十 co。 (2.34) 


因而 利用 广义 Faber 多 项 式 的 积分 表示 式 (1.57X( 这 里 取 RC?) 一 
[到 Ce] 就 有 
re | ry ep 
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1 | [Pw)] ‘ww dp = HC), {2.35) 


2 lwtrrl ylw) 一 也 


县 由 (《2.34) 知 


Far < 十 c2，z6E 了 ， (2.36) 


"=D 


因此 由 (2.32) 及 (2.36) 得 
Kk, (= 去 ) = 立 Ha)w"+!, 2 6 D, 


到 


如 HW 1—: 
Ks) Be 


一 六 1s) 


1 
Dns lv)> 1, z€D, (2.37) 


且 在 lw1 一 1 上 忆 收敛 ,在 1w1 > 1 内 闭 一 致 收 全 
由 函数 f(=) 的 表示 式 (2.28) 得 
! (1 eeCe)]g(Cw) 
fw) 一 2 二 一 的 
1 
= 27 | el Tw) Ew KC) dw. 


利用 (2.27) 知 
| legCo)1Ier(w1Pldwel 一 | aN la <+o0. (238) 
现在 将 (2.37) 代 入 (2.38), 利 用 在 lwi =! 上 的 平均 收 仇 生 就 立刻 
得 到 展开 式 (2.29) 且 其 系数 c。 由 公式 (2.30) 所 人 确定 ,由 于 (2.38)， 
比较 (2.30) 由 Parseval 等 式 知 (2.31) 也 成 立 ， 

由 (2.31) 及 (2.36) 知 ， 


+ + 二 四 
Scene fel DID)| < 二 oo， zeD， 
如 二 人 


本 一 必 助 节 起 


因此 级 数 (《2.39) 硅 五 内 绝对 站 化 . 
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此 外 ,由 (2.37) 得 
(3 cot fo Cw)]'™ 


Cr EL 
Don (2) =. 了 | _ LIYE dwsz € DD. (2.39) 


由 于 (2.31), 因 此 级 数 也 criwt 在 |w| 一 1 上 了 :意义 下 收 全 ,将 
n=0 


其 极限 函数 记 作 p(w), 显 然 有 plw)EH, 《|wl < 1)， 
令 
Be = pt ODO, ter, 
利用 p(w) EH 及 (2.26)， 


Pn la | eC Ia! < 二 oo。 
这 样 一 来 


1 1 
二 Dante 


| oC) — Bekwrror Cw) | 


1 +=0 
ed zr UL) 一 dw ,x € D, {2.40) 


再 一 次 利用 (2.26)， 利用 飞 ctwot 在 [zj- =1 上 平均 收敛 到 p(w)， 


t=O 
由 (2.40) 可 知 在 区 域 了 内 闭 一 致 地 有 
于 cD 一 2 | LS. 

定理 6 让 

目前 还 有 一 些 工作 研究 各 种 辫 数 系 所 构成 的 级 数 在 区 域 的 边 
界 上 的 平 购 次 侣 以 及 将 函数 在 各 种 不 同 平 均 收 语意 义 下 对 各 种 沙 
数 系 的 展开 问题 ,这 里 不 准备 作 详 细 介绍 了 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参 
彰 沈 缘 加 的 文 章 Te 0 9 Gl 0 

* 175， 


§ 3, 解析 区 域 上 多 项 式 最 佳 逼 近 的 阶 


首先 我 们 研究 特殊 的 解析 区 域 1z| 二 1 时 的 情况 ， 设 函 数 
f(z) € AC]z| 所 1), 即 它 在 区 域 z| 二 1 为 解析 ,在 也 区 域 1zl 委 1 
上 连续 。 定 义 它 在 圆周 lz| 一 1 上 的 i 阶 连续 模 为 ， 

wl6,1) 一 up AKCe 1 » (3.1) 


其 中 
Me = DD (see), C3.2) 


若 函 数 f(z) 的 阶 导数 在 |z| 一 1 上 满足 Lipschitz 条 件 ， 
则 显然 基 e2>》 作为 8 的 函数 在 区 间 [0,2x] 上 的 大 阶 导数 世 满 足 
Lipschitz 条 性 . 
引 理 1 设 以 2x 为 周期 的 玖 数 e( 人 在 区 间 10,2xj」 上 的 
阶 导数 8492)ELipa0 过 a 委 1 则 
iAfigC0)| LhItt®, 
其 中 天 是 Lipschitz 条 忻 中 的 常数 。 
证 ”用 数学 归纳 法 ,容易 证 明 
Attig(0) 一 | etht nt 
» {0+ ] dt di 
由 此 就 立刻 得 到 引 理 1， 
定理 1 《[131]) 设 浮 数 f(z) € 4《|z| 万 11), 则 
E,()) = in max |fC*) 一 Pp,(s) <col(1), (3.3) 
其 中 了 为 任何 自然 数 ,c 为 只 依赖 于 的 常数 ， 布 上 型 的 下 更 界 是 
对 所 有 次 数 至 多 为 半 的 多 项 式 和 而 取 的 .此 外 ,还 必定 存在 函数 jz) 
的 Taylor 有 展开 式 中 前 = 项 的 部 分 和 的 适当 求 和 来 达到 所 需要 的 
证 令 &(9) 二 用 e'), 游 虑 核 明 数 
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sin 了 
站 
用 Sin- 7 本 
及 积分 ， 
np \” 
2 ee 
全 = 一 5 
和 单 dP :| 1 (3.5) 
nsin- 7 i; 
洲 虑 盟 数 


1 97 一 司 汪 [一 Dr8C6 十 2) 十 《一 D 1 je(6 十 (1 一 1)7) 


+ DL )elo + Go— 2 + 


2n 


nr 
sin -—- 
+( ,ord di, (3.6) 
eR 
2 
因此 有 和 二 
y > Es sinn 
11.0) 一 86) = 2 Dasa EE) a 
a 2 了 oar Sin nr (3.7 
0 性 ee 生生) a ) 


利用 i 阶 连续 模 的 性 质 (: 杆 凡 TaMas 的 答 作 3* 053)， 
Ons) Ewtt.8), 
其 中 # 为 安然 数 , 由 (3.7} 叮 以 得 到 


.6) 一 a0N< 让 (= oe)|iCr2nn + D (Sa : 


,1 
Ea. [C2n7)! 十 (Se 1 (3.8) 


nsinf 


- 477. 


由 (3.5) 得 到 如 的 下 更 估计 ; 
hb Gy dt >40 (ns 


f 守 CO 
-| 一 五 dx 一 所 一 0， (3.9) 
其 中 ce。 是 某 个 依赖 于 a 的 常数 


由 于 当 0 < 所 他 时 ，sint > 二 1， 风 此 对 于 任何 非 负 束 


因此 当 26 > :十 2, 若 取 一 0 及 和 一 刀 则 


0 a 3.10) 
f(D) 
其 中 c! 与 < 都 是 只 依赖 于 o 的 常数 ， 
比较 (3.8),(3.9),(3.10) 与 (3.11), 就 立刻 得 到 


11.(0) — #0)| < er0r (到 人， G3.12) 


这 时 常数 ce， 是 依 翰 于 mn， 因 此 可 以 认为 依赖 于 i, 

现在 研究 函数 1,(9) 的 表示 式 ， 为 此 。 可 以 像 在 证 明 实 变 沿 
数 有 带 近 论 中 的 Jackson 定理 一 样 处 理 。 
我 们 证 明 


iD) 一 | ”ecoree-ngs — 4, (3.13) 
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其 中 
af#—)) 


7 一 日 ) 一 > Asncosm{t — 6), (3.14) 


4A,.。 是 不 依赖 于 g(6) 的 常数 . 
从 前 可 14.(6) 的 定义 (3.6) 可 以 看 出 ,只 要 证 明 每 一 个 基数 ， 


PE 
二 2(0 + 2ru) ee) du 


A(t — 0)\” 
sin 
1 :09+rs 2r 
ee oe ef 二 2 (3.15) 
” nsin —37— 


其 有 (C3.13) 与 (3.14) 的 形式 即 可 ,其 中 7 ~ 1,2,.…… 
若 不 考虑 葬 数 因子 元 ,利用 启 期 性 ,上 式 右边 部 分 可 以 改写 为 


i—0 守 21x \ |” 
-eta Sh sin 中 一 2r 2r ) 
| gCt) 之 dr, (3.16) 


= tO 28 
roin( 一 元 十 27 ) 
py 
SiN 2 | 
已 知 汞 数 是 只 包 有 余弦 的 4 一 1 次 三 角 多 项 式 , 丸 此 
nn Sin 也 
时 Ya 
sinn» 
| 记 是 只 包 有 余弦 的 war 一 1) 次 三 角 多 山 式 ， 这 
sin 也 


样 一 来 ,在 (3.16) 求 和 中 ,每 一 项 都 具有 形状 为 : 
Sea 上 6 215 
之 B. icosm( 十 人 


其 中 B; 为 常数 一 0,1,……aln 一 1)， 因 此 《3.16) 中 被 积 阔 数 
的 求 租 项 为 


79“。 


mn it—6 rr-1 一 有 
> Bal| -wm 一 De sin 71 > 
m0 
ub 
3 sin -|. - {3.17) 
pe 
显然 当 m 是 的 倍数 时 ， 
= 2miz 2 2 
Pe 和 a {3.13) 
当 m 不 是 7 的 倍数 时 ,有 
1 ; ry ; 
Foos 十 i 2) sin 到 
j=0 i=0 
"i 2mi” 2mrn 
3) ei 1 ce i 0, 
J 二 0 1 w= Bh 
因此 ， 
21m} 2111 
3 一 7 Se 0. (3.19) 


这 样 一 人 
中 ， 只 有 依赖 于 * 一 6 的 整数 倍 的 余弦 , 且 其 次 数 < aln 一 1)， 
这 就 证 明了 (3.13) 与 (3.14). 

和 用 (3.13) 与 (3.14) 就 容易 得 到 


1.(0) = zxAiat a >, dnf(ascosnz + br sinmO), (3.20) 
其 中 


m= 1 


1 x 

0 一 去 | glt) cosmtdiym = 0,1,2,..*, (3.21) 
Li 

bm 一 二 | Blt) sin mide,m — 0,1,2,..., (3.22) 


医 为 2 二 He")， 且 fz 在 lz| 过 1 内 解析 ，|lz| 志 1 
上 连续 , 若 其 在 z 一 0 处 的 Tayjor 级 数 展 开 为 


+w 


jz) 一 D lang”, (3.23) 


mz0 


.1i80» 


其 中 


一 二 bs 成 ci cosmi — isin mt) dr, 


由 (3.21) 及 (3.22) 看 出 


1 
Cm ™ 械 (en 一 人 1 )， 雹 一 0 1,2 (3.24) 


0 一 = fle)r"dz mo— 0,1,2,..°， 
和 | 一] 


一 二 下 flei) cos(m + 1) + isinCm -Ft 187dz 


2x 
— Cnn + ibnts), m= 0,1,2,.…, (3.25) 
困 此 由 (3.24) 及 (3.25), 由 (3.20), 利用 Euler 公式 可 以 得 到 
otn—) 
1 .C0) 四 -worra 十 >) AsmTmT" ,o> Ci (3.26) 
= 1 


这 样 一 来 ,利用 最 大 模 不 理由 (3.12) 及 (3.26) 得 到 


max |f{2) 一 on ero, (1,¢) 
:下 去 1 经 


< ciror [2 4 站 ， (3.27) 
好 


其 中 eit 是 只 依赖 于 7 的 常数 ,而 
《一 外 


Guan(z) A oc0 十 2 A mmZ™, (C3.28} 


由 此 再 和 用 党 阶 连 续 模 性 质 可 以 看 出 ,对 于 任意 的 自然 数 ,存在 
fm 在 “一 0 处 Taylor 展开 的 ?次 部 分 和 的 一 种 求 和 Ps,(#)， 
先 得 
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有 
max11(a) ~ Pls) | < ctor (1), 


定理 1 得 注 , 
推论 若 函 数 所 ee AC(1lz| 所 1)， 划 存在 Fo(z) ELipe,0 
< 之 1， 则 | 
Ci 
El) < ities ”012 (3.29) 


其 中 ci,。 是 只 依 赂 于 多 与 4 的 常 狼 . 

事实 上 , 若 取 定理 1 中 的 7 一 和 十 1, 利 用 引 理 1 及 定理 1 就 
立刻 得 到 推论 ， 

注 ” ”如果 考 虑 图 内 的 Hardy 空间 H', 令 


了 
HhoAlm (二 | tre) ed) 
会 im M7) < +%, 


及 HH* 空间 中 了 工 级 连续 模 ， 


“ngs Ee 
-同人 aol em 
则 当 p 尖 工时 也 成 立 ， 
EADSini lt— Pl eo(t, ft), (330 


其 中 < 也 是 不 依赖 于 ”而 只 依赖 于 了 的 常数 。 

证 明 的 方法 完全 与 定理 t 相 类 似 , 这 里 不 准备 重复 讨论 了 . 

对 于 Hardy 空间 HAI 之 1), 当 0 二 pp 近 ] 了 时， 情况 就 
绞 为 复杂 ， 但 是 也 有 类 似 于 定理 1 及 其 注 中 的 结果 .现在 我 们 准 
备 进 行 讨论 ,为 此 先 证 明 几 个 引 理 ,它们 本 身 也 有 独立 的 意义 ， 

引 理 2(Cropoxkepkon0 4 设 困 数 RCg) 在 圆 Ixi < 只 内 解 
村, 0 Fi 对 0 人 <o< Rs 


* lf2» 


| 


(frre) ap) <ee— re 
。 下 IFCaee)frd9。 (3.32) 


若 F(z) EE Hr, 则 C3.32) 中 可 以 取 p 一 R 一 1 
证 设 序列 rfp,# 富 0,1,2,.…,ro 一 r+. 由 Cauchy 公式 
f(z) 一 1 | Fe jo, |z| it 


oxi itr CZ 

推出 

up | Flrie'?)l rr 一 ry)” up. [FOrie'’)l' + 

FO) ba, 

即 

MrtEy<srtCrt 一 rt MAT EF) eMCr, EF), 

记 呈 1,2,:………， (3.33) 

其 中 


Malr,F)= Sub |ECre |。 
男 一 方面 ,显然 有 
MlrsF) < Mir FOMS(r, FY). (3.34) 
依次 地 将 (3.33) 代 人 (3.34)， 令 不 一 1,2,-…,# 得 到 


(1 一 多 六 
于 
Mr F)SE Me ?tr FMI, PF) (G 
we A 
a ri Dd 
ed 
Per 
。 Mo er Fr 0. 全 3 


报 据 平均 模 M,Cr,F》 的 单调 上 升 性 《 见 [lpnsanoe 的 著 
作品， 也 可 以 利用 次 调和 隙 数 性 质 ， 而 不 用 Blaschke 乘积 来 证 
明 ) 有 

lm Mi 《re Se lmM "(Cp,F) 一 1 (336) 


，483， 


"Fim J Mr FS lm [LT Mp, F) 
meh hi ww 二 用 -各 十 二 
p 今 ， (tp 过 


dm M, ry 《p， Fy Melps, F). (3.37) 


十 四 


全， 一 re 一 人 一 Dr 其 中 > 一 可 二 ,我 们 有 


tp Se (pA 


| ( = ) 
ee— 
0 # Ta- Pt We 


So) TIORY mA — ry es, C3.38) 


省 押 1 


由 此 合并 (3.35) 一 (3.38) 就 得 到 
Mi(r,P) Cetp—r) MPF), 
此 即 不 等 式 (3.32). 
若 F(x) 由 ,利用 已 知 极限 关系 式 
lim MAPp,F)— M1,F) 


1 
=- (ieeearp) ， 
(可 参看 [ipusanoatm 的 著作 ) 
MiCrsP) Se im Cp— 71) Mp, F) 
2 
-ed (| re) hap) ， 


这 就 是 不 等 式 (3.32) 在 2 一 1 时 的 情况 . 

引 理 2 证 毕 . 

为 了 要 在 H?,0 < 之 ?<< 1 空间 中 得 到 多 项 式 最 佳 通 近 的 阶 的 
估计 式 ， 代 替 使 用 在 定理 1 证 明 过 程 中 用 的 Jackson 型 核 (3.4)， 
这 里 邯 虑 核 


9 LB4s 


KiCre) = C40) 0 ， 0 < 之 f 


其 中 实数 “> 二 十 二 一 1 ，! 是 某 个 自然 数 ， Wr (a+1) 


(a+ sn) 
1 
《1 tse 
由 于 单位 贺 1z| < 1 内 解析 画 数 f(z) 的 Taylor 级 数 展开 
的 《ce) 求 和 的 积分 表示 式 为 
gC re DD = 4 -一 上 freern) (re'r)™® 4 
《1 Ca reiv)'te 


因此 利用 核 下 re") ,构造 男 一 种 求 和 ，. 


了 本 
一 > A%2", lz < 1 (3.39) 


Ps» 


TD Dm" D0 ) 


区 zr"einr Kreir)dgp, (3.40) 


其 中 1zl 委 1，! 是 某 个 自然 数 。 
我 们 有 
引 理 3 贰 数 T,(z) 是 次 数 不 超过 ”= 的 多 贰 式 。 
证 令 


f(w) 一 立 Cw, Iw; < 1, 


由 (3.39) 与 《3.40) 得 
fw — Ww) te om bp by Ch 


令 w= zr"e'"r, wv 一 re， 得 到 
f(zxr*eimr fl 一 reir) ta 


一 #4 


= 5 > 了 zre’ i et 


wg 人 = 


+ 185 。 


上 式 两 边 莱 上 (re?)"*， 然后 对 从 一 x 到 r 积 分 ， 只 剩 下 《和 天 
一 1)24 十 一 + 的 这 些 项 , 技 中 居 与 ”是 固定 数 ,a 一 9,1,2,…，， 
mm 一 1,2,.-，1， 因 二 不 超过 wn， 自 这 里 不 出 现 +， 这 就 证 明 
了 函数 T.(s) 是 次 数 不 超 过 # 的 多 项 式 。5 引 理 3 证 毕 . 

定理 2 (Cropoxegko nso 设 国 数 f(z) EH?(1z| 二 1)， 
0 一 p 声 1,/ 是 任意 的 白 然 数 , 则 


RD 二 站 ,一 中， 132 《3.41) 


其 中 c1,， 是 内 依赖 于 7 与 的 常数 ， 
证 现在 我 们 证 明 , 当 RR 一 1 时 , 引 理 3 中 的 ”次 


多 项 式 T.(z)( 见 (3 40) ) 在 HClzl < 1) 空间 有 逼近 函数 f(s) 
时 ,就 有 信 计 式 C3.41)。 
由 (3.40) 及 
1 


2 Krer)Mdp™* 1, 0< 和 rr< 开 1 (3.42) 
Es Ee 


得 到 
TC) Kee) KeCre'e》 


(—1)'* ( NGrneerrode。 (3.43) 


“m0 


由 于 对 于 任何 一 个 在 圆 1z!t 过 1 内 解析 函数 风 (z) 有 
| 证 Ce 二 yy 
blre's) dq 一 0 二 一 1,2,*- ,0<r 二 1， 


(CT 一 Term 
因此 
re'r Cre)” “ d 
请 a © a ct, rei9 Jitw Md 
, i io | 一 《re s+l \ite 
-人 dlre' re'r) "(~ ~) dq, 0<r<l, 


这 样 一 来 ,由 土 式 ,将 核 尺 *《re'*) 的 表示 式 代入 后 得 


"ig6+ 


IT Ce) — fei)| < EO 
-flroe'imptn)) | D8 


一 


-人 


dp,0 ri, (3.44) 


= 


函数 


#1 


POD 


上 3 


赂 于 HM ,z1 之 1)， 因 此 对 于 (3.44) 右 边 的 积分 用 引 誉 2 由 的 不 
等 式 (3.32), 其 中 取 p™]， 可 以 得 到 


Ted Red rr) 7) 
-二 | CD enw) 站 


| 1 一 ette+U9 ,Utaip 


| 工 一 ce 


两 边 对 + 积分 后 得 


dg. 


= c 
fr fea dr 人 
(to 
. sin (# 十 D2 2 
2 wf pf re dp, (3.45) 
2 


利用 Lr* 空间 中 上 级 连续 壤 的 性 质 ( 可 见 Tava 的 著作 93》， 
wof A181), E+ iY of?),.4,5 > 0, 
可 以 得 到 
of(g,1。 < (Hl +1 v+1)o :( 本 3 人 小 


-or (5 


> NC 二 1) 一 2), n= O01 


m=0 


=" 87 


ay 
| sin{n 十 " 
i dy < 


:= = 


. wf (Tl) 


oi Fi 2 (%) (3.46) 
其 中 
| | i De {1ta)p 
1 [G+ DT 请 i dp. (347) 


由 条 件 « > 人 1 准 出 & 十 1)p 一 1> 2， 因 而 对 所 有 的 


m0 1; ， 有 (1 十? 一 mm 之 2 由 此 利用 在 定理 1 证 月 
中 对 《3.47) 估 计 的 方法 可 得 
ln ea 十 LY", (3.48) 
其 中 cm 为 依赖 于 a,p,m 的 常数 ， 
这 样 -来 ,比较 (3.45),(3.46) 一 (3.48) 就 得 到 


| Te) — Ke ea 


Ps Ae EE Ma 一 1 
其 中 0 之 + 过 1 为 任意 数 ，c? 为 内 依赖 于 ?与 ! 的 常数 。 
取 r 一 ! 一 -二 一 ,容易 得 到 以 下 结果 : 
十 2 
MT) 一 fo < cpr (se A 


定理 2 全 部 证 毕 ， 
注 1 上 = 一 1 条 印 用 1 级 连续 模 来 进行 估计 的 结果 可 多 
CropoxkeHko 文章 ,这 已 是 Hardy-Littlewood 关于 门 Taylor 
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级 数 《ec ,a), 当 s> 宁 一 1 0 一 pp 一 1 时 求 和 的 推广 am 


注 2 在 CropoxeaK0 与 Ocegaxpi 的 工作 su 中 ， 在 空间 
L?[0,2x],，0 之 ?之 1 考虑 类 似 于 这 里 的 Jackson 型 的 逼近 定 
理 , 至 于 /= 1 时 的 结果 早 在 HbaroBlt2l 及 CropoxeHKO- KpoToa- 
Ocaanpn 的 文章 29 中 就 有 ,但 是 这 种 Jackson 型 定理 在 L?[0,2x]} 
上 成立 淮 及 下 Ce 还 不 能 自动 地 保证 能 证 明定 理 2, 因 为 在 L? 
与 H* 中 实现 有 逼近 的 三 角 多 瑟 式 与 代数 多 项 式 有 不 同 的 形状 , 前 
者 为 了 ,一 > beit， 而 后 者 为 了。 一 oz4。 

十 亚 一 提 =O 

我 们 还 希望 水 数 f(z) 在 1z| 忆 1 内 的 高 阶 导 数 F(z) EN 
《lz| < 1) 了 时 研究 更 精确 的 多 项 式 最 佳 下 近 的 估计 式 . 但 是 由 于 
0 < 之 了 过 1, 因此 不 像 在 1 很 8 达 十 时 的 情况 ,这 里 没有 类 似 于 
引 理 2 的 结果 ， 因 此 需要 另外 的 讨论 ， 

首先 我 们 证 明 一 个 类 位 于 引 理 7 的 Eepamregn 型 不 等 式 ， 

引 理 4 《Cropoxrkeaxots:》 设 函数 fz) 在 单位 贺 |x| 过 工 内 解 
析 , 帮 是 任何 的 自然 数 ，4<p 过 1, 则 


0t 4。 
Mr 人 (ro 过 tl(s un, 1D), Or<R<1,(3.49) 


je a 


吕 二 们 


Bre pn 
一 人 一: 四 
6p 之 


因此 也 在 1z| < 1 内 解析 且 
— (1)t 3 ContrierP em G4t) 天 二 MY ) -zt 
二 gtoft Dm)at 二 二 as) 2， 


9 a9 * 


而 a "i 一 12 大都 是 复 常数 。 

若 函 数 f(z) eriz| 生日 ,0<b 一 1， 则 不 等 式 (3 49) 中 
的 R 可 以 取 为 1. 

证 考 得 |z| < 站 < 攻 6< 下 将 靖 数 趟 er 用 在 lz 一 


上 的 Cauchy 公式 表示 , 其 中 之 0 是 在 下 面 待 定 的 数 ， 然 后 两 
过 对 z 求 导 可 得 

f(xe'r)e” + fre ye 4. 

(p—2) pa 


-| A | rm<p， 
2ri lt Cp 一 《全 一 


因此 , 当 :一 + 过 ri 时， 得 到 
frere) + A re De (po— rnc 
pr 


1 1" itGt+p) 1 BID 
X —- 本 ee e . 
十 人 frie ) (rice 一 rp 一 riciei) 


由 此 得 到 
IFPCrei)i < 安 Ufre®) 十 rp 一 了 人 

rt Cr —r) 

1 


ip 一 re 


-上 [Hrne re )! 
2 1-—* 


将 上 式 两 边 进行 次 方 ,然后 利用 引 理 2《 见 公式 (3.32)) 后 可 以 得 
到 


4d6, 
19|1 


| Creir)i? < 安 LF 好 | 长 re 十 c corflp 一 了) ri re 


{p—r)? ri—r)? 


. 人 f(r 20 9+) |? d9， 


-io 一 re lar 


人 
pr ‘rfp Co— rr) 
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| (3.50) 


中 lp 一 rl 
现在 令 4 一 2， 六 一 一 站 一 一 pp 一 ri。 已 知 Poisson 
| 
核 Plr, 站 一 沁 一 一 和 一，0 把 +r < 1 满足 


| 了 it 上 


二 上 Plrot)di=1, 0<rel, 
于 一 本 


办 此 


『 和 (3.51) 


-|p— ric®|’ 六 一 了 
由 此 利用 Mr ,让 0 由 (3.50》 利用 (3.51) 得 


Mr,f) SE — Mi(p,f), Or < p< 1, (3.52) 


rar 
氏 为 泡 - 太 z)，z5 拓 此 
Malr, 3) < Mr, 请 )。 


因而 由 (352) 得 


of Eo 
Mi， 3 pe 7 Mikpsf), 0<r<p<l, (3.53) 


令 r 一 po 二 Pi < pr 一 RR, 则 连续 地 应 用 (3.53) 大 次 
得 到 
1 Bt 


Mi 人 tr， J Me 


1 .1 3 D+™2f 
i r)? (ps — pi), iv， 5 
< 
< cfM 人 CR， DT 一 一 上 一 
《pa Pe— pd 
若 令 Pn ~™~ Pn.; 二 人 1 = 1,2, "下, 则 由 上 涉 可 得 


* 19s» 


1 


I 


MOR ,i) 
A kp 
SR) MRA, 
若 jz) Hr(iz| 过 1)， 则 由 于 
lim MR, = Ml, f), 


六 此 不 等 式 (3.48) 对 只 一 1 时 成 并 。 

引 理 4 证 毕 。 

引 理 5 ” 设 函 数 f(z) 在 单位 加 izi < 1 内 解析 是 自然 数 ， 
则 


of 


Mr, OF) < hl 7 Mo(R,), 


EN ER 
(R—7r) 
0r<RL1, (3.54) 
证 对 于 Cauchy 公式 ， 
jCrer) 一 卫 长 Re2)e 46 0 过 一 R< 一 1， 
2 一 可 Re Fa eg 
两 边关 于 ? 求 导 后 得 
tfre®s) ,RR | fCRe')e® 4 
Ogt 2x 1- Opt 


一 )se， 0 和 rr 一 R< LI， (3.55) 
Re 一 re 他 


现在 来 证 明 


2 ( 1 ) - = S$ bdeine, (3.56) 
Op* Re't — re'r (Re'® > re'?)'tim=l 


其 中 


4 
Do) kl 


抽 二 

事实 二 , 当 大 一 1 时 ， 
也 (一 1 
dPp\Re® 一 | (Res—re'r)’ Ci 
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因此 

1 =r<1. 
这 表示 (3.56) 在 * 一 1 时 成 立 ， 现在 假设 (3.56) 对 某 个 自然 数 # 
成 立 , 于 是 


~ 2( ee), G357) 


OP\Reie 一 yc)i+" mt 
其 中 按 归纳 假设 ,就 有 
Fh < 
因此 由 (3.57) 得 
O*+1 1 
eh a 人 


mn bd 
(Re 一 re'?) DimbiVeinn t+ CHt 1)rie'® 3 bileime 


(Re 一 reivo)ita 


+1 


1 >) birtlpimp, 


(Re rcip]?+e A 


其 中 
b'"t+l? sn Reitipb'®, BE it 六 
But jm Re bt rib {n+ 2 mm) 2 


由 此 得 到 


DY BoD < B+ {em SIMIEm + nt+2—m) | 6) ) 


m=" 1 m= 


= Ct Dm Tmt tl) |— Dames 
m= m=1 


~ (n+ Do Nem) 过 (十 1)1， 
Li 
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C3.56) 对 于 对 = 8 十 1 也 成 立 ， 因 此 《3.56) 证 毕 , 
由 此 ， 从 不 等 式 jRe* 一 re?| 渤 R 一 +r， 利 用 (3.56) 与 
(3.51), I 


" me ts i 
要 Rr a pr sup[f(Re 7)|。 


引 理 5 证 毕 . 
现在 我 们 着 手 证 明 类 似 于 在 Lrf0,2r],p 1 空间 连续 模 的 
估计 式 。 


wit#l6 sf) < tad, 1),. (0 一 5 所 =) 
这 里 出 于 0 之 p < 之 1, 因此 证 明 较 为 复杂 了 . 
我 们 指出 ,在 Hr 空间 中 , 当 0<p < 1 时 ,代替 wi(5,1%),， 


考 下 os, Se) 它 是 解析 疯 数 0 的 边界 值 ， 我 们 
指出 , 当 fo(z) erCiz|l < 1) 时 , 由 于 Hardy-Littlewood 定理 
《 见 Duren 著作 中 , 定 悍 (5.12)) 有 ft (x) EHCjz| 过 1)， 其 中 
9 一 了 ;之 ;因此 有 f+，(z)e (1z| < 1)。 这 样 一 直 推 导 


下 去 可 知 ,所 有 从 习 (z),…，f( 罗 痢 属 于 H?(1z1 < 1)， 因 此 ， 
由 引 理 4 中 基数 长 “ 生 的 表示 式 可 知 , 它 也 属于 Hls1 <1)， 


因而 就 有 边界 值 名人 7, 且 


Me EDHEIDAS Fi), Or<1, (3.58) 


nm < 1 ,2 by 
此 外 ,我 们 还 要 指出 函数 fCre'?》 作 为 四 的 函数 的 Taylor 级 
数 。 


frertt) oe flre'r)+ Sie) i 0<r< 一 1,(3.59) 
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在 | < 工 一 * 内 收效 。 事 实 上 , 当 |#| 之 R 一 + 之 1 一 + 时， 
由 引 理 5 得 . 


Otf(re's) 


Eb 2 Si( jpj Mt 
MCRD Di Cy 
EA! Opt = Me Rf) ) 三 十 00 


1 xz 人 及 一 7 

现在 我 们 给 出 函数 短 分 的 半 汐 横 被 六 数 对 得 变 匡 让 角 的 俩 导 
数 的 平均 模 的 估计 式 ， 

引 理 6 设 阴 数 fz) 在 单位 图 1z| 二! 内 解析 , 大 是 自然 
数 ，4， ee 0 之 +? 之 R < 1， 于 是 对 所 有 的 天， 


R- -一 


weap- 导 旧 CorOeerapm 


日 
a 8 为 常数 ， (3.60) 
晶 若 Fs) EeE HOIzi 过 1), 则 上 式 中 的 R&R 可 以 取 为 1. 
» 2 RC— 站 ss 
证 由 (3.60)， 当 0<<# 之 ee Er \ 可 以 认为 4， 
Ey 
2 ER 


Ail(re'r) 一 > C—1)*° -(。 )Krerers) 


m= 


= Dh )=: ee 
Orj(re'r)h We 
= Gg" 2 (oj 
-De ek) 


SC De em » (3.61) 


LE nilw=0 
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由 于 立 (一 Die( 和)m" 表示 函数 ze 在 点 一 0 处 步 长 为 
1 的 不 级 差分 ,因此 
. 二 、 
SC ot 一 0, #1, 


及 
DD em a) 
因此 由 (3.61) 得 到 
1AS(ree)1 < pe ns PE 
tT oirer) (ks)® 
: 之 Optt™ m! 


将 上 面 不 等 式 两 边 ? 次 方 ， 然 后 对 积分 ， 利 用 引 理 4 与 #4 的 选 
择 , 得 到 


产 4 KBP 1 了 0 -f 
Mi(r,Atl) Sh ' EY 3 Mi(r | 


Sms (R, Pt I+ BAN Rr) )™) 


< Boh MI LR, got } 
着 Foe HClx| < 1), 则 上 面 已 说 明了 字 feHC1s1<1)， 
| 


因此 令 丸 一 上 一 0, 就 证 明了 引 理 6。 
引 理 7 设 了 (x) 6 有 Ilzi< 1 0<Pp<oo， 则 


本 


f 之 (3.62) 


1 
2 
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证 由 等 式 
KRe®) — Krew) = (Kes) dp, 0<r<R<1， 
Pad 中 


得 到 
ICKRee) — freis)) < (R— 7) sup |2Kec-) 
PR dp 
Rp ee | 633 
r <Pel dq 


由 Hardy -Littlewood 的 极 大 范 数 定理 ( 见 Duren 著作 ， 定 理 
(1.8)), 


[sap [FCre'r)lrdgp < ce, I IF(e'r) ?ap, 


其 中 c; 为 常数 ， 从 (3.63) 可 以 得 到 ， 
{KRem) ~ Krer) lap < (RE) ems (1 ), 
仿 


R 一 1 一 0, 就 得 到 了 3 引 理 7. 
现在 我 们 来 证 明 一 个 重要 的 定理 . 
引 理 8 设 函 数 fo(s)E He(|z| <1) 0 一 训 <1 是 基 
个 自然 数 , 则 存在 正 数 6 一 5(p,f) ,使 得 当 0<8 < 委 5 时 ， 下 式 
成 立 : 


Bt 
wrritd ,fF) C= cnstol oh (3.64) 


其 中 上 是 任意 的 自然 数 。 
证 令 z 一 人 44) ,其 中 常数 4， 由 引 理 4 所 确定 。 画 定 


疡 、 人 < 大 < 0 确定 数 +, 满足 等 式 
1—+— 24,kh, (3.65) 


显然 有 三 + < 1 


着 m 所 不, 则 有 
5 一 QA 7) SAm) 1 — 7). 
» 97 * 


因此 ,可 以 利用 引 理 6， 其 中 海 碟 莽 分 A?j, 目 mm 一 本 2 


R 一 1， 
M olr, AN) < Bh"M ol a (3.66) 
绪 引 埋 7 得 
"feo) lrdg 


| Ace 一 总 
AN 
cell —r)yM? ( oe AH 

#0 

00 ru (LAr), 


Ai 一 让 


(3.67) 


1 2 


由 了 明显 的 等 式 
AI 大 ce) ATfHre®?) + (Ar Hre®) — AFHe'?)) 


ms (A f(re'?+t)) a Am fe ?ots )), 


利用 (3.65) 与 (3.67) 得 到 
1 四 户 让 p O° 
2 | | As fei?)! rdp 扫 B Hd eM :人 (5 9 
十 2c(1 一 r)*。 vw; ( :A a ). 
中 
若 用 >“ 一 代替 f, 则 由 上 式 得 
Ow 
如 m Ot mp ifm 2 a Ss 
ss 用， Bh Ms(1, 人 clr) 
tie A WE We (3.68) 


, 帮 写 出 、 将 前 一 个 逐次 地 代 人 后 


将 (3.68] ,逐次 用 由 一 1.2, 


一 个 ,利用 (3.65) 可 以 得 到 4 
MKL AN 运 cate MA 1, 2 ). (3.69) 
Gh 


NA! 2 ) 


由 此 就 有 
M1,AIt) < ct 多 :As 
am 
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过 滤 到 上 界 ,0<h 志 6 把 30, 就 可 以 得 到 (3. 64)。 

引 理 8 证 学 ， 

由 定理 2 与 引 理 8 可 纹 得 到 下 曾 的 定理 ， 

定理 3 《Cropoxkeakun5ea)》 设 大 与 1 为 自然 数 ， 若 Fs) 
EH?r(lz; 之 1), 0<p<1 则 有 * 


1 x Otf 
之 a Sd 
E(t), < A 十 工头 of +1" Gpt )» 
fd,l,2,..*. (3.70) 
证 由 定理 2 得 
E (fp eh p00 wan ( 


x 


7 十 1 


,fn 0,1,2,. 。《3.71) 


上 也 韦 和 ， cm 开 过 > Se Ld 1 
选择 蝶 菠 0 op; 不) , 华 得 nn nt] 及 i < 4 人 2 
于 是 根据 引 理 8， 


on 人 二 让 小 < wi) of 人 二 让 


《3.72》 
比较 (3.71) 与 (3.72) 就 有 
人 村 A Otf 
Ef), < = hrest 1 ‘( 0 n 2 ro, 


因为 


i a) 01,2.， 
所 以 角 据 连 绪 杰 的 性 质 , 单 * 二 zo 时 ,由 引 下 8 得 到 


有 ne 2 
A 
ce 人 Pr 


* 在 3. 入， Cropomxkenk9 的 文章 (D6 pxHhGi 3anaue xapnn-JiHnnayna, 119 
《161) No。 4C12) (1382)，564 一 583)， 用 差 遍 分 靶 引 进 了 一 类 新 的 连续 模 ， 
古来 OB 区 pstkHa 在 文 茧 (0 reopeMax ZKercona BH?, <p<oosH3e.. 
By3，MareM，1985,8,19 --23) 中 用 蕊 新 违 续 模 。 和 但 烈 了 类 位 于 (3.70) 估 计 


» We | 
式 ? 世 是 册 共 s 并 xz) 代替 了 kt 
op 
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因而 


9 « | (- LS 过】 
21 < che DA Op/ Si 


若 令 cis 一 max(c 舍 wo，c 名 wp)， 就 证 明了 定理 3 

注 在 定型 中 ,假设 fe) eH(ls| < D0<p<1 
自然 可 以 问 ,这 界 函 数 人 e*) 的 才 阶 导数 ，! 过 mw 世 已 是 否 存 在 ? 
且 在 什么 意义 下 可 以 等 于 ,im ,人 人生 这 明 只 介绍 一 个 简 间 


的 结果 ， 
设 F(z) Ellz| 之 1), 0< 之 p 碾 1, 则 
HA -站 | al ON, gl < bp, AY, (3.73) 
tp ore 


其 中 Cp,) 是 某 个 依赖 于 了 与 的 常数 ， 
事实 上 ,我 们 有 
| 全 i [|iee's) 一 Ke 一 | 


opi 之 全 .一 
< 元 | jKresrre) 一 Kree? 一 Are | ag 
TJ- 中 


| (Ae?t®) 一 天 re 一 其 e + rer)l? 


用 
二 [2 — re “和 
2 -al Op Op 
-二 1; 十 {3.74) 


设 数 如 ,4 与 + 满足 关系 式 
ho CA) 0< Hh Sh LI—r—=24,h|, (3.75) 
臣 中 4。 由 引 理 4 所 确定 。 利用 函数 f(re ?和 9) 一 rei?) 的 
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Taylor 公式 ,应 用 引 理 4, 可 以 估计 4: 
n<V ls oicew)!te, 
> 1 《大 | )? 27 | Dp" | 9 


< hl¥Mi(1, DE el 


1 一 7 


2 
< om?(1, #6). (3 .76) 
PF 


对 于 7,, 利 用 5| 理 7 及 不 等 式 (3.69 儿 设计 一 1)(3.75), 可 以 
得 到 , 
了 一 - 开本 | [fCre'tr+s)) jCre'?) Poa errth)) 


2xr 
十 fle'?) ltdg 
< 0 — rus Ke -akem ) 
， Op Op 
(12 of 
< ellr Ms (1, | (3.77) 
由 引 理 7 还 得 到 | 
nk? 『 Be ?7 _ Of(re'?), 2 
2mrjJ=| ap Og 
< ep lalrMs(, 5 (3.78) 
因此 ， 从 (3.74) 及 (3.76) 一 (3.78) 得 到 
of 站 we{ 1 of 
a 国 3 col1a| ssl(1, 35) 1#| 所 ho. 
由 此 推出 
im | Sst | — 0., 
广 坟 人 | 3 
因此 可 以 说 ， 函 数 了 在 边界 Iz| 一 1 上 在 上 意义 下 的 导数 为 
2 
Og 
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类 似 地 也 可 以 得 到 更 -~ 般 的 结 
落 ft Cs) EHIAIzi <1), 0O<p<l,k .oo 则 嘱 


数 帮 轨 人 在 |z| 一 | 上 ， 上 Lf 意义 下 ， 有 不 级 导数 为 全 六， 


aff 4 
ht apt | 

现在 刀 是 几 解 析 曲 线 了 所 围 的 活 通 区 域 设 函 数 fz) 在 D 
内 解析 ,5 上 连续 ， 且 其 级 微 商 在 曲线 T 上 灌 足 o 级 Lipschirz 
条 件 , 沁 作 Ke EE LC,r)，0 之 a 所 1, 对 于 这 样 的 区 域 Jackson 

定理 也 成 立 ， 

定理 4 设 吃 是 由 解 析 曲线 所 围 的 单 连通 区 域 ,长 数 f(z) 
€ LCh,e), 交 紧 非 负 整 数 ,0 二 a 志 1, 则 对 任何 自然 数 ”存在 
次 多 丘 式 P.(x), 使 得 


max [f(z) 一 PCr)| SE 


im 


夫 也 全 


一 0。 


(3.79) 


2 加 


其 中 时 为 区 依 燥 于 及 ee 的 常数 ， 

证 出 保 前 联 射 理论 知道 ， 将 区 域 卫 映射 到 |w| 过! 的 孙 
数 z 二 gp(z) 及 其 反 消 数 z 一 4(ww) 在 相应 的 闭 区 域 了 DD 及 zol 么 ! 
上 都 是 解析 函数 (参见 MaprkylnebHqgo)。 落 看 函数 Flw) 一 [由 
(Cw)1, 由 此 Kx) EE LCR,a), 利 用 (wv) 在 wi 志 1 上 的 解析 性 , 容 
易 证 明 在 |w| 委 1 上 也 成 立 FCw)e L(,a)。 由 此 上 应 用 定理 ! 
的 注 知道 ,对 任意 的 自然 数 ”存在 站 次 多 项 式 0,(ww), 使 得 


max IF{x) — Q. {w)! < 魏 1 CR 为 常数 ， (3.80) 
即 


ax Is) 一 0, [p(tz)1| < < (3 51) 


由 于 函数 g(x) 在 闭 区 域 万 上 解析 ,因此 它 必 在 某 个 等 势 线 
Cpos ps 之 1 内 解析 。 这样 一 来 ， 国 数 Opks)] 也 在 等 势 线 Co 
内 解析 。 利 用 5 的 定理 2 知 , 任 给 s > 0 存在 ,使 得 妆 # 盖 入 
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时 ,存在 多 项 式 P(x) ;满足 


x 19.[p(z)] — P(x)| < 魏 Te >E, (3.82) 


其 中 。 为 常数 . 

比较 (3.81) 与 (3.82) 就 证 明了 定理 4. 

注 ”这 个 定理 对 任何 E?*(D) 空 间 也 成 立 ,0<p < 之 十 co( 见 第 
一 章 $3 中 的 定义 ). 事 实 上 , 利用 定理 1 中 的 注 ( 对 ] 专 p 之 十 co ) 
及 定理 了 对 0<p 筷 1) 引 知 ,(3.81) 在 Hr w| < 雪 1)》 上 也 成 立 . 
下 面 讨 论 完全 一 样 ,利用 3.827 可 以 得 到 所 需 的 结论 ， 

现在 我 们 研究 逆 定 理 ,即时 从 现 数 f(x) 被 多 项 式 允 近 时 的 阶 
的 估计 式 米 推出 被 帝 近 浪 数 1tx) 的 结构 性 质 ， 为 此 ,我 们 害 查 儿 
个 引 理 ， 

引 理 9 设 P(x) 为 # 次 多 项 式 ,K 是 有 界 改 集 , 其 余 集 是 包 
有 7 一 吧 的 单 连通 区 域 D。, Cs。 是 等 势 线 ，R > p, 技 由 2 是 保 
角 半 径 。 若 

max [Pz2)| = M, (3.83) 
出 


max PA < ML 人 
steep 


+ |% 


). (3.84) 


P,izs) 
上 ls 
Tp 
其 中 gCz) 是 外 映射 国 数 ,BE 如 一 由 (zs] 把 区 域 D, 保 骨 映射 到 
Iwl > py v0) = 0， 中 【cc ) 一 上 显然 , 藉 数 上 (as) 在 区 城 D, 
内 解析 ,日志 z 一 oo 为 可 去 奇 点 。 此 外 ,由 (3.83) 可 得 
| IP 《2 | 人 IP,tx)| 
i hl i 


下 个 吧 边 异 Pp p 


+ 


MM 


”3203 。 


因此 ,根据 最 大 神 原 理 ， 
max |h(2)| < MR > ps 
#ECR Pp 


其 
max 1P,Ca)E < 一 加 :RR> 


CR R* p" 
因此 就 得 到 了 (3.84), 引 理 9 证 毕 。 

引 理 10 ” 设 区 域 妨 的 边界 TE CE >>0， 这 表示 曲线 了 
为 Jordan 了 闭 曲 线 ， 且 其 参数 方程 xz 一 zt，0 扫 1 和 训 ，z00) 
= z(b), 3 C1) 0 z(t)€ lips, Wd 

max [PCz), 所 en max iP,.Cz)|, (3.85) 
其 中 * 为 党 数 ， 

证 根据 Kellogg 定理 《( 见 TomyasHa 著作 下 ),， 若 IT& 
Cr， 则 函数 argW《w) 及 加 (w) 在 jwl 之 p 上 连续 (其 中 ? 
为 保 角 半径 》 且 下 (we)》 存 lwi 一 p 上 属于 Lips. 

0< 1 dd i Iw| 守 1， (3.86) 


P。 


0 < 一 ip'(z)| 所 <+%, z€ D,,, 《3.87 ) 


其 中 4 与 8 是 二 个 常数 ， 和 Cs C2 使 得 
0 ez ~ Z| Sinz) — Dlr)! Elz Oo 72|, 
zg, SE Da. (3.88) 


这 样 一 来 ,曲线 了 上 任意 点 zx 到 等 势 线 Ce 汪 p 的 距离 px(z) 
> (RC— p). 
由 Cauchy 公式 及 上 面 关 于 pg(x) 的 估计 式 得 


二 让 d 天 
Pk D1 本 sl=Ppts) 《rt 一 了 )》 5 


max |P.C¢)| max I1P.C2)| 
之 iTrippta) 


Pg(s) 2 KR 一 p) 
£1 
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得 利用 引 理 9 得 到 , 当 z < 了 时 ， 
max |P .C5)| 


IP' C2)| 声 (Ey) max |P.Lz)|. 
人 7 
cl 


因此 , 取 芋 一 1 十 二 后 得 到 


max |P‘(Cz)| SS 5 n max|P,lz)|, 
tp p 


引 再 10 证 毕 。 
定理 5 ” 设 区 域 D 的 边界 『e Cr，s > 0 ,函数 f(z) 在 区 
域内 解析 ， 末 上 连续 ， 令 
at(5 用 一 sup,l AC)), (3.89) 


其 中 :为 TT 上 的 弧 长 ,I 为 白 然 数 ,而 
A = DD Cs + mh)), (3.90) 


则 
a(L, 1)< er Fs t+ ME, CO), (3.91) 


ni vg 
其 中 
F(AEE,(f, D) — inf ma lf(z) — Pz)|, (3.92) 


而 下 确 界 是 对 于 所 有 次 数 不 大 于 5 的 多 项 式 P,(z) 所 取 的 。 
证 设 0,(z) 是 4 次 最 佳 避 近 多 项 式 , 见 
E,(f) Da [f(z) ny Ofs)1， 有 一 0 1 2 


则 对 任意 的 整数 m > 0, 
of .1) ) 志 ol 二， ff 一 Qunt' ) 十 oi. Qim+! ) 


过 2'E.n+:(f) 十 [on (+, go 小 【3.93 
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利用 类 似 于 汪 明 引 埋 1 中 的 不 等 式 ,可 以 得 到 


1 1 We ne 
of 1, 07) < bmarl O(n | 
21 蕉 


— [Ionl + 3 t08 ~— 02 .G3.9% 


利用 引 理 10 中 不 等 式 (3.85), 对 所 有 Ws 0,1 »"" "i, 
lois = Oil < cr2230 0 一 和 zl 


改 Cp ts hid E,"(f), {3.95) 


且 
le = 18 全 一 OW) < 2c1EC), {3.96) 
因此 ,比较 (3.94) 一 (3.96 ) 得 到 
1 +1 2 ~ rt 全 ~ 
ot, mn) < SECD + Brrr) C397) 
由 初等 不 等 式 
27 ba pi 2 5 | pi 


= 2 td 
er 
2 对 
22 1 2024+D 
! 


因此 由 (3.91) 利 用 E.《f》 的 单调 性 得 到 


a(1,0m) < [BCD+ECD+ SF SH wien)] 


La J bgs 
< 全 允 G+DTEAID. 7 为 常数 《398) 
现在 选择 六 满足 2= 之 # 之 ?"+!， 利 用 初等 不 等 式 
> DG 二 1) 之 cf*，c7* 为 常数 ， 
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利 由 (3.93) 与 (3.98) 以 及 三-( 护 的 单调 人 性 就 立刻 得 到 (3.91), 定 尿 
: 证 毕 . 

定理 6 ”在 定理 5 的 条 件 下 , 若 对 于 任意 的 非 负 整数 ”存在 
2"” 认 多 艺 式 QO4"(z) ,使 得 


gl) — O," < i .99 
ma lf(z) 一 0(2) 上 < CJ (3.99) 
其 中 < 为 常数 ,是 非 负 整 数 , 0 之 oa 二 1, 则 在 DD 上 存在 f*'(x)， 


且 淇 足 
1? 当 0<=<1l 时 ， 
flz) € LK,a); 
2” 当 a 二 1 时 ， 
wl6 ,ft) = O51n8), 
证 由 (3.99), 首 先 可 以 看 出 ,在 闭 区 域 六 上 ,一 臻 地 有 
lim 2:(z) ~ fz), z€D. 


内 而 在 闭 区 域 D 上 一 至 地 有 
f(z) = Q(z) 十 Dj [Or+' Cz) — Q(z)], (3.100) 


对 二 任意 的 1{，0 所/ 委 友 ,由 《3.95) 及 (3.99) 得 
10 (Cz) — OFC ES e201E,(f) 


ce 
过 CI257+ 和 1 


《2" ytte 


1 
2r kta) 


we 2i+1 。 ce 


a | 
< Ci (C27? (3.101) 
其 中 ci 一 2itte,。c， 因 此 在 闭 区 域 D 上 一 致 地 有 
jz) = ONCz) 十 [80 (z) 一 Qs (s)], (3.102) 


及 Fotz) 在 闭 区 域 五 上 连续 ，/! 一 1，2， ,不 
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对 任意 的 3<1，z，z6E 万 ，iz 一 zj < 委 5， 选 自然 数 一 ， 


广 迟 20， 我 们 有 


满足 2 了 所 
be) 一 Fo(zDl SE 082) 一 Go(z)| 
二 上 [8 (2) Q's (2)]—[QO Cz,) — Q(z)]! 
+ 六 (2) -OW 1+ DO 2) QP) 
二 1 二 二 二 十 上。 (3.103) 
- Gttrpb(s) 古 常数 , 设 为 M,， 则 有 
一 1090z) — OR |l SE dz 一 2 有 {3.104) 
pe 对 一 衣 十 1， 
ioepG) — OWN SE e2070, {3.105) 


其 中 6; 为 常 歼 ， 四 此 
-SF [93 (2 — Or C01ds). 
利用 (3 104) 以 及 (3 88), 可 以 得 到 
el zl 5 2ri-a 


v=0 
2 Ja 全 
Pe -=-， 当 0<a<1 时 ， 
之 2 一】 
~ 【3.106》 
cilm— 1), 当 ga= 1 时 , 


最 后 由 (3.101) 得 到 
,一 去 < (2 ) -3107) 


由 于 np 2"， 恩 此 有 m 一 1 < iln8| < wm。 这 样 ， 从 


《3.106) 与 (3.107) 得 到 
当 D<a<1 时 ,有 
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2 ”一 上 
I 
一 058 (+) ， 二 cs6*，cs 为 常数 $ (3.108) 
当 a = 二 ] 时 ,有 
cB|ln6|; {3.109) 
当 0<a 扫 工时 , 邦 有 
i 1 cd, (C3.110) 


比较 (3 103) 与 (3.108). (3.110) 就 得 到 定理 6 的 结论 。 

注 从 定理 6 的 证 明 可 以 看 这 ， 定 理 6 的 二 个 结论 都 是 在 头 
区 域 DD 上 成 立 (不 仪 是 在 号 的 边界 了 上 成 立 ! )， 此外， 从 定理 
4 的 条 件 叮 以 疹 号 ,着 在 这 战 了 DD 的 达 界 上 的 zJE 工 (Ka)， 则 就 
有 个 计 式 43.80) ,因而 矿 (3.89), 这 总 推出 , 当 0<r < 和 1 时 ,在 六 区 
域 五 上 fz) € LC,e), 

这 种 类 型 的 结果 也 时 以 对 Sewell 书 江 看 到 (参见 文献 [121]， 
第 10 一 12 页 ), 那 里 考虑 五 证 单位 圆 |z| 三 1。 节 省 数 jz) 在 单位 
贺 jzj < 1 内 解析 ,|z| 委 1 上 连续 且 在 lz| 一 上 上 ,jC(s)€ LC(0,7) 
《这 里 的 a 已 经 可 以 为 1 了 !1)， 显 然 , 用 同样 的 方法 可 以 证 明 ,车 
在 ijz| 一 上 上，FGz)eLCR， ec) 克 为 非 负 整 数 ,0<a 委 1, 则 在 
闭 单 位 到 1z[ 委 1 上 也 有 并)E 工 (sa )《 这 里 还 需 估 看 Sewell 
的 著作 ,文献 L131] 定 理 1.2.12). 

我 们 还 希望 在 £2(D), 0 一 请 十 oo 中 得 和 取 逆 定 理 。 首先 
代替 引 至 9, 下 列 引 理 也 成 立 。 

引 理 1i 设 区 域 D 的 边界 T 是 当 Jordan 可 求 长 得 线 。 令 

iP) lds! SL7, p> 0， (3.111) 
其 中 P。(m 是 任意 一 个 次 多 项 式 , 于 是 我 们 有 
max Plz)! KL (2), 
2tCR pe 

其 中 。 为 区 域 了 的 保 阴 半 么 ，R > o 大 是 只 依赖 于 p。，p, 但 并 
不 依赖 于 多 项 式 Plz2) ,5 与 ?2 的 带 数 。 


《3.112》 
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证 设 mm zz，2 是 多 项 式 Ptz) 在 了 外 部 区 域 五 ” 
下 的 零点 ,有 几 重 过 点 ,就 算 几 个 ,因此 0 去 1 过 n， 当 函数 P(x) 
在 区 域 D。 内 没有 零点 村， 一 0, 

内 雍 消 数 。 


Ey Px) 了 p 一 (zt)@Cz) 
ieks)] ”52 Dz) — plz1) 
在 区 域 D。 内 单 信和 钥 析 , 明 Q(z) 关 0， 并 以 “一 oo 为 其 可 去 奇 
点 ， 由 于 当 z 在 区 域 D。 苞 边 异 上 时 ，| 8B (C2)| 一 2 因此 
pp— Plz)P le) | i 
=] Dz) — D(z1) | ， 


因 矿 
i@(z)i 一 ;Pu(s)| /on， 
这 样 一 来 ， 由 (G3.111) 在 厂 。 内 的 解析 函数 [8(z)1? 满足 


{10 ta < (CC (3.113) 


记 数 【80(7)]?*/1B(z) 存 这 域 D。 内 解析 , 且 x 一 < 处 取 值 为 
零 , 因 此 由 区 域外 Cauchy 公式 得 到 


[Oz)]? 1[ [0 1 、 
D(z) Di By Be to (3.114) 


上 归 此 ,利用 (3.1137 及 (3.114)， 中 以 得 到 


18ksJ 1 委 = (1), xzECrs R>p, 


上 | 
其 由 
MACHT YS. inf el 


Cp'sel 
由 此 从 QC 的 定义 得 到 
1P.(2)! < KL(E), z€ECg, R>p, 
» 


其 中 


"20。， 


I 
ce | 

51 埋 11 证 毕 . 

这 个 引 理 对 于 由 LT》 上 有 通 近 速度 9q*, 0 < 之 4 之 1 时 来 
推出 孙 数 在 克 大 区 域 上 的 解析 性 及 具有 其 他 结构 性 质 时 是 有 用 
的 ,这 里 不 准备 讨论 了 。 

引 理 12 ” 设 区 域 妈 的 过 界 TE Cit*,，8 > 0, 则 


| IP .x) Iriazl}” < en lp lridzt)} sp > 1,(3.115) 


其 中 ce 为 常数 ，P,(z) 为 任意 7 次 多 项 式 ， 
证 变 


P (my mn pa, Pi), 
=D 
其 中 pi(z) 汐 不 次 Faber 多 项 式 ， 令 


FC0)— Darwt, 


t=0 


两 边 六 导 后 , 许 分 于 积分 后 得 
PK(z) 一 上 Bs 
由 此 利用 54 :hC4.74) 及 映射 函数 的 性 质 ( 见 55 中 引 理 1) 得 
1 3 } 
Pc lasl} 二 ci FG) lav} 


< of LiF rid} ,p>1, 
其 中 最 后 一 个 不 待 式 起 利用 三 角 多 项 式 的 Sepanrrem 不 等 式 后 得 
全 的 ， 


*21i， 


下 此 诅 科 省 积 分 去 示 式 ， 
Fo)= 二 | ED] ur， 
2 Ir!=! Tu 
由 Riesz 定理 及 映射 殉 数 的 性 质 ， 从 上 面 不 等 式 就 立刻 证 得 了 
C3.115), 
设 取 域 DD 的 边界 为 咏 Jordan 可 求 疼 曲线 。 设 Ke) € E? 
(D), p 之 0, 定义 其 连续 民 为 


wo sup, || fC + 6)) — Kec eas | ， 
其 中 一 5s) 为 曲线 了 的 参数 方程 , * 为 弧 长 , 
定理 ?7 设 区 域 D 的 这 界 Te Cr ，s > 0, 函数 f(z) EE? 
《D),p 之 1， 著 对 于 任 计 的 帮 怖 整数 mw 作 生 2" 次 多 项 式 gu(a)， 
使 得 
et 


2 下 


其 中 下 是 非 负 整 数 ,0<= 科 1 则 国 数 f(z) € EAD)*,p 宇 1, 且 

1” 当 0<o< 1 时 ， 

of ,Ts 一 O06"); 

2” 当 c= 工 了 时 ， 

2»(5,1), = O11ln81), 

这 个 定理 的 证 明 与 定 间 6 的 耳 湖 是 类 似 的 ,这 表示 函数 f(z) 
几乎 处 处 与 一 个 具有 关 阶 导 数 的 陆 数 相同 ， 此 函数 仍 记 作 f(x)， 
只 要 沪 意 到 代 震 应 用 中 理 10 而 这 里 需要 应 用 引 理 12， 以 及 在 由 
《3115) 得 到 (3.116) 时 ,由于 p 之 1， 因 此 可 以 应 月 Halder 不 等 
式 得 到 类 似 隐 和 关 果 。 这 样 一 来 ,可 以 认为 定 坦 7 读 毕 . 

注 当 0<p< 1 由 于 在 定理 7 证明 中 ,不 能 应 用 Hilder 不 
等 式 ( 指 由 (3 105) 得 到 L? 中 的 《3.106))， 岂 此 需 用 其 也 的 方 
小 来 研究 六 定理 ， 这 目 就 不 再 进行 讨论 了 , 《可 参看 沈 - 市 的 工 
人 
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$4， Faber 变 换 


上 一 当中 ,我 们 游 虑 演 界 的 解析 聘 线 了 所 胃 的 区 域 上 的 通 近 、 
今后 我 们 还 要 研究 更 为 一 般 的 区 域 上 的 逼近 。Faber 变换 将 起 到 
将 一 般 区 瑾 上 的 逼近 问题 转化 到 单位 圆 上 ， 然 后 利用 疾 上 的 膛 近 
阶 估计 就 可 以 推出 在 一 般 区 域 上 下 近 的 阶 的 估计 . 

设 区 域 D 的 边界 是 闭 Jordan 可 求 长 曲线 T。 为 了 方便 起 
见 ， 不 妨 认为 区 焉 五 的 保 角 半径 po 一 1。 我 们 仍 记 w 一 $B(2)， 
gf(co) 一 co DD'(c0) 一 1 为 将 区 域 D 余 集 保 角 映射 | 四 | >1 
的 函数 ，z 一 (ww) 为 其 又 葬 数 . 


我 们 认为 ,通过 积分 关系 式 
1 WY ww) ed a 
ry 1 WC dr 一 gu(z)， 0,1,2, ,ZED, (4.1) 


确定 了 一 个 从 寡 函 数 w*，# 一 0,1,2,… ,到 了 阔 数 p,(z) 的 变换 
T， 从 红 的 (1.3) 可 以 看 出 ， 庙 数 oz) 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 
Faber 多 项 式 ， 
Tw | p(s) ,n= 0,1,2,-.., {4.2) 
我 们 将 这 个 变换 称 为 Faber 变换 。 
因此 , 对 于 任意 一 个 二 次 多 项 式 P.(w)， 按 照 变 换 T 可 以 写 
出 


Plw) = DY aiwi| > (TP,)(2) 一 > arpils), 
二 一 0 ff 二 0 


# 次 多 项 式 P, 与 了 PP。 之 间 的 变换 是 双 注 人 式 的 。 事 实 上 ， 若 
TP。 一 0， 由 于 pi(z) 精确 地 为 下 次 多项式 一 01 2, 因 
起 依次 地 考虑 最 高 项 系 儿 , 就 可 以 得 到 am 一 0,a 二 0,. ,4,0， 
期 P,《z) 二 0, 
由 《4.1) 可 外 ,对 任意 的 多 项 式 PC(w)， 
1 Plw dy Ce 
{TP)(z) 一 本 | 人 dsw 
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1 | PE 人 ED dxze D., 《4.3 ) 


ri Jr Fs 
此 外 ,由 $1 的 引 理 2 可 知 (将 Cauchy 核 展 开 为 宪 级 数 )， 
es dr =w",lw| < 1, (4.4) 
则 对 任意 的 多 项 式 PCw)， 
| TP gr ~— Plw),lw| < 1. (4.5) 


这 去 示 Faber 变换 在 多 项 式 空 间 中 有 逆 变 换 ， 
我 们 准备 将 变换 了 开拓 到 Banach 空间 4(lw| 所 1) 到 另 一 
机 Banach 空间 a 内 的 变换 。 这 里 像 通常 一 样 ， ee 
全， 日 本 CE 
Hs 一 max 1 天 21 
若 算 子 了 在 A(lw| 委 1) 中 有 界 ， 即 对 任意 fé 4AClw| 
< 1), 
17 州 。 < lfll,, (4.6) 
其 中 常数 ¢ 不 依赖 于 {， 则 称 区 域 DD 为 Faber 集 ， 
著 用 Dn。 表 示 所 有 次 数 不 大 于 # 的 多 项 式 的 集合 , 则 通过 算 
子 T( 见 C4.3)), 它 将 ,CACjw| 所 1) 注 人 到 如.CACD). 为 了 
要 在 全 空间 进行 开拓 ,一 般 地 说 ,我 们 需 对 区 域 DD 的 边界 加 上 一 些 
条 件 。 这 一 节 我 们 将 这 论 这 个 重要 的 问题 。 首 先 ， 我 们 有 下 列 定 
定理 1 设 对 任意 P,EN ,n= 0,1,2,.*.-, 下 式 成 立 : 
JTP,[, < clP ,ls 一 0,1,.**， (4.7) 
其 中 c 为 不 依 幅 于 多 项 式 P.(z) 及 其 0,1 ,2 "的 常数 ， 则 
定义 在 UB, 一 中 上 的 算 子 人 可 以 开拍 到 整个 空间 4(lw! 所 1) 


上 去 : 
{06)] qz, (4.8) 


一直 Co—? 
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7TFe 4(D), 且 (46 成 并 

证 出 于 多 项 式 条 在 空间 A( ww| 护 1) 上 的 完备 性 ,因此 对 
任意 的 国 数 fw)e ACiw! 夺 1), 任 给 & 之 1， 存在 多 项 式 P， 
《sv), 使 

iCw) ~— PC) 一 
因此 由 (44.7) 知 ， 
TP,. — TYP, SS cP, — Pol 0, 
根据 weiersttass 定理 ,在 4CD》 中 存在 函数 F(z)， 使 得 
Jim TP. — Fl, 一 0。 {4.9) 


此 外 ,显然 对 任意 ze DD, 下 式 址 让; 


lL Po or ,1 LE 
EF 2xi 人 EZ 人 2 w a < 
二 雍 就 有 : 
Ti=F, (4.10) 


最 后 ,由 (4.7) 一 (4.10) 就 能 得 到 
TH cf 
定理 1 证 毕 。 
我 们 还 有 下 列 的 唯一 性 定理 ， 


定理 2 设 f(0 je SY a A wl 1 闭 区 域 五 为 


Faber 集 ， | Tf 的 Faber 系数 
让 
| 1 一 1 gw "+t! 
证 令 ji 一 上 rw)Dn<r<l， lz 过 1, 则 已 知 
人 人) — fw i 0 (r>1—0), 
从 此 ,由 Faber 集 的 定义 知 ， 
|IT#, Till, — 0 Cr 一 1 一 0)， 
这 样 一- 来 ,它们 所 从 属 的 Faber 系数 之 差 为 
a | Li LCT (Ow) TI Tw))] 
8TH -6 TI) = | 4 


Pn 
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一 了 人 一 0 Cr- 1—0). 
容易 证 机 ， 玉民》 一 or", 六 一 0,1， 2 事实 上 ， 由 于 
在 |w| 委 1 上 ,一 致 地 有 
lim 立 arr twt = f(s0), 


mm kn 


外 六 由 Faber 集 的 定义 知 ,在 了 DD 上 一 致 地 有 


im a 六 村) = THY), 


+ 二 


这 样 一 来 ,利用 $1 引 理 2 可 得 ，&,(TI) 一 anr*， 丙 仿 7 一 1, 以 
及 Faber 集 的 定义 可知 267T 亡 一 ay 一 0 2 
定理 2 2 
推论 设 D 是 Faber 集 , 则 对 于 fe 4Clw| 所 1), 从 Ti=0 
可 以 推出 i 
办 此 交换 工 给 一 个 由 4 人 ,四 | 委 1) 到 4D 中 的 闭 子 空 间 
{PIF 一 Thf je 4(iw| 之 1)} 间 的 双 注 人 变换 . 
为 了 研究 首 变 换 ,我 们 首先 有 有 下列 定 理 . 
定理 3 设 闭 六 域 D 是 Faber 集 , 要 使 任意 的 F(z) € AC(D)， 
存在 fCw)e ACiw| 所 1), 们 二 Tf 成 立 的 充 要 条 件 远 Cauchy 
sw 一 二 | 本末 
2A1 dr Tw 
是 4(1w| 所 1) 中 区 沙 数 ， 此 时 Th 一 FF, 日 #=f 
证 必要 性 。 设 存在 jE A(iw| 三 1), 使 一 Tf。 若 对 于 
多 项 式 序列 F.Cw)， 
jp (zz) 一 Kr) — 0， 


则 
lITP, 一 荆州 。 一 0。 


因此 由 (4.5) 得 
LD] grmfw). 


‘t=! TC—w Lt rl! Tw 


这 表示 ww) 二 flw)e AClw! 1), H Th= Ti F, 
充分 人 性。 设 对 于 EACD), 趾 (4.11) 所 定义 的 Aw)€ A(1w| 
< 魏 1), 则 


1zl 一 ) T"+! 


hlw) Ca— >) wt) Fly(r)] dt, iw| 天]， 
jE0 ri 


日 定 悍 3 知 ，Th 与 F 有 相同 的 Faber 系数 ,由 此 根据 $2 的 定理 
6, Th 二 FF, zED, 
定理 3 证 毕 ， 
注 从 44.11) 可 以 看 出 , 若 fe A(lw| 委 1) 量 THfe 4 万 则 
Ko 一半 Te, wl 412) 
i TT-:— 


因此 ,《4.12) 右 边 钓 积分 可 洲 看 放 逆 算 子 。 

为 了 研究 如 何 时 F(z)e ACD》 能 保证 由 《4.11) 所 定义 的 
Aw)E ACIw| 运 1)， 我 们 有 下 列 定理 。 

定理 4 弥 使 对 任意 的 F(z) e 4(5)， 存 在 fC(w)e A4(D)， 
使 Ti 二 的 充 要 条 件 是 ,函数 gC(w) 一 FlyCw)] 及 其 在 |w| 
一 1 上 的 Fourier 共 瑟 机 数 名 wv) 者 不 |wi 一 上 上 连续 . 

证 法 


Gl2) 一 去 ge PCr ,ts — Od > 一 reie， (4.13) 


én = | RE)Plr,t — dt, 2 re, (4.14) 
TX J-r 


其 中 P(r,1 一 989) 为 Poisson 核 ， 
Prit—0)=— 1 一 志 ， (4.15) 


1— 2rcos(t— 0)+r 
设 


ge 和 ~ 全 十 > (ascosng 一 bp, sin ng), 
2 sn 二 1 
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其 中 


训 
l 
只 | 一 


gle'r) cosntids, 


上 = LS i gle'') sin mrdry 
AX J-+ 


十 四 
go) ~ > (—b,cosn? 十 a, sin n0), 


由 此 容易 得 到 


GCD + G(r) ~— | gei)ds, (4.16) 
ef 一 了 


另 一 方面 ,由 (4.11) 待 
28w) — AC0) — 二 | 


于 f a Son (4.17) 


入 六 eit — 
比较 (4.16) 与 (4.17) 得 到 
Me C0) + ~ {GCw) + GCw)1. 
HIC4.13) 和 与 C4.14), 利 用 Poisson 积分 的 性 质 知 , 若 gCw) 与 


ge) 都 在 jwji 一 1 上 连续 , 则 GCw) 与 G(z) 就 者 在 lol 所 1 
上 连续 ,因此 亲 数 让 w) 也 在 jw| 和 1 上 续 。 且 


jer) = FAO Lae + el, 《418 
注 从 TnMag 洲 作 中 人 % 知 ， 若 gw) 于 了 PLCw)], 在 
iw! = 1 的 了 阶 连续 模 ep8g) 满足 杂 件 
A [0 ‘osC1,8) 


则 & 的 共 轿 函数 《 的 阶 连续 模 wy(118) 满足 met 二 cy 
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nt 全 00， 


人 eur A 中 ‘pC us 8) 


PT 


do 上 pp™ 1 ， 2 其 由 ec， 


为 常数 。 因 此 测 (4.18) 知 ,8 的 所 属 的 Cauchy 型 积分 (4.11) 所 确 
定 的 测 数 Aw) 在 1wi 所 1 上 连续 , 且 


0 LL 


We 8) 
opt 让) cs | /12 ) 十 | dut 1 
“1 pl Hg) 
» Pt (4.:9} 
其 中 cs 为 常数 ， 
藻 闭 区 域 D 是 Faber 集 , 则 可 以 定义 了 的 遂 算 子 T 为 
(TTF)C) =— | EE ge, Fe AC(D) (4.20) 


27t Jri 一 ? TT—w 

( 若 DD 不 是 Faber 集 ， 则 (4.20) 也 有 总 义 )。 亚 然 ，7 "1 为 有 界 
的 充 归 条 件 十 ， 工 是 满 射 的 ， 且 此 时 了 建立 了 A(iwl 科 1 与 
4( 五 ) 之 后 的 间 梅 。 

若 闭 区 域 D 使 得 XY 与 T™' 都 有 界 ， 见 称 DD 为 道 Faber 
集 呈 3 

为 了 进一步 太 研 究 闭 区 域 D 是 不 是 Faber 集 及 逆 Faber 集 ， 
井 昌 对 文 域 忆 的 边界 附加 一 些 条 件 。 

定义 ”我 们 称 区 域 忆 满足 Aibllep 条 年 《1， 菩 的 边界 工 
是 闲 Jordan 汀 求 长 馈线 , 且 | 
1 | |- 水生 
2z jz- lr yr) Cw) 


:dr < 十 oo， 
ji 一 1，《4.21) 
其 中 < 是 与 好 元 关 的 常数 (参见 文献 [2]1)， 
满足 Ambnep 条 仁 《I) 即 (4.21) 的 区 域 是 很 多 的 ， 如 区 域 局 
的 边 由 PECr， 则 区 域 卫 就 满足 Anpreb 条 件 《DD。 事 实 上 ,下 
Kellogg 定理 (参见 文献 [633,486 玉 和 ， Wtw)€Lipe(|w| 二 1)， 
日 (3.86) 与 (3,87) 成 立 ， 因此， | 
| | bs oe CE 
= 下 lrT—w yr) — Oe) 


ee 


Ge 一 小 0d 


从 
4 
以 上 
a 
| 
t 


。 .TO— ww| 


， 
入 | idzrlsc< 十 co， 一 1， 

我 们 有 下 列 定 理 ， 

定理 5 设 区 域 口 满足 Anbnep 条 件 《〈《I) 即 (4.21)， 则 由 
《4.8) 避 《4.20) 分 罩 定义 的 TT 与 T 是 对 应 地 在 A4(|lw| 一 1) 及 
ALD) 上 的 有 界 算 子 , 且 和 芯 为 逆 算 子 

证 设 Fe AC(D), 对 Cauchy 型 积分 


1 1 F[lw(r)] i 
271 J = Tw 
分 别 在 lw. <1 及 jl>1 上 确定 了 二 个 解 函数 h(w) 与 
p(w )， 若 Cauchy 主 值 生 分 

FID gr, sl 一 1 

2xfd r= Tw 
存在 ,出 下 挫 了 pHeaa03 定理 5 ， 通 数 所 (Cw) 与 友 (2)》 在 |w| 
一 上 上 几乎 处 处 存在 角度 边界 值 如 (多 ) 与 及 ( 志 )， 且 满足 

6 寺中 FED gr 十 1 FlyCD)], (422) 


tim TT—w 


MD) = ED ar ~ + FIg(B)]. 《423) 


27: 和 一 


平 当 上 ， ee 
竺 让 F(t) yr Le FIly OID oz， 
2x! 


re—$ vil rT) — Wy) 
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=— lw) ET, (4.24) 
由 于 函数 F(z) 在 区 域 DD 内 艇 ，D 上 连续 , 则 根据 广义 Cauchy 
定理 及 [DJpngano 定理 ， 


PFCs) 一 2 上 0 pa > .F(g), ET, 


因此 ,主公 帮 5 人 
| A dF ), FET, (4.25) 


因为 函数 F(s) 在 x 《TT 上 活 续 , 医 此 (4.25) 在 了 上 处 处 成 立 ， 
比较 (4. 0 25) 知 ， 


1 vr 
hi(5) 2xf; | ‘fl! 上 一 负 yr)— Vv) ) 
* 下 [下 CT)7]or。 (4 26) 


由 定理 5 的 条 件 (4.21) 可 知 ， 轴 (多 ) 在 li 一 1 上 处 处 存在 ， 因 
而 由 《4.25) 知 ,(4.23) 中 主 值 积分 也 处 处 存在 , 电 
aC) < cz 
由 此 从 《4.227 可 知 ， 
CH) < cllFCE)N,, 
即 
“CTIFXE)N, < cllF(w),, (4.27) 
其 中 c 是 不 依 峰 于 函数 F(z) 的 常数 . 
特别 地 ,对 任意 # 次 多 项 式 P,(z)， 
“CTP NN, < elpC2)N,. 
由 T™ 的 定义 知 ，T PP。 是 多 项 式 , 内 此 是 连续 放 数 ,由 此 得 
TP ON, < cp (C4.28) 
对 于 任意 的 函数 F(z) E 4(D), 由 第 一 章 叫 定理 2 知 ， 存 在 
多 项 式 序列 PC(o]，m 一 11,2， :使 当 寺 一 co 时 ， 


“PC— Ft: —(, {4.29) 
利用 (4.28)5(4.29), 像 在 证 明定 理 1 时 一 样 ,可 以 证 明 了 下， 在 
lz 委 1 上 上 一 化 收 全 到 某 个 函数 Aw)， 显 然 ,根据 Weicrstrass 
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定理 有 fe 4(|zl 委 1)， HH TTIF = 
TF & ehFl,, 
印 了 是 有 界 算 子 . 
类 似 地 可 以 证 明 ; 对 任何 fe 4(1w| 志 1), 有 Tfe A4C5) 朋 
TH, < cllfii,, 
即 荆 坪 是 有 界 包子 。 
7 与 了-: 互 为 赣 算 子 是 容易 直接 验证 的 。 
定理 5 证 毕 ， 
现在 仍 设 区 域 六 的 边界 工 是 纹 Jordan 可 求 长 耻 线 ， 则 了 上 
每 -点 切线 几乎 处 处 看 在 。 设 切线 与 严实 轴 的 夹 角 为 8r)， 则 
6 在 区 问 [0,L] 上 内 平 从 处 人 存在。 其 中 了 为 曲线 了 的 长 变 。 
定义 《Radon9”) 我 们 称 妥 线 了 是 有 界 症 转 , 记 作 TE BR. 
若 阅 数 80 在 区 间 [0,L] 上 可 以 开拓 或 为 一 个 有 界 变 甘 函数 . 
Radon rn “ee 指出, 若 招 线 了 是 出 有 跟 多 个 凸 子 弧 所 织 
成 的 时 线 , 则 Te BR， 它 可 以 允许 有 角 . 若 Fe BR， 则 在 了 上 每 
一 点 有 了 两 个 尘 切 浅 , 且 对 每 一 点 z€ 1 了 1， 进一步 成 立 


其 中 规定 在 点 处 arg(t 一 zz》 的 此 跃 庶 等 于 曲线 了 在 处 的 第 
度 。 了 了 称 为 几 线 了 的 全 旋转 、 

今后 我 们 要 在 以 有 办 旋转 曲线 所 峙 的 区 域 上 十 ， 研 究 算 子 工 在 
集合 A411 委 1) 上 鸭 有 界 狂 ,为 此 需要 一 个 右 关 映射 阅 数 ww) 
必 Paber 多 -机 式 的 筷 分 表示 式 ， 

引 理 1 (Paateratio 后 Pommerenketl9) 仍 设 区 域 忆 的 保 角 
半径 e 一 1, 其 边界 TEBR， 令 

arg($ — 2)— argple) — ge ))AAK0), (431) 


= igN 1 
ie in WC) 一 上 | 二 eae), 
w TT NK wy 


lIw| 这 1， (4.32) 


“2224 


2° | < 二 | ED 中 |,2,.. “人 人 4.33) 
Jb 
其 中 由 (4.30) 知 ， 
| lan DI vr. (4.34) 


证 由 略 外 的 Schwartz 公式 , 当 Lo >r>]l 时， 
jn 于 Cw -P(e) el Ce 


2z 20 上 re wy 


-[argtw lre'’) 


一 由 Ce) tdi, 
由 于 264) 存在 半 切 线 ， 即 存在 左右 极限 ， 内 此 项 数 arg(w(w) 
一 下 (ce 7 力 在 区 域 jo1 >]1 上 有 界 。 此外, 当 > 一 1 十 0，5 关 日 
时 ,就 行 
arg(W tre’) 一 下 (Ce 一 区 10)。 

因此 ,由 控制 收敛 定理 , 当 jw| 盖 】 上 ， 

In Pw) we) i ) lt ew 

i 


5 i 到 [CEB 一 1ldr 


i 辣 wr = Kd) — dr 
0 


1 一 ew 
a 1. (2(1,6) — dt 


二 | 一 [2,9) rd, (4.35) 


AT ef 
其 中 左边 在 二 处 取 值 为 零 ， 
用 分 部 积分 ,最 后 一 个 积分 为 
1 


+ ml 一 © Jd 1,0) es 工 | at 一 jar lw| 之 1 
(1— “ane,0). (4.36) 


由 (4.35) 及 (4.36) 就 得 到 (4.32)。 
将 (4.32) 了 两 边 对 允 求 导 , 然 后 青 乘 w， 在 !w| > i 中 可 以 得 
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到 
1 6 
pr | DSF),0). 

将 它 与 Faber 多 项 式 的 生成 函数 相 比较 ， 

ww) Pal) ER 了 
By ne 
就 可 以 得 到 Faber 多 项 式 的 表 东 式 (4.33)， 
引 还 1 证 毕 ， 
定理 6 设 区 域 刀 的 边界 Fe 8R， 则 自 (4.3) 所 定义 的 算 了 
了 可 以 从 Un, 开拓 到 AC1w| 所 1), 且 满足 


[ri < (二 于) fe aw < DD), (437) 
证 “由 (4.1),C4.3) 以 及 Faber 多 项 式 的 积分 表示 式 知 , 对 任 


意 的 7 次 多 项 式 P《(w) 一 >，atwt 
中 二 日 


TP, 一 5 oarT'(w)t - | arpaCs) | 
一 | mm 十 工人 > are deli, 中 
lL * | 


< io 十 lai "| GO V 
\ *=0 bs 
利用 lo| 一 1P,(0)| 所 |P,ls ee 
iT < (1 十 二 一 川 P,|。。 
再 利用 定理 1 就 立刻 得 到 定理 6， 
应 用 引 理 1， 我 们 还 可 以 得 到 一 个 函数 Faber 多 项 式 的 级 数 


展开 定理 ， 
定理 7 (Ki5vari-Poinmerenker3》 设 区 域 上 的 边界 {€E BR， 
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车 函数 f(x) € 4 五 )， 且 函数 gC6) 一 ftgte*”*)] 与 其 共 罗 芍 数 
外 09) 的 Fourier 级 数 展开 式 一 致 作 倒 , 则 函数 j(z) 在 财 区 域 万 
上 可 以 展开 为 一 致 收 伍 的 Faber 级 数 ， 


证 设 
so) ~ Beee'w, 
则 
(0) — DF dew, 
其 中 


iets 0, 
cr rr { 
tos < 0， 


2 
ci = 上 | eto)e od, 天 一 0,+1,+2,..., (4.38) 


4(e(9) 二 KK6)) — DD eae. C4.39) 
在 区 间 [0,2x] 上 一 致 收 合 ， 其 极限 函数 是 连续 的 , 记 作 F*(9) 
一 (8(8) 十 训 9)), 因而 有 


lm max [Ss*C0) — F*(0)| == 0, (4.40) 
用 -十 四 OEHEin 
其 中 
SC 的 一 ctei (4.41) 
k=0 
有 利用 函数 fx》 的 Faber 系数 ae。 的 积分 表示 式 《 风 $2 中 
的 人 (2.2)7 ,由 (4.38) 可 知 ， 


Gs= Cs = 0,],2,.*.*, {4 42) 


考 邢 拨 z) 的 对 应 Faber 级 数 的 部 分 和 ,由 (4.42) (4.33) 纪 |， 
Sper) = DD cpalyle™”)] 
ke0 
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LL 
?zz 
” Ble | ertrd(t,0) 
r= 于 


ir 
a | Sry)d ,0), 
nT be 


其 中 So 应 公式 (441) 所 确定 . 
因此 ,由 (4 和 0) 及 (4.34) 可 和 |， 


| sw et)] — 1 {Foran1,0) 


- 人 50) 一 F* CD)! lad, 8)| 


去 上 max 8) 一 F*()|I .V0, 


SS 
这 就 说 明了 级 数 
3 cAPACE) 


存 T 上 一 致 收 合 ,因而 在 内 区 域 DD .上 一 致 收 钙 ,其 极限 涡 数 记 作 
疡 (zx)€ ACD)， 由 $1 的 (2.2) 知 道 ，f*(z) 的 Faber 展开 系数 为 
cts 和 一 0,1,2,……，, 基 与 测 数 f(x) 的 Faber 展开 系数 是 完全 相 
同 的 ， 因 此 ,根据 2 的 定理 6,f*(s) = fx) ,ze 万. 

定理 7 认 毕 . 

现在 我 们 要 在 空间 Br(iw| < 和，p 疡 1 中 研究 广义 Faber 
变换 ， 

p 


令 4g 一 -一 ,如 上 十 上 一 1， 通过 关系 式 
Pp—l1 a p 
rr 
二 人 I Cw) tadw 


二 wp) 去 4 4 
a D.(mD，zreD (4.43) 


确定 了 一 个 从 其 男 数 了 到 函数 H.Cz) 的 变 
检 ,我 们 记 作 TY， 实际 上 变换 T， 已 是 与 指数 二 有 关 了 。 由 广义 


“36， 


Faber 多 项 式 的 定义 《参看 41 的 (1.57)》 可 以 知道 , 这 是 RCo) 


一 [gCw)] ?的 n 次 广义 Faber 多 项 式 ， 且 由 (4.56) 及 RG) 
的 展开 式 可 以 看 出 ,其 首 项 系数 为 1. 
了 ws), n= 0,1,2,..*, (4.44) 
我 们 称 这 个 变换 为 广义 Faber 变换 ， 
内 此 ,对 于 任 瘟 一 个 二 次 多 项 式 P.C(w)， 按 照 变换 工 ， 可 以 
写 出 
Ps(z = >， atwil 一 (Tip)(z) 一 > of 了。(z)。 
= = 
远 前 面 一 样 ,# 次 多 项 式 P, 与 了 ,P 之 民 的 变换 是 双 注 入 式 的 。 
册 (《4.437 可知， 对 任意 的 多 项 式 PC(w)， 
POw YCw)’ 
CIF) 二 | Ww)— Zz dm 
LL PoE)IoCS)? 
lr Ji $e—z 


do. rED, (4.45) 


1 | Hy yr jy, 
1F1 一 1 


i 


2 | (二 人 > oy dr, R>1 


wd | a{_l A gr Cr) a 
a AA Cr rs ed 
0 
(to— we) 
Ho ols2,.--s (4.46) 

这 表示 广义 Faber 人 冻 换 在 多 项 式 空 间 中 有 道 变换 、 
这 里 也 准备 将 安 换 了 ,开拓 到 Banach 空间 Hr(jw| < !)， 
PF 守 1 中 去 合 得 其 浓 在 另 一 个 Banach 空间 EAD) 中 (这 号 
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一 一 | t" CH) i = wr" 
18| 一 六 


2 


的 CMupacs 训 间 ,在 第 一 章 $3 中 已 讨论 过 ), 其 范 数 
fl, KD 17det} . 

若 算 子 了, 在 HX|w| 过 1) 中 有 界 , 即 对 于 任意 fe 到 

(lw| < 1)， 
IT < < 用， (4.47) 

其 中 常数 “不 依赖 于 图 数 f， 则 称 区 域 DD 为 广义 Faber 集 ( 实 
际 上 上 与 # 有 关 ). 

类 似 于 定理 1, 这 里 也 有 下 列 定理 ， 

定理 8 设 对 于 任意 的 P,& 1,，# 一 0,1, 2，……， 下 式 成 
U; 

TP ci #0,1,2,.., 

其 中 常数 “为 不 依赖 于 多 项 式 Pr) ，# 二 0, 1,2,***， 则 定义 
在 UN, 一 各 上 的 算 子 可 以 开拓 到 HX1w1l < 1) 中 去 : 


1 
T,f— (OENDOEY gre, fe Hw| < 1), 


2x1 一 多 
p22 1， (4.48) 
其 中 Tjf€ EAD)， 且 (4.47) 成 立 ， 
证 及 方法 与 定理 ! 的 注 明 号 类 似 的 ,只 去 注意 到 空 司 ED)， 
P 之 1 是 完备 的 即 可 , 
若 财 区 域 D 是 广义 Faber 集 ， 则 可 以 定义 TY， 的 逆 算 子 
了 工 为 
[en 
Flg) € ErCD) (4.49) 
( 若 台 不 是 广义 Faber 集 ; 则 (4.49) 也 是 有 意义 的 ). 
显然 ，7， 为 他 界 的 充 览 条 件 是 ，7, 是 满 射 的 ,三 此 时 可 以 
建立 了 H(ijw' 之 1) 与 E?(D) 之 间 的 同 构 ， 户 之 1. 
若 别 区 越 D 使 得 T 与 Tp! 都 有 界 ， 则 称 D 为 逆 Faber 
集 (显然 旦 与 了 有 关 的 》。 
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CTi'FYCw) 一 工 
2 


ni 


为 了 洪 一 步 研究 讯 区 域 DD 是 不 是 广义 Faber 集 及 道 广义 
Faber 集 , 适 要 对 区 域 刀 的 边界 附加 一 些 条 件 ， 一般 地 说 ,这 些 茶 
件 二 与 2 有关. 

这 里 与 前 面 有 些 不 同 , 若 Fe E*(D), pp 之 1， 则 由 (4.49) 亦 
确定 的 算 子 TtR 一 定 是 有 界 的 。 为 此 , 我 们 介绍 一 个 重要 定理 
如 下 。 

定理 9 (Riesz， 下 参看 Bapn 的 著作 于 -%*) 设 讽 数 
放 2) 一 Mg) 十 iv(z) 在 单位 图 1z| 之 1 内 解析 , vC0) 一 0， 则 
对 于 江 意 0 三 ?之 1 及 p>1， 


w= 


其 中 4。 是 只 依赖 于 ?了 的 访 数 。 
证 1? 首先 设 
nl(z2) 0，T<5 安 2。 


我 们 证 明 对 于 一 开 委 8 所 > ,1 过户 志 2, 下 面 不 等 式 成 立 : 


tv | 说 


| sin BI? < lcosBjlr 一 Becospg， 《4.51 7 
其 中 4， 与 B, 是 只 依 玫 于， 的 正常 数 ， 事 实 上 ,只 要 考 忠 0<8 


< 委 二 够 了 

2 

因为 对 于 9 一 于，! << 户 己 2，cosp8 < 0, 因此 只 对 于 > 
一 9 < 6 < 本 ,只 要 5 充分 小 ,5 以 取 好 充分 大 ,使 导 一 Bpcosp9 


> 1。 由 此 得 到 (4.51)， 国 定 了 这 样 的 B。 后 ,我 们 指出 , 而 于 在 
<9 安 > 一 8 上 ，i cos647 本 以 大 于 一 个 正常 数 ， 因 此 可 以 环 


己 


4。 充分 大 ,使 得 4,1cos91? > 1 二 B,， 因 此 (4.51) 也 成 立 。 这 
绊 一 来 ,(4.51) 对 所 有 的 18| 二 部 成 立 。 


e 329 。 


现在 令 
Flg) =— 1(2) + iv(z} = Re®?, 
于 是 


afz) =. ReosH, vls) = Rsing, 


梓 假 没 we > 0, 因 此 可 以 认为 19| 二 子 ， 且 由 于 此 时 F(s) 
也 0， 因 比 [F(z)]?* 在 1z| 过 1 内 和 解析。 
让 Cauchy 公式 可 以 得 到 


[FC0)]? 一 工 | LIF] dz ， 
2x1 


lr 加 


于 是 


fxK0)1 一 RefEF(CO)]7 一 Re 一 : 


1 [EOL 4。 
xf Jielmr 


3 
一 一 - | Recos ppde。 


2 
因为 w(x) > 0。 因此 由 上 式 和 
沿 Rr eos p6d6 > 0. (4.52) 


现在 在 不 等 式 (4.51) 预 边 旨 R* 及 对 有 职 分 ,得 到 
(otra 4, lulrdr — B,) Rrcos podo 


由 此 从 (4.527) 及 上 式 就 立刻 得 到 (4.50)， 
2 现在 只 假设 1!<p 硅 ?, i 而 不 假设 wz) 之 0. 
为 了 书写 简便 起 见 , 令 (8) 一 nre*)， 


$9), 若 4(8) 之 0， 
pC9) 一 | . py (4.53) 
0， 着 4(6) > 0， 
oO) 一 [elo), 若 Wo) <0， 人 
因此 有 z 
9) = th(0) ~ hl0), (4.55) 


生 (9) 与 一 内 (5) 都 是 连续 非 负 少数 。 因 此 ,相应 的 共 谣 函数 
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办 申办 前 尾 于 上 ,出 此 知道 上 也 局 于 上 L:。 移 成 相对 的 调和 汲 
史 (r,9)， 凤 (7r,8)，g(r ,9)》 与 共 二 调 和 防 数 P(r,0),，%,{r, 39) 
RR plr ,9), 
利用 $8) 守 0， 一 加 (9) 空 0 及 刚才 已 让 崩 的 1°, 有 
| Cr ,Oie AoldbCr ,0) ze, (4.56) 
Cr ,0 & AolvsCr ,9))r, 《4 57) 
由 于 gi(9)， 由 (9) 及 (98) 的 连续 性 ,因此 
blr, 6) 一 由 (37， Pr, 0) — 4.(0), 由 Cr 08) 一 二 (9 
《4.58》 
这 样 一 来 ,由 (4.53) 一 (4.58 ) 得 到 
1imal2Cre7i Fe) 十 Apib0)le 
< 240lvC0)r. (4.59) 
因为 U8)E 二， 因此 由 调和 遂 数 性 质 知 ， 几 平 处 处 地 有 虽 
《rs9) 一 加 68)。 由 此 ,根据 Farou 定理 ,在 不 等 式 (4.59 ) 中 过 渡 刘 
极限 后 ， 
oC < 24 ,pC0) .oe, 
此 划 是 (4.50)， 只 是 将 常数 4， 换 为 24， 而 已 。 
3” 现 侍 不 甬 设 1<p 反 2, 我 们 证 明 , 若 不 等 式 (4.50) 对 十 菜 
个 成 立 , 则 它 对 于 9, 地 十 襄 一 1 也 成 立 , 且 4 一 4 
护 虑 任何 一 个 三 角 多 项 式 ga(9)， 它 的 共 辊 三 角 多 项 式 记 作 
5(9)，o 可 以 让 到 
|， 
这 可 以 利用 二 边 的 Parseval 等 式 , 髓 注意 到 与 "的 共 三 性 以 及 
它们 都 属于 L? 就 可 以 得 到 这 个 等 式 。 
现 和 在 选择 三 角 多 项 式 g(8), 各 得 满足 
(ler sl C4.61) 
外 (4.61), 用 Halder 不 等 式 以 及 (4.50) 对 2 成立 可 知 
1 “ad0| < lulzee lider < Aollulee lelas 


?> 
zy8gd6 一 二 | uid0. (4.60) 
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反 . -和 | LF, 
由 (4.597 人 每 
此 vgd6) < dplinr rs. (4.62) 
及 兴国 分 析 中 已 知 
Sr 
i vedo| = |lvlle, (4.63) 
比较 (4.62)1i(4.63) 就 得 到 
ilzs < A ,lallre, 
即 (4.50) 对 9 出 成 立 , 昌 4, 一 全 

定理 9 完全 证 毕 . 

这 个 定理 有 很 多 度 要 的 推 沦 , 这 里 不 准备 讨论 了 ,有 兴趣 的 污 
者 可 以 人 参看 Papnt，Zygmundea 等 人 的 专著 ， 这 里 只 想 指出 一 
个 重要 的 结果 ，, 

推论 车 pC(9)e L?[0,2x]，p > 1， 则 其 共 力 削 数 和 0)< 
Lr[0,2x],， 且 

$lr? < 好 | 中， p>1; (4.64) 
其 中 4。 为 茶 个 只 依赖 于 P 的 第 数 ， 

事实 上 , 设 pCr,9) 与 芒 r ,8》 分 别 为 对 应 于 mp(8) 及 (8》 
的 调 利 郑 数 ， 已 知 plr ,8) 与 8Cr;B) 互 为 调和 共生 函 数 。 

看 pLr,9) 通过 pl8) 的 Poisson 表示 式 ， 

a | (DPCr — Od 


其 中 PCr,t 一 和) 为 Poisson 核 { 见 (4.15))。 利 用 Hilder 不 等 
式 ,LIip 之 1 汀 着 ， 
什 lpCr ,9)1rd6] 志 修 IpC6) ldo} (4.65) 
因此 ,出 Fato: 定理 10 就 推出 
} | 工 
{| C0700) < ,im (| pCr,0)17a0) 
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1 
< 40 tm (人 lr,0) 1rd0) 
和 
< 全 lw(e)1"d8)， 
这 就 证 明了 (4.64)。 
定理 10 (Rieszi 见 文献 [13]) 设 8(e ELt(lrl=1), p>1， 
则 Cauchy 而 积分 
Rw) 一 -上 | 7) jr, Iwl <1 (466) 


2arf dirl=? Te 
所 确定 的 函数 (Cw)e HrClw| < 1): 且 在 lw| 一 1 上 有 
hw) SS colelw) lr, (467) 
其 中 ce。 为 只 依赖 于 ? 的 常数 ， 
类 似 址 ,由 (4.52) 所 确定 的 函数 (Cw)，lw| 之 1, 也 展 于 HH? 
(lw| <17?， 目 在 jial 一 1 上 也 有 
[Cw ) lr < 委 cpll eCw) lie. (4.68) 
证 比较 (4.11),《4.65), 由 《4.18) 可 以 得 到 
hw) = 和 C0) 十 于 (GCCw) 十 5Cw))， (469) 


其 中 GCw) 与 Guw) 分 别 为 函数 gle*) 与 交 Ce) 的 Poisson 
积分 表示 式 . 

由 定理 9 的 推论 知 , 由 SCee)e 了 工 ? 可知 信 e2)EL8pD> 1， 
且 


一 


(人 ‘Ce'9)1 ea9) <4,(f talew) ea) (470) 
贞 (4.65). 利 用 (4.70) 可 以 得 到 
1GCw)le < A (471 
GCw) Ne 和 4,lelw) ls, (4.72) 
显然 从 (4.547 堆 出 
AODE eelw)lee, C4.73) 
从 中 e 是 常 砂 ， 
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出. 纪 利 用 64.717 一 (4. 2 由 {4.69) 推 由 
law ) 扫 (CA, 1 + ceCw) ls, 


因此 (4.67) 得 证 , 旺 显然 有 加 (w)e HClzl < 1). 

定理 10 证 毕 ， 

定理 11 设 F(z)€ EMD),p 之 1， 则 由 (4.49) 所 定义 的 算 
子 Ty'F 是 有 界 算 子 ， 

证 “显然 有 
(Pg Mir viarl = {FOO < +eo。 


内 此 ,根据 Riesz 定理 (定理 10), 函 数 (THF)w)€ (wi 二 1)， 
TAE C0))l 1? < cellF Ca) rrry, 
定理 1i 证 毕 ， 
对 丁 算 子 工 。， > 1, 我 们 现在 介绍 Arprep 的 一 个 结果 ; 
设 民 域 五 的 边界 了 是 闲 光 澡 则 线 ， 用 8《s) 记 作 了 在 弧 长 为 :的 
切线 与 正 实 辅 的 来 第 ,而 Ka) 表示 其 连续 模 , 设 


| 4 du < 十 oo 《4.74》 


则 对 于 任意 的 绩 数 gz) 6 了 失 了 )》，p>> 1，Cauchy 型 积分 。 
4Cz) 一 二 1 at 
居于 空间 Er?(D), 上 月 
Nat) leon) < cpllelx) 1 em (4.75) 

其 中 c, 为 内 人 息 辐 于 P 的 常数 ( 见 [71)， 

当 丁 为 区 局 时 ，, 渎 者 可 在 定理 10 中 见 到 ; 当 6(s) lipe, 8 
之 0 时 (或 EC 有 时), 读者 可 以 存 Xsenernase 的 工作 2 中 
亿 到 .这 时 只 需 作 一 些 改变 ,名 可 以 证 骨 ( 参 胸 文 献 47J)7， 我 们 不 
准备 进行 讨论 了 . 

左 沈 深 昌 的 文章 "2 中 ,引进 大， 类 区 域 ，p > 1， 这 是 一 
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类 区 域 ,其 达 界 记 作 『。 如果 对 任意 由 Cauchy 型 积分 所 确定 
的 冰 数 ， 
FD, | dtsse Desit)eE LT), (476) 


nT J 


注 蒜 PEW(w)]' Cw》 积分 表示 式 为 
FIG) (Cw) 一 1 | AT) dt,|wi > 1， 


2axrf J'rist Tw 


Ar)eE Ltr 一 1)， (4.77) 
《有 关 这 方面 还 可 以 参看 Anderssor 的 著作 ), 
在 文献 [150] 环 还 给 出 天 ，，%>1 类 区 域 的 几 个 等 价 的 定义 。 
为 此 ,首先 让 明 五 %Z) 中 的 一 个 有 埋 申 数 的 逼近 定理 ， 
定理 12 (总 变 总 %") 没 DEKr ?之 1，{b4) 是 Ds 中 点 
列 ， 虽 村 使 共有 极点 在 {6&4} 的 有 理 项 数 系 在 空间 ED)， 


二 十 二 一 ! 中 是 完备 的 充 要 条 件 是 成 立 


? 
D1) 一 +oo ~ (bi). (4.78) 
R=1 |skj 7 


证 设 4(p) 是 空间 Be(D) 中 的 连续 线性 泛 的 。 由 Hahn- 

定 刺 知 ,要 使 有 型 函数 系 {- 一 -。-} 在 空间 ED》 中 是 完 
2 

备 鸭 充 要 条 件 , 是 对 任意 EBD) 中 的 4Cp), 内 寓 


4) Ri (4.79) 


就 有 244op 0 PE ECD). 
像 在 单位 加 中 一 样 , 串 以 证 明 线 性 证 图 4CPp)》 具有 表示 式 : 


ACg) 一 | wei)ds, 


其 DT plz) € ED), fls) € ED) fo0) = 0, > + i, 


四 此 ,要 多 上 在 BCD) 中 完备 的 充 要 条 件 是 由 
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1 人 fs 天 a 
Cg 0，A 一 12 16 ED.,), 
eco) 一 0 (4.80) 
来 推出 f(z) 几乎 处 处 为 等 ， 
考虑 沼 数 
F(CS) 一 2 | ls) gs, € DOEEAD)， (4.81) 


Fr JT Zs 


由 于 条 件 De K,， 根 据 定义 ,函数 [VCw)]W (Cw) 的 积分 表 


F[g(w)]@(w 六 一 二 | A drslwol> 1， 


3mrf ji Tw 

EC(T}E Lr| = 1). (4.82) 
由 C4.80) 知 ， FCb1) 一 0, ~ 1,2,:… ,因此 由 (4.82) 推 出 
二 | A dr 一 0,0; 一 DB),K 1,2,:.-。 (4.83) 


2rf J ri rT a 


已 知 桥 数 二- | -Edre He( 1w! > 1) (参看 Riesz 定理 ， 
即 本 节 定理 10)。 因 此 ， 出 (4.83) 及 条 件 (4.78)， 从 解析 函数 的 叭 
一 性 定理 (可 参看 [lpusanos 的 著作 ) 推 出 


二 | 2). gr = 0, lw| > 1， 


2 dn Tt 
鼎 由 《4.82) 及 (4.81) 推 出 ， 
本 
5 |, 让 dz 0,£ € DD, 


由 于 f(x) € ErCD,), 并 ce) 一 0， 因 此 ， 


fm 一 击 和 -de 一 0 seD， 


即 4(9p) = 0。 这 就 证 明了 定理 的 充分 性 ， 
现在 来 证 妇 条 件 (4.78) 的 必要 性 。 假 设 不 然 , 即 
Si > 一 ) 过 十 0 一 中 (04)， 不 二 1,2,'…*， 


二 一 1、 tax 


式 和 就 可 以 构造 一 个 以 i164} 为 专 点 的 区 域 |w| 之 15 的 Blaschge 
蒋 积 8B(w). 轩 然 有 

1 BEr) 有 ak) 
| i: 

Zi nl TT an) ay 


因此 , 今 5Cw) 一 BCw)!w， 就 每 到 
a [SCr i 0, 友 二 ] ,2,.…。 


tk ee 


2 Ta 
此 外 ， 
0 
Zai r= Te 


其 中 ec 为 常数 ， 由 此 令 FY 一 SIe(a]0(a F(a) E? 
(DJ)，FKec) 一 0, 办 此 Ftz) 的 积分 装 示 式 为 
pF = 二 | DD gsre Ds HE) = FE ELTY. 
mt 


T go—t 
此 多 ,显然 在 
当当 | 人 dE Fb) 一 [和 CD] 人 C0! — 
Zi T 本 [3 


i 
BR 《4.80》 江 成 立 ， 但 5) 不 是 几乎 处 处 为 过 ， 因此， 函数 系 


|- a 在 EKD) 市 术 完 备 ， 这 就 与 假设 著 盾 . 
12 证 毕 。 
这 个 省 理 包 仿 了 文 献 [34 一 56] 中 所 有 的 结果 作为 特殊 情 
这 
注 1 利用 对 个 性 质 可 以 证 芳 , 若 De Ki，p > 1) 则 万 < 天 


1 1 2 iB | 
让 十 二 = 1， 内 此 ， 丰 定型 12 的 条 件 下 要 使 通 数 系 二 | 


在 AD) :站 必 完 备 的 充 怠 条 件 是 (4.78) 成 立 ， 
注 2 以 证 明 的 方法 也 可 雇 看 出 ,多 项 式 系 在 ECD) 中 也是 


完备 的 , 9 之 1, 共 中 De Ky Re 1 或 DEKK,。 因 此 , 根 
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据 第 一 章 43 中 定理 9 各， 大 ， 类 区 域 必 是 CMHphoa 区 域 . 

定义 ”我 们 认为 ;区域 DE K,， PP 这 1， 如 果 对 于 由 Cauchy 
型 积分 所 确 宅 的 图 数 

Fa 一 二 | LE dg,se D, KE)e LT), (484) 

2xt -T 去 一 
函数 F+Cplw))b Co) 的 积分 表示 式 为 
Fr ew) = | AD) jr, ty) <1, 
i 


re TT —w 
sry€E Letlrl — 1), (4.85) 
其 中 z 一 p(w) 是 将 lw| 二 1 映射 到 DD 
定理 13( 污 堪 昌 0 ) De K。 的 充 要 条 件 是 Dt€ K,, Pp 之 1. 
证 et 由 于 DE KK,， 内 此 由 (4.81)[ 折 确定 的 涡 数 ， 


二 | HE) jr ps) € ED JJ ，FCoo)y 一 0 


六 点 一 2 


由 (4.84), 利 用 门 ptaasoa 定理 9 知道 ,由 (4.84) 所 确定 的 F*(z) 
在 T 上 几乎 处 处 有 和 角度 边界 值 fz) 十 F(z)e LAX)，、 因 此 ， 从 
《4 84) 得 到 
F+(z#) 一 .| KE -| Fi(#) ~— F(t) ds 
2 了 二 一 性 2 JT 点 一 各 
| A de,z€ D. 
本 r 上 一 
因为 FC5)e LAT)， 所 以 F*C5)& LC《r), 由 此 得 到 F*+(z) €& 
ED}， 由 定型 12 的 注 2 知 , 多 项 式 在 E?(D) 是 完备 多。 内 此 ， 
中 第 一 章 $3 中 Cimao8 定理 知 , DD 是 CMHpaoa 区 域 ， 如 果 租 注 
意 到 F*(E)E LA(T)， 应 用 CunpgoB 定理 《参见 文献 [117] 或 
Duten 的 著作 MD 知道 ，F*"(x)e Er(D)， 因 而 (4.85) 成 上 ， 
必要 性 的 和 证 棚 是 类 似 的 , 氏 此 可 以 认为 定理 13 证 毕 ， 
现在 我 们 再 给 出 天,，p 之 1 类 区 域 的 另 一 个 等 价 定理 ,然后 
用 此 定理 来 证 肖 ，K,, Pp 之 1 类 区 域 必 是 广义 Faber 集 及 北 广 
又 Faber 集 。 
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定理 14( 沈 付 昌 co) ”要 使 区 域 六 是 K， 类 六 域 ，P > 1 的 
充 时 和 关 件 十 :存在 带 数 4， 便 得 对 于 任何 用 点 位 十 .wi 守 1 的 
夺 奋 洱 数 RCw), RCO 0 < 1 了 十 一 可 以 推出 


‘rtz)llirr; 4, C486) 


革 中 r(x) 好 数 R[@(s19' (4 在 区 极点 处 的 主要 部 分 之 


1) 


证 ”学 场 广 明 
pe | RIOCOI OD) gi, ze€D; (4.87) 


2zf Ir CO—s 


r (2) 一 : ol | RIV OCE)’yy 十 RL) (C2), 
2 JP 志 一 多 


zeED,. 《4.88 ) 

设 1 是 纪 含 |w1 一 1 的 Jordan 可 求 长 闭 曲 线 ,! 的 外 部 包 

含 企 REw) 的 金 部 极点 ，! 什 爱 射 z 一 久 (w》 下 的 象 沁 作 工 

央 | 工 的 为 部 包含 及 ， 兵 外 部 就 包含 有 rtz) 的 全 部 琢 懂 ， 又 

设 产 以 及 对 应 的 工 * i 0 但 1* 包含 i 
的 尚 部 ， 工 * 包含 LRA 半 

现在 证 明 必 要 性 . i (4.77) 知 | 


et [二 
"CHF Led 1 rs) 了 Ta 人 


和 dj 
二 证 i 
pl }, tz dz| 
一 一 人 ,ir (4.89) 
男方 面 ,从 《4.78) 太 (4.87) 可 以 得 到 ， 
riz Flz)dz— | r [Ww FLITE Cw dw 


上 
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人 
1 BRIO) a 
L* 


2xf EE -— YCw) 
-| rar | i dE 
= 一 | eeDRCrDdr。 (4.90) 
比较 (4.89) 与 (4.90), 对 十 任意 的 用 5) € ECT)， 
rf)as 一 | KO)eCr)ar, (4.91) 
现在 取 极 点 在 iw 之 1 的 有 理 图 数 订 列 {R,Cw)}, jiR， 


Cw) 上 9 si=， 所 上， 通过 (4.87), 它 对 应 了 一 个 极点 在 D。 的 公理 
函数 序列 tr ukz)}。 对 于 任意 函数 代 z) € LCT), 注 总 到 (4.77) 
及 (4.78), 和 用 《4.91) 得 到 


JJ ras| = 于， Rereadr 


< NR CT Lae) * | eC) ere 
< eliraeer. (4.92) 


现在 将 |,r.(s)fCz)dz 在 作 泛 沁 序列 4,《f)， 根 据 《4.92)， 
它 作用 在 每 一 个 jz) € ZX) 上 站 一 - 致 少 界 的 。 省 此 根据 共鸣 
定理 ,此 泛 约 序列 的 范 数 一 致 和 有 有 界 ; 

14 ot ry Ca) inary < 4 {4.93) 
进一步 我 们 还 可 以 认为 ， 在 仕 这样 的 常数 4， 使 得 对 于 所 有 册 
{RCw)} ,Rw 上 Hoowcp 之 < 所 对 应 的 {r(x)} 部 具有 同一 个 
常数 4， 特 别 地 ,到 rls) 一 rz)， 其 中 rs) 是 定理 茶 件 中 所 
给 的 具有 极点 在 |w| > 1 后 流 足 上 RCw) 有 ecw=w 达 1 所 对 应 的 
有 理 函 数 , 则 根据 刚才 的 讨论 ， 就 有 有 jrCz) fvwm 委 4， 这 就 证 明 
了 必要 性 。 

为 了 证 明 充分 性 ,我 们 需要 一 个 引 理 ， 
引 理 2 设 D 是 以 Jordan 吉 求 长 闭 梧 线 Y 为 边 翼 所 力 的 区 
域 , 设 


» 240 


A — | rnDx(r)dr， C4.93) 
a 
提 中 sw》 站 万 上 解析 , 旦 在 PD。。 上 至 多 只 有 有 限 个 极点 ,并 用 
Cpc SI 咎 竺 范 并 ， 户 之 1， 此 空间 就 称 为 35， 区 io) 在 
DP 一 解 盾 ，#4(00) = 二 0， 洲 ! 是 包含 7 在 其 汉 部 的 Jordan 可 或 
长 总 泪 伟 ,要 晓 sw)》 在 以 ?7 所 国 的 闭 区 域 上 解析。 于 是 机 使 函 
煞 gs( 尼 ) 能 表示 为 
Hu(w) = | -A dt, w€D,, sr) € L(Y), 


278 :7TC 

] 
十 pe 1 C4.94) 
的 充 和 要 条 件 是 ，4(9 是 585 -上 的 连续 线性 泛 函 ， 


证 必要 省 97 的 线性 性 质 是 天 显 的 ,关键 在 于 证 明 有 界 
和 半 。 为 此 ,由 (4.93) 得 


A -| wav | A ar 


pyr Pe 
因而 
{4()| 到 一 ee Hspe, 
必要 性 汪 毕 . 
充分 性 。 册 于 Sp 基线 体 吴 范 空间 ,因此 我 们 可 以 将 在 sp 上 


的 连续 线性 泛 图 开拓 到 LL?(Y) 中 去 ,日 保持 其 茹 数 不 变 ， 由 手记 
的 点 示 式 ,容易 证 明 , 对 任意 的 vw)€ LXAT)， 我 们 右 


A = | eC) Al ~ Terleew, C4.95) 
TY x 
现存 对 任意 的 weED。, 取 v7) 一 由,(7) 一 一 一 So 由 
本 


《4.95) 可 以 每 到 
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4 了 (wukr)) 一 了 | 7) dr, (4.96) 


2x!: rT—tw 
但 男 一 方面 , 申 (4.93) 得 到 
人 we (7))— 3 一 - ! 5) dr 一 —u(w). (4.97) 


1 一 
人 g(t) 一 —ge*(r), 
引 理 ?2 证 毕 。 
现 午 回 过 来 证 诅 定 理 14 的 充分 性 
由 定理 的 某 件 ,对 任意 极点 在 pe 的 春 理 函数 R(w) 由 - 
[Rw ) L901 


可 以 推出 llrkz)llzso 所 4， 其 中 rl(z) 是 RIOC2) ID (Ca)? 在 其 
极点 处 的 主要 癌 分 , 现 证 (4.77) 或 立 , 雪 证 明 (4.77) 中 的 油 数 F[ 多 


Cw)1rCw)*? 有 表示 式 (4.78). 
由 于 (4.77),(4.89) 成 立 ， 此 外 ,由 (4.88), 可 得 


rR (ds 一 | {PC IF LY) TC) 
一 | RCO)FIYCG) I Cw) dw, (4.98) 
比较 (4.89) 与 (4.98) 得 到 
| ge) rv) I) dw -| 一 | KBDrCD 
< rN MC < AN (4.99) 
现在 考虑 外 nw) 一 FIP(w) 1 (w)! 所 产生 的 线性 泛 函 


A(R) CT— | Rw nlaw dw 


= | ROCF ITY) PC) dw, 
XI: 


其 中 RCw) 为 中 有 具有 要 点 在 |w| 之 1 的 有 理 函 数 , 这 些 函 数 
就 构成 一 个 线性 赋 范 空间 。 由 《4.9) 知 ， 这 个 线性 泛 函 是 有 界 的 
且 其 范 数 所 41K5)lzrory、 谱 用 引 理 2, 得 到 
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uC) 一 站 一 | _ECr) dr， 


Tw 
w EE Doe, g(r) EE Lr(7), 
定理 14 完全 证 毕 。 
注 从 引 理 2 的 充分 性 证 明 可 以 看 出 ， 
iA|= eC = eC) lee, 
27 2 了 


由 此 ,比较 (4.99) 可 以 得 到 

llglleeon 2x Alil|re0, 《4.100》 

这 个 公式 对 任意 1€ LXT)， 由 《4.77) 通 过 (4.78) 所 对 应 的 g(r) 
都 成 立 的 , 共 中 芷 是 只 依 轧 于 区 域 忆 的 绝对 常数 。 

定理 15( 沈 释 虽 2》 要 使 也是 K,, ? 之 1 类 区 域 的 充 这 条 
件 竖 ， 对 任何 一 个 小 数 ， 

Bl(w) EH wi < 1), 5 


一 1】， 


工 
4 
积分 


(TB》(z) 一 1 | BIO(COI dE 〈4.101) 
2x2 4T EC—% 
分 判 确定 在 E7CD》 及 EX《Dw) 十 二 个 解析 国 数 F'(s),F (x)， 
且 若 | BCsw ) eae < 1 出 
上 + Se, liF liam ec, 
而 上 是 一 个 站 恢 闵 于 区 域 五 的 绝对 常数 ， 

证 必要 性 ， 设 五 EK，P 盖 1 有 昌 8o)eaoiei<s1)， 
BCw lisogiey 委 1， 由 有 理 闲 数 遂 近 定 理 ( 参 见 文 献 [11), 存 仁 
一 个 极点 位 于 |w1 > 1 工 的 有 理 辣 数 序列 {R.(w)}， 使 

im Rw ) 二 Blw) gdm = ll, 
ER(w ) lr <s 2, 《4.102) 
加 重 对 任意 的 关 数 gCw) Ee Lr(jw| = 二 1) 就 有 
lm | ,Rew wd ~ ) BC) C4103) 
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上 
特别 地， 取 9Cw) 一 亢 Ge2 zeT ,显然 4(w)E Llwi 一 1)， 


因此 根据 (4.103), 就 有 
1 RP IOCE) 。 


Wis |， SC—2 
1 人 BELOCE)IE'(E)s Lo 
一 人 《4.104》 


若 z& DD, 则 《4.104) 左 演 的 积分 就 是 通过 (4.87) 所 确定 的 消 数 


R,[D(E)] OS) 在 其 极点 处 的 主要 部 分 之 和 +,(z)， 根 据 冬 件 
DEeEK,, ?这 1，、 由 (4.102) 及 定理 14 得 到 
|rsCz) lar & 24. (4.105) 
由 于 (4.104) 及 《4.102), 深 数 序 列 {r,tz)} 在 DD 内 闭 地 一 致 康 分 ， 
因此 | | 
1 Fp) pw) "law 


lig 
一 im | ra tp Cw) ow)) |am| 


Nil 


一 km) lr lds| < (24), 
Cn 


其 中 C 是 |wi 一 ?在 映射 z 一 g(w》 下 的 象 , 而 后 一 个 不 等 
式 既 利用 (4.105) 及 FH” 空间 的 性 质 后 得 到 的 ， 民 此 F*(z)€E" 
《D7， 且 F(x) E24, 

若 zE 了 <-， 则 根 种 (4.88), (4.104) 左 边 的 积分 为 


及时 | RLO(S) D'S) ge, 


zz 了 去 一 了 
等 式 右边 的 函数 在 5。 上 连续 , 在 z 一 co 处 到 值 为 零 ， 用 根据 
(4 102) 及 上 面 的 讨论 ,我 们 有 
ra) — RO) ID 2) di < 24+ 2. 
应 用 上 二 的 方法 ,同样 可 以 证 得 F- (a) € E87CDe), 且 1F-Cz) lin, 
志 24 十 2。 必 上 要 性 证 毕 ， 
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充分 性 的 证 局 很 简单 ,只 要 取 B(x) 一 RC(w), 它 是 具有 极点 
在 |w| >1 工 的 有 理 遂 数 , 旦 18(Ce7llusuwc 所 1. 因此 ,根据 定型 
15 的 假设 ,(4.101) 所 确定 的 函数 F1(s) € E%CD), 有 LF* (Cz) 人 cr, 
所 cc、 如 果 注 可 到 (54.87)}, Ft+(Cz) 二 rz(z),， 即 和 (re 所 6。 
因此 ,再 应 用 定理 14 就 推出 D € K,。 

定理 15 证 毕 . 

定理 16( 沈 变 昌 5) 设 Dek,,p > 1, 则 对 任意 的 F(x) E€ 
ED)， 算 兰 


S$(w) = (NFYCw) 一 二 J FIVr OY C7” gy,, 


Tw 


ji 
四 十 人 1 (4.106) 
是 ECD) 到 BCiaol < 1 的 有 界线 性 算 子 ， 且 是 算 子 (4.1012 
的 唯一 的 逆 算 子 ， 
证 按 条 件 FC EE?D), 即 PIVC0) J G0)? Llwi 
一 1). 因此 ,根据 Riesz 定理 《 见 定 理 10),， SCw) EH"(|w: 
过 1), 日 SCw) leo. 丢 cHFCz) Lern， 其 中 5 为 常数 。 因 此 
S(tw) 是 有 界 算 子 。 
现在 我 们 下 F(x) 是 算 子 Hjw| < 1) 经 由 (4.101》 所 确 
定 的 函数 P+(z)。 由 于 DEK,, PP 之 1, 因此 根据 定理 15, F(x) 
一 Ft(z) €E EI(D)。 从 定理 15 的 必要 性 证 明 中 可 色 有 在 出 ， 存 在 
役 点 位 于 |wi 之 1 的 有 理 隐 数 序列 {R,《w)}, 先 得 任 给 8 之 0， 
可 以 找到 N,， 当 n>>N,m 之 NN 时， 
RW) 一 Raw ) Ne < E。 (4.107) 
因为 了 PEK，,， 因 此 由 定理 14 知 ,对 于 {R,(w)} 通过 (4.87) 所 对 
应 的 序列 17,(z)}， 


| re) — roe) ls; < EA. (4.108) 
根据 空间 LCT) 的 完备 性 , 存 住 8(z)《 LT), 使 
Jim brals) 一 gC2) ler = 0, 《4.109) 
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此 外 ， 由 于 《4108) 闷 及 前 数 r, (xz) 在 区 域 5 上 的 解析 性 ， 田 
Cauchy 积分 公式 可 以 推出 {r,tz)} 在 已 内 闭 一 致 收 贫 到 这 个 解 
析 浓 数 FR*Cz){ 见 (4.104)), (4.108) 得 到 rr,Cz)lxor) 的 一 致 有 
界 性 。 因 此 ,根据 文献 [1171 上 138 页 的 定理 知 , g(x) 是 ED) 中 
基 个 项 数 G(xz) 的 前 度 边界 值 ， 再 应 用 Cauchy 公式 可 知 CC) 
二 7fz)。 因 此 ,从 (4.109) 就 可 以 得 到 

lim lr .C2) — Fr(s)lsry ~ 0。 (4.110) 


这 洋 一 来 ,性 (4.110) 容 易 得 到 ,对 wl 二 1 内 闭 一 致 地 有 


NTB = (NEYw) 一 lim | | rp OIF)® gr 


"rt+= 2 TrT—w 


1 
二 二 | TO Jj 


nei+~m Daf drm Ty 


1 
sd | EY dE, (4.111) 


zi) eo vr) 
这 里 应 用 了 (4.87), 而 L* 包含 了 在 其 内 部 ， 但 不 包含 函数 R,[@ 
C8)]@'(8)” 任何 极点 的 闭 Jordan 可 求 长 曲线 。 由 (4111) 得 到 
NT 8 ~ (NE')(w) ~ lim 寺 {is BLO) a 


,1 | (rdr 
'F le (r we— w(t A Cr)) 


一 hm | R.(s) di 


本 六 
te Dil J 


了 


一 fim R,(w)— BCw), (4.112) 


其中 最 后 一 个 等 式 是 利用 (4.101), 再 利用 Cauchy 积分 后 得 到 的 ， 
而 局 是 工 ; 在 有 映射 w 一 (58) 下 的 象 。 
反 过 来 ,对 任意 F(z)€ EX《D), 也 可 以 证 明 
(TNF) = (7T5)(2) — FP (2), 《4.113》 
首先 ,对 于 给 定 的 F(s)e ECD)， 由 于 DEK,, ?之 1, 因 
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此 根据 定理 12， 存 在 具有 极点 在 D- 的 有 理 通 数 序列 {r.(z)}， 
使 得 任 给 。 > 0， 可 以 找到 N， 使 得 当 > Nm > N 时 ， 名 
有 
lrs(a) 一 roleoo < (4114) 

及 
lim rs 人 zy 一 Flz)liary = 0, (C4:115» 

由 (4.115) 推 出 ,对 任意 pCE)E Lr*CT)， 就 有 

Bm | re)p CE)as = | FO) pSYE. 


特别 地 , 取 p(5) 一 全， wi < 1 显然 ,pC5)E LiCT)， 


因此 对 寺 1w| < 1 内 伍 意 一 个 闭 区 域 上 ， 一 至 地 有 


re 二 | FPC WWI) sr 一 So 04116) 
s+ 2n1d re! T—w. 
其 中 R,(w) 屁 函 数 yl 和 Cr) 区 (rz)8 在 其 极点 处 的 主要 部 分 之 
和 |: 
PR -| PW vvr (4117) 
2 rie] TC— tw 
利用 (4.114)， 
[NED DE 0 Cr)3 提 Leo 
wa rs) rs) lier; < es 
冉 应 用 Riesz 定理 ( 匈 定 理 10), 由 《4.117) 可 以 推出 ,存在 常数 c， 
使 得 
[RW) — RC he < chr.(s) 
一 raf(z)ijuatry < ce, (4.118) 
由 此 , 由 空间 上 L*(iw| 一 1) 的 完备 性 可 以 知道 ， 存 在 S*(w)€ 
LC|w| 一 1!)， 使 得 
lim RC0) — S*Cw) sry = 0, C4.119) 
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此 外 ,由 《4.119) 知 ，HR,Cw euwizv 达 c<。， 巾 此 根据 文献 [117]、 
So) 是 Hw! 一 1 空间 中 基 个 函数 的 角度 边界 值 ,而 只 (we) 
显然 在 lwji < 1 上 收 敏 到 此 函数 。 再 从 (4.116) 就 可 以 看 出 。 比 
山 数 就 是 5Cw), 因 而 从 C4.119) 推 出 

Bm Rw) — SCwOkLa yin) 一 0, (4.120) 


因此 ,对 z€ DD， 从 (4.106) 及 (4.101) 推 出 
TNF = (TS)(D) — lim | ®t ED (5 ue 


= 2xf 


二 一 一 
3 


一 lm -| .2 (CE je 


4“ ON 二 一 3 

i OI yo, 

2xi 4! Tr— BE) 

这 里 用 到 了 (4.117), EE A 表示 包含 |r| 一 1 在 其 内 ,但 不 包含 
消 数 ruLg(r)]gr(r)3 的 极点 的 Jordan 闭 可 求 长 曲线 。 用 上 面 
的 方法 ,注意 到 (4.117), 在 交换 积分 次 序 后 ,从 上 式 就 立刻 得 到 


TNF = (TS)(2) 一 lin 二 | TakE dt 
-2 六 去 一 了 


= Im r,s) = POR). 
(4.113) 证 毕 。 
从 (4.113) 及 〔4.112) 就 党 明了 算 于 (4.101) 有 唯一 的 逆 算 子 
(4.106), 定 填 16 完全 证 毕 ， 
注 从 宏 理 12 的 注 1 及 定理 13 及 16 知 ,， DEK。, pp 之 1， 
或 DeK， A 1， 或 Dé K,, 或 DE K,， 都 能 保证 区 


域 万 是 逆 广 义 Faber 焦 《p 次 》. 
什么 样 的 区 域 是 K,，p > 1， 类 区 域 呢 ?我 们 有 下 列 结果 . 
定理 17 ( 沈 变 吕 "*1) 设 区 域 D 的 边界 【满足 Anbnep 条 件 
C4.74), 则 DE KK,， 其 中 p > 1 起 任何 数 ， 
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证 考 虐 由 (4.77) 所 定义 的 菠 数 
Fo 二 [ (8) gs, 2 € Do, fe) EE LT). 
2xisT Ez 

由 《4.75) 及 (4.76) 知 (或 册 AThneh)，F(x) 的 角度 边界 秆 层 于 
LACTD, 且 在 满 是 (4.74) 的 区 域 上 .党 项 式 系 是 完备 的 .因此 ,此 区 
域 必 为 CMapaop 区 域 。 应 用 文献 [117]( 或 参见 Duren 的 著作 5) 
上 的 CuspnoB 定理 推出 ，F{z)《 Er?(D)， 由 此 从 定义 就 立刻 推 
外 DDEK,， 再 应 必定 理 13 知 ,， De K,, yp 之 1, 

定理 17 证 毕 . 

注 从 文献 [78] 与 [150] 看 出 ,存在 一 类 很 普遍 的 区 天 ， 它 可 
以 不 灌 足 Ann 条 件 (4.74)， 甚 至 还 可 以 有 角 点 ， 伍 是 仍 属于 
天 p， 妨 盖 1 类 芝 战 。 因 上 此， 天， 类 区 域 是 很 一 般 的 区 域 ， 

最 近 Darid 证 明 593 ,车 Jordan 区 域 只 的 边界 上 午 准 二 点 之 
吕 的 弧 长 与 驴 氏 之 比 一 致 有 界 ， 则 北欧 域 必 是 天 。 类 区 域 ,其 中 
?之 1 是 任 甸 数 。 

定义 ”我 们 称 区 域 卫 满足 Anprep 条 件 (I). 若 呈 的 边界 了 
是 十 Tordan 可 求 长 井 线 ,内 其 映射 阴 数 满足 条 件 


| 本 
二 | Fw | Bt 
lz 一 上， {4.121) 


其 dtc 是 与 妈 无 关 的 常数 (参见 文献 [21). 

像 在 前 面 Amnprep 条 位 (1) 时 一 样 , 基 Te ctt,，e > 0 则 
类 似 邮 可 以 证 明 力 就 满足 Anhnep 条 件 《11). 

类 似 于 定理 5, 我 们 有 下 列 定理 。 

定理 13 设 区 域 D 满 是 Ambneb 条 件 〈11), 即 (4.121), 则 由 
《4.48) 及 (4.49) 用 定义 的 算 子 T 与 Ti! 是 对 应 地 为 A(|wl 专 1) 
及 A(D) 上 的 有 界 算 子 , 且 互 为 送 算 子 。 

这 里 就 不 准备 证 明了 ， 
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$ 5， 闭 区 域 上 多 项 式 有 逼近 阶 的 估计 


在 这 一 .条 中 , 我 们 不 周 于 $3， 不 假设 区 域 也 的 边界 是 解析 则 
线 , 而 只 想 设 区 域 D 的 边 寞 是 具有 某 神 光滑 福 的 光滑 曲线 , 巷 至 可 
以 是 不 光滑 沽 线 来 研究 淫 区 域 DD 上 消 数 类 4(D) 中 的 顺 数 被 
次 多 项 式 秩 近 时 ,其 最 佳 通 近 值 8,《D》 的 阶 的 估计 。 在 讨论 中 ， 
我 们 需要 用 到 上 一 节 中 上 所 研究 的 Faber 变换 及 逆 Faber 变换 , 
定义 ”我 们 说 区 域 D( 或 说 它 的 过 界 TT》 满 挟 Axpnmep 条 件 
7， 刀 果 吃 的 边界 T 是 闲 光 背 曲 线 , 且 若 用 9(:) 记 作 TT 上 每 一 点 
处 的 切线 方向 与 正 实 轴 的 交角 (其 中 上 是 了 上 的 弧 长 参数 )， 则 郧 
数 8945) 的 连续 模 并 4) 满足 条 件 : 
[ I) nh1dh < i (5.1) 


车 区 堪 了 的 边界 eC"**, 其 中 6 之 0, 则 已 知 ( 例 如 可 参 夺 
从 学 谋 的 工作 20)，XA) € Lips ， 因 此 必 满 足 条 件 (5.1). 

我 们 仍 设 吧 一 和 (sj，g(co) 一 co 和 (oo) 一 1 是 将 区 域 
BD 的 条 集 De 保 争 映射 旬 jw| > p 的 函数 , 且 为 了 书写 简单 起 
见 , 不 妨 认 为 p 一 1， 并 用 z 一 (ww》 记 作 其 道 世 数 ， 

我 们 有 下 列 几 个 引 理 ， 

引 理 1 设 区 域 DD 满足 Amhrep 条 件 j。 则 

1” 出 数 (Cow) 在 闭 圆 |wi 之 1 上 连续 ,， 且 蚊 (z) 0， 
lw| 之 i, 因此 有 

0O<AS YWw EB +o0, Iw| 21, (5.2) 

其 中 和 4 与 8 为 两 个 常数 ; 

2” 若 月 oth) 记 作 函数 扩 (w) 在 lw| 一 1 上 的 连续 模 ， 
剂 有 


| 8) dh < to0, (5.3) 


证 不 妨 对 内 陕 射 丽 数 z 一 上 (Cw)}，|wj 二 1, 来 证明 这 个 完 
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理 , 否 旭 作 一 个 变换 即 可 。 
已 知 : 


argh (ww) 一 中 (zx) — {argw 十 = )。 lw| = ,9 


且 5B'(w)€ H?, 其 由 p 汪 >0 是 任意 数 ， 
由 上 比 , 对 于 9 < 之 868， 我 们 有 


9 i A 
1 一 *| 一 | ly'Ce) la < ), iw eda | 四 
ol0 ml, 
大 此 有 
largh'(e®) — argp le )| < 18() — OI+ .0 ~ | 
Nl ms |)+ 1 —0| 
Sci —0j#)+ 18—8|, 
如 果 用 gC%) 记 作 函数 argw《e”) 的 连续 模 , 则 由 《5.1) 知 ， 
0 Ink|ladh < ec | haha 


+| Hahldh < 十 co. (5.4) 
8 


考 虚 孙 数 一 ilinadi(w) 一 arglfw) 一 iin| 由 (| 会 三 r8) 
十 ivr ,6)， 它 在 |w| 二 上 内 解析 , 且 由 于 《5.4), 其 实 部 u(r ,9) 
什 jw'; 所 1 上 连续 上 且 其 连续 错 st) 满足 条 件 


| pal 一 十 co， 


则 由 $4 中 定理 4 的 往 可 知 , 区 数 v(r,9》 的 连续 模 7,(h) 满足 
nt < “| Yo) ds ' 20 a : {5.5) 
9 了 xz 了 
由 此 得 
| wa < cd Tos) linsldst) 2 4 < 二 00。 
0 0 了 0 了 


这 就 说 明了 nw'Cw) 在 lwl 二 1 上 连续 , 且 其 连续 模 , 因 而 几 


+ 了 5 、， 


(Cw) 的 连续 模 就 满足 (5 3). 

而 于 gw《w)》 在 lw| 生 1 上 连续 , 且 w'(w)z* 0,|w| 所 1 
因此 它 也 辣 足 (5.2)。 

引 理 1 证 毕 . 

注 ”从 证 了 明 过 程 也 可 以 看 出 ， 若 由 线 了 满足 Anpnep 条 件 
《4.74), 则 WCw》 也 在 |w| 空 1 上 连续 且 有 人知 计 式 人 5 2)， 而 其 
连续 模 有 有 估计 式 (5.5)。 

引 理 2 设 愉 域 吕 满足 4ahnep 条 御 j, 则 它 必 满足 Anbnep 
条 件 《D 及 《IT), 即 

1” 在 |w| 一 1 上 有 

二 人 0 larl < CC。 (56) 

2 在 lwi 一 1 上 和 有 


， wy 
|- 到 (= 0 hs Cy 


证 由 (5.2) 容 易 推 出 ， 人 m 之 0, 使 
力 居 os waar| > > may 


1 攻 一 经 Cr 二 

lz 一 1 一 1， (5.7) 
其 中 最 后 一 个 不 等 式 可 利用 计 周 参数 方程 写 出 ,分 别 考 瑟 多 《(e'*) 

的 实 部 与 虚 部 ,利用 (5.2) 的 下 界 估计 而 得 到 ， 因 此 

.2 ER 
un | Vr) Vw) lai 

<| | )r = | ldrl 
1 adrl_ | gy gr 
Re pe 放 ee )12:| 
全 _lar| 
1z1 一 ! 加 — wl): 


下 :CH 一 zl) ld 


ft 一 地 


< 
Ss 


D iarl, 


1 
Tr le el IT——w 


» 232*» 


由 此 利用 引 理 1 中 的 (5.3》, 就 立刻 得 到 1?。 

结论 2” 的 证 明 是 类 似 的 ， 引 理 2 证 毕 ， 

现在 我 们 可 以 介绍 Anhnep 的 几 个 定理 了 。 

定理 1 《Apnep 中 ) 设 区 域 忆 满 足 Anbrep 条 件 六 且 函 数 
F(s) € A(D)， 则 对 任意 自然 数 *， 存 在 函数 F(x) 在 Dp 内 的 
Faber 多 项 式 展开 的 前 # 十 1 项 的 某 种 求 和 |, 


Pu(s) 一 >，atB. Pails), (5.8) 
使 得 
max | F(z) — PD SE ew (1), (5.9) 
BE nn 


其 中 at 是 函数 F(z) 的 Faber 多 项 式 展开 系数 : 
“= 二 | FIVOD] gj R01,2,....; (5.10) 
Zet JIrl=<l r+tl 

9i(z) 为 下 次 Faber 多 项 式 , 上 一 0,1,2，"…，c 为 常数 ; (5) 
为 函数 F(x) 在 DD 边界 T 上 的 连续 模 ，B。,)，0 所 所 # 为 求 和 
三 角 息 阵 。 

证 由 于 区 域 刀 满足 Anmbnef' 条 件 , 因 此 根据 引 理 2, 区 域 轧 
就 满足 Anbnep 条 件 《1), 即 (5.6) 成 立 。 由 此 再 根据 $4 的 定理 
5, 由 $4 中 《4.8) 及 (4.20) 所 确定 的 算 子 T 与 了 是 有 界线 性 算 子 
旦 互 为 逆 算 子 ， 且 由 此 定理 还 知 存在 洱 数 h(w)e A(lw| 所 1)， 
其 连续 模 w,(5) 满足 

co(K5) < cwl5), 

一 TOPDCz 因此 ，F 一 Th。 

根据 33 中 的 定理 1, 存在 多 项 式 


Qsw) 一 > b1B,. iwt, (5.11) 
使 得 
max Ih(w) — 0.Cw)| < eol1)< cto (4), (5.12) 
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其 中 负 为 函数 (Cw) 在 ww 一 0 的 Tayior 展开 系数 。 由 3 的 
定理 2 知 ，b( 就 是 水 数 ECs) 在 DD 内 的 Faber 多 项 式 展开 系数 
Qi» A 0,1,2,...， 这 也 可 以 直接 地 从 下 式 看 出 

b, = | hrT) dr 


2 Jiriel TAY 


Ns | lar ti | 


2n1 rt? Ti A 
一 了 FIP(r)] , 
2 diriel rtl ar Grs 大 一 0,1;2,……， 


这 里 入 (7) 一 [DV(7)] 二名 (7)， (7T)E A(1w| > 1), hh (0) 
一 0 《 见 $4 中 定理 5)。 
利用 Twt) 一 pi(z),， 一 9 ,1,2,-"*， 因 此 最 后 得 到 

FCs) 一 PCa) = Th DC) — (CTO) Cs) 


elhw) — ON < co +), 


这 样 就 证 明了 定理 1， 

利用 定理 1 及 实 变 浮 数 通 近 论 中 常用 的 方 靶 可 以 得 到 下 列 的 
定理 . 

定理 2 (Abnep9) 设 这 域 D 满 足 Anpnep 条 件 ij， 且 函数 
F(x) 在 区 域 吕 内 解析 ，F'0Cz) es 4 五)， 其 中 到 为 其 个 自然 数 . 
若 用 m5 ,PY) 表示 函数 Fy) 在 DD 边界 T 上 的 连续 模 , 则 对 
于 任何 自然 数 4 有 

E.= inf max |F(x) -一 Ps) sci 2 of( 二， Fw), (5.13) 


Pat at 了 


其 中 下 确 界 是 对 所 有 次 数 不 超 过 = 的 多 项 式 Pu(s) 而 取 的 ， 而 
ck 为 不 依赖 "， 只 依赖 于 不 的 党 数 ， 
推论 ”在 定理 2 的 条 件 下 , 若 F(z) ELipa《 在 区 域 口 的 边 
界 T 上 ), 则 对 任意 的 自然 数 =， 
oR 


E. < ,Hs (5.14) 


+ 54¢ 


注 由 续 中 定理 6 知 ,这 个 推 沦 的 逆 命 是 也 成 立即 由 
(5.14) 对 所 有 的 #2 一 2"，m 一 0,1,2,-"*， 城 立 ， 其 中 万 为 自然 
数 ，0<a 所 1， 则 可 以 推出 F(x) 在 DD 内 的 F(x 连续, 且 

OC6"), 0<e 1， 
OE oe 一 | 

这 里 也 可 以 用 二 阶 连续 模 来 刻 划 正 定理 及 逆 定 理 。 

若 用 函数 Faber 多 项 式 展开 的 韶 分 和 来 和 逼近 时 ,我 们 有 

定理 3 (ANAprep 四 ) 设 区 域 了 满足 Anpuep 条 件 j, 函数 下 
(z)E ACD)}， 则 对 任意 自然 数 ”， 


max|F(x) 一 >) opalz) | SAB in (+), (5.15) 
stn | =D 级 


其 中 oh 与 gt(z) 分 别 是 函数 F(z) 的 Faber 系数 与 Faber 多 
项 式 , 《一 0,1,2,…… ,4; 与 B 是 两 个 绝对 常数 ，w(6) 是 函数 
F(z) 在 区 域 D 的 边界 T 上 的 连续 模 ， 

证 用 证 明定 理 1 时 的 方法 ， 只 要 注意 到 对 于 (w)e A 
全 二 动作 

max |h(w) 一 DL orwtl (A + Bin')o (lh), 


其 中 44 与 8， 是 两 个 绝对 常数 ，w (小 ， 有 有 ) 是 函数 如 (w) 在 


Iw| 一 1 上 的 连续 模 ，@i 为 hh(w) 在 mw 一 0 处 Taylor 展开 系 
数 , 即 注 数 F(z) 的 Faber 展开 系数 《参看 TaMaa 1 或 HaTan- 
co 0)。 利 用 引 理 3 的 结论 就 立 刀 可 以 得 到 定理 3. 

如 果 不 假设 区 域 刀 的 过 界 工 满足 Anbhep 条 件 i, 和 而 只 假设 
是 光 消 沽 线 ， 此 时 利用 保 租 映射 的 理 沦 W 嘲 *% 半 可 知 映射 陈 数 
pr) ELip(1 一 eC 在 |ri 一 1 上 ), 其 中 8 > 0 的 任何 数 ， 由 此 
可 知 活 效 FL1g(T)] 的 连续 模 为 af)， 其 中 wo) 为 明 数 
F(x) 全 曲线 TT 上 的 连续 模 。 因 此 ,车 应 用 54 中 定理 5, 类 似 用 证 
前 定 如 1 的 方法 ,可 以 得 至 

定理 4 设 区域 D 的 边界 炬 光 消 曲 线 了 ， 且 殉 数 F(z)€4 
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《DPD)， 列 对 任何 的 自然 数 ， 
max| F(z) 一 P,(z)| SE co( ee )， {5.16) 
reD 着 


其 中 Psks) 是 由 (5.8) 所 确定 的 # 次 多 项 式 , 6 > 0 是 任意 将 , 常 
数 < 在 这 里 仿 不 依赖 于 x»， 但 依赖 于 之 0，w(z)》 为 图 数 F(s) 
在 闭 区 域 D 上 的 连续 模 。 

若 区 域 忆 的 边界 了 不 光滑 ， 且 其 有 最 小 外 角 wrx, a < 之 1 时 ， 
则 也 有 逼近 的 阶 估计 。 例 如 ,可 以 参看 Anbpnep~Heanos 的 工作 局 ， 
他 对 于 不 级 导数 在 D 上 连续 的 疝 数 F(z)， 得 到 逼近 阶 为 


E, < 2 of 2 站 
nto 5 5 


其 中 8 汪 0 是 任意 数 , 淹 c 是 只 依赖 于 s 及 大 的 常数 ， 

若 区 域 D 的 边界 了 具有 和 有罪 旋 转 ,， 旭 XT € 8R《 见 $4 中 定 
义 》， 但 对 图 数 其 rz 二 F[ 久 (rz)] 加 于 一 些 条 件 ， 则 有 下 面 的 定 
型 。 

定理 5 设 区 域 D 的 边界 Tr € 8R, 旦 有 界 旋 转 量 为 了 ,又 
设 函 数 F(tz)€ 4D)， 且 函数 #5) 二 F[ 玉 (tr)] 对 某 个 自然 i， 
其 在 lz| 一 1 上 的 1 阶 连 续 模 wi(rt,&) 满足 


| 2) di < +o, (5.17) 
-Db 


则 对 任意 自然 数 :存在 国 数 F(z) 的 Faber 多 项 式 展开 的 某 种 
求 和 Ps)【《 记 (5.8))， 使 
max |F(z) ~— P.(7)i} < eval(t, 4), (5.18) 
ey 如 
其 中 ci 为 依赖 于 ! 的 常数 ,加 为 由 天 一 下 [gr)] 的 Cauchy 
型 积分 (4.20) 所 确定 的 图 数 ,用 


五 (7 sh 
wd sb) DD {2181,5) 证 | 全 


十 8 SA dl, (5.19) 
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这 里 Di 为 从 依赖 于 ! 的 常数 。 

证 在 定理 的 条 人 秆 下 ,首先 申 $4 的 定理 6 知道 , 由 (4.8) 所 定 
义 的 算 子 了 是 有 界线 性 算 子 . 然后， 再 庄 定 理 约 菜 件 ,由 54 定理 
4 及 注 知 ， 由 #4 一 下 [和 (人 r)] 的 Cauchy 型 积分 (4.20) 所 定义 的 
算 子 正好 是 工 的 道 算 了 ,下 也 是 有 界线 性 算 子 , 即 存在 由 (zw)E 4 
(oo| 委 1), 使 FF=Th， 及 册 (w) 在 lw 一 1 上 的 ! 阶 连续 
模 有 估计 式 (4.19)( 见 $4 中 定 理 3 及 定型 4)。 对 于 国 数 gCw)， 

存在 它 在 志 一 0 的 Taylor 展开 的 某 种 求 和 


Od pe 
使 
max| de) 一品。 (w)| 所 < cool( 工 1w)， {5.21) 


其 中 a 也 是 元 数 F(z) 在 五 上 Faber 多 项 式 的 展开 系数 . 由 
J 一 pi(z)， 因 此 


To 3 Bow) 
n= 


| Flz)— > aiB wd 


二 一品 


pCw) 一 了 >) arBu.iwt 


= 


大 cj 


(wy) 一 > CE 


=0 


由 此 ,利用 (5.21) 就 证 了 定理 5, 

注 ”应 用 $4 定型 1， 我 们 可 以 取 8.Cw) 中 的 B,. 为 那里 
的 求 和 得 阵 ，0 拓 有 委 n。 

我 们 世 可 以 取 


(参看 Gaier a 显然 ， 当 一 1 时 ， 这 是 函数 
i(w) 在 由 一 0 外 Taylor 展开 的 Fejtr 半 均 和 ,因此 P.(z) 是 
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函数 Fz) 在 口上 Faber 多 还 式 展开 的 Feier 平均 和 ，, 
推论 1 若 KF) 二 FIT(r)] ELipa,0 < 之 a 过 1, 由 (5.19) 


可 知 ,Cw) elipr， 即 wr( 汪 ,如 ) 过 所 ,由 此 对 于 F(a) 的 


Faber 多 项 式 展开 的 平均 什 PCz) 有 
F(z) — PHCON 二 和 二， (一 4523) 


推论 2 若 Ar) 一 PIE(r)]eZ， 即 ol(5,F) 一 0(08), 则 
外 《5.19) 可 以 推出 加 Cw)eE Z， 好 oz 一 0(05)， 因 此 对 于 


P<) 一 ni ne 
tn i 


AF Cz) 一 PP SE 12 
如 


注 若 函 数 A(r) 的 连续 米 w C83,#) 满足 条 件 : 对 其 个 9 
> 1， 人 存在 9 之 0， 使 得 
to( qd ,4) 
wmlB, pF) A 


则 称 w(5,4) 是 典型 连续 模 。 此 时 对 于 
wm(6) 一 27 dt 二 w(6,8), 
成 立 
wb) < cwld,h), (5.22) 
其 中 。 为 常数 .事实 上 ， 我 们 有 


和 
-| (42 an < < 5 le, DI 


和 = 了 


< Fg) obs,h) :ing ~ T0004), 


ns0 
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闪 此 (5.22) 成 立 ， 
这 样 -- 来 ,在 定理 5 条件 下 ,其 中 ! 一 1， 即 


| wh) dt < 二 十 20， 
9 于 


县 -AT) 一 FECT)] 在 Ir' 一 1 上 有 上 典 坊 连 续 模 ,出 
IE(Cz) 一 PEC < cwl5,h) 
< ra[cofts, Cr) 
当 -1 时 ， 定 理 5 的 结果 是 属于 Kévari 的 "”"”， 对 于 一 般 
的 4， 可 参 君 Gaier 的 文章 中 Kivarina 还 考虑 区 域 吕 的 边界 
工 是 逐 段 后 曲 线 ， 且 其 最 小 外 角 为 re， 0 < 和“ 所 工时 情况 , 则 由 
定理 5 可 以 推出 
ESF — POD < co( £), (5.23) 
Ej 


其 中 
ol 一 | HEE) a + obs, F), 


且 也 很 设 op) 满足 
| li) as 一 oo， 
9 区 


正 腿 的 关键 晨 由 条 件 可 知 , 映 射 陋 数 W《r) 在 |r| 一 1 上 满足 e 
级 Lipschitz 条 件 (参考 Kivari 的 工作 20) ,而 这 可 利用 ing 人 ) 
的 类 似 于 $4 中 的 积分 表示 式 , 首 先 得 到 估计 式 

go 二 ， 

| 到 (区 1 人 

| 

然后 利用 Hardy-Littlewood 结果 可 以 得 到 5 例如 ， 参 看 Tonysnn 
的 工作 上 )， 此 外 ,利用 工 是 具有 非 零 外 角 的 逐 段 凸 曲线 ， 泣 区 域 
户 边 界 王 上 的 弦 弧 比 是 有 界 的 事实 ,可 以 推出 

wm6,p) EE mewnl$ ,wy), 
其 中 严 为 自然 数 ，< 为 强 弧 比 中 的 常 康 ， 这 样 一 来 ， 利 用 定理 5 


» 3259， 


就 可 以 得 到 结论 ， 
现在 考虑 具有 有 和 界 旋转 曲线 所 围 的 区 域 中 函数 被 其 Faber 多 
项 式 展开 [由 部 分 和 和 ; 折 溃 近 的 一 个 定理 ， 
定 惠 6 (Kivari-Pommerenke 52》 设 区 域 瑟 的 边界 PE BR， 
且 函 数 F(z)e 4 五 )， 册 
IPAz) 一 So i 一 max |F (2) 一 SCs)1| 
:Eds lnnt BECF,D)Y, (5.24) 
其 中 
S$, C2) 本 akpk(z)， 
R=0 


a 为 函数 F(z) 的 Faber 展开 系数 ， pilz) 为 不 次 Faber 多 
项 式 ， 下 一 0,1,2, 站 A 和 与 B; 是 两 个 常数 ， E.(F, D) 是 消 
数 F(z) 在 闭 区 焉 忆 上 被 # 次 多 项 式 浪 近 半 的 最 佳 浑 近 值 ， 即 

EAF,D)= Lf max Flz) — P.(z)|, (5.25) 
其 中 下 确 界 是 对 所 有 次 数 不 估 于 # 的 多 项 式 Pu(z) 而 到 的 。 

证 令 
HC) = >) eh pils) 
+=0 


是 函数 F(zs) 在 闭 区 域 D 上 的 最 佳 亲近 多 项 式 , 即 
EA(F,D) 一 max |F(z) 一 To(z)1， 
利用 41 中 引 理 2, 有 
元 | ey We (5.26) 


2 Et 
再 由 Faber 系数 ok 的 称 分 表示 式 可 以 得 到 
[F(z) 一 SoCs) | S|FC2) 一 Ts 十 |s(z) 一 So(z)i 


S|) 一 mo1+| 寺 | LIfe 
2 Jiri 


. DP) dr| 二 EF,D) 十 BCF,5) L,, (5.27) 
五 a 


二 二 D 
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其 中 


L,— max L,(Cx) 会 max 二 | Eee 1。 (5.28) 


l 
0D 27 g ‘k=0 T+ 


利用 Faber 多 项 式 的 积分 表示 式 (4.33), 在 令 = 一 le”) 后 
得 到 


L,.() = 二 人 己 pi CV(e')e ite 


Se | |) ceorodoGrvp) Cz (5 29) 

其 中 vs,m) = arg(P(Ce') C— Ce'?)) 且 
| la SV. (5.30) 

由 此 以 (5.29) 与 (5.30) 得 到 

Libel < hs 车 大 32 erm | avs, 9) 1 
Het l=0) 
-OT 
sin a 


由 此 利用 $t 中 证 明定 理 1 陵 的 处 理 方 法 可 得 
LE(ler)) 扫 Zlna 十 9 人 ldvCs,q)| 


< 和 nn+ ce) Ty, (5.31) 
TT 


这 样 一 来 ,从 《5.27) 及 (5.31) 就 证 得 了 (5.24)， 

定理 5 证 毕 . 

现在 我 们 进 -.- 步 减少 对 演 界 的 要 求 . 没 区 域 DD 的 边界 『& B- 
4C， 即 下 是 闭 Jordan 可 求 长 明 线 , 且 了 上 上 任意 丁点 问 最 短 弧 长 
与 弦 之 比 有 界 ， 但 对 被 通 近 的 函数 增 吉 一 些 要 求 也 可 以 得 到 用 * 
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次 多 项 式 进 行 革 近 时 逼近 的 险 的 估计 ， 
定理 7 (lesley-Vinge-Warschawskil2) 没 区 域 DD 的 边界 
TeR4C， 凡 质数 F(z)e 4( 万 )。 若 用 w(r) 表示 函数 PFCe 在 
边界 上 上 的 连续 模 ， 再 设 
{ 2 harlae < + (5.32) 


刚 对 任意 自然 数 nn， 存在 "次 多 项 式 ， 


J (zz)] = >， ql zt, (5.33) 
使 每 
1 部 
max iF(zx) 一 Js)| s 安 cer(5 Jian 十 | | (5.34) 
其 :h 5， 是 函 教 (2) 在 区 战 D 中 的 Faber 展开 系数 ( 见 (2.2)). 
Py = ' eiteK Ctrdt .R=0,1,2,...° 7, (5.35) 


Ld 


是 求 和 系数 矩阵 , K。(D) 一 /Cos 一 上 | $l 


nf 
sin -一 
a es a 0 (5.36) 
"| sin -- 
2 
sin 2 和 
a 2 
i | 全 7 Be (5.37) 
“Asin 一 | 


天 此 ，K, (x) 是 非 负 , 偶 的 4 次 三 角 多 项 式 ，woi(r) 是 函数 和 90》 
一 Pt(eo)] 的 连续 漠 ,， wo?Ct) 是 9) 的 共 轿 负数 所 0 的 连 
续 模 。 已 知 ( 久 (4 19)) 
or Ee Dar + Var) ,0 < tr, (538) 
EY L -ft 可 


证 出 351 中 的 引 理 4 的 注 3 知 ,在 定理 的 条 件 下 ， 了 酉 射 国 数 


4 2562。 


0 » » 、 Ey 2 = 
名 (ce%) 满足 Lipschitz 条 件 , 设 共 撒 数 为 a, a 之 Ci ;其 中 


X 为 弧 与 收 之 比 的 最 大 比例 常数 ， 关 此 ，o(7) 一 OLw (1)). 这 样 
一 来 ,由 定理 条 件 (5.32) 知 ， 


A 
| 2 | lnsl de < 十 co， 
[9 


因而 由 (5.38) 容 易 证 明 ( 例 如 ,参看 Walsh-Elliott 的 著作 ”7 
或 参看 本 节 引 理 1 中 的 讨论 ) 


| Ye je < 二 oo。 (5.39) 
有 [3 
由 此 从 Fourier 级 数理 论 知 


hr(9) 会 盖 (4(8) 十 和 97) 一 5 ge (5.40) 


FT 
其 中 oa 是 毅 数 以 9) 的 Fourier 展开 系数 ， 已 知 它 也 是 函数 
F(z) 在 局 大 的 Faber 多 项 式 展开 系数 ( 见 (2.2))。 由 (5.40) 容 
易 看 出 ，&*《9) 的 连续 模 
a hk) < 2orCo)。 C5.41) 
令 c= Dr), z ET pC0) — FPF*(z), zeET 及 
一 RD 十 EF arer. 
at dr z ZZ 

由 (5.41) 及 (5.39) 可 知 ，8g(s) 在 T 上 连续 ， 

利用 Faber 多 项 式 的 积分 表示 式 ( 参 看 $1 中 公式 (1.13)), 可 
以 得 到 

18(a) 一 VC | SIF) Doan oe)! 

二 一 全 


FIM 
| = 一 二 


| Sa CoE) 一 ooD) 
EA Ey 六 
| [a 


| 
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一 天 十 下。 (5.42) 
若 令 
Ja(K6) 一 请 A 
则 由 实 变 立 数 逼近 论 中 知 ( 例 如 , 见 FHayaacoa 的 工作 中 "i)， 


Jo(68) 一 Date, 
tw 


其 中 ok 为 函数 (0) 的 Fourier 系数 , 且 4 名 是 由 公式 (5.35》 
所 确定 ，J2(9) 的 连续 横 可 由 函数 h(9) 的 连续 模 wk?) 来 估 
计 , 且 前 面 的 常数 不 依 丈 于 >?， 且 有 


max|Jo(e) 一 68)| 一 co +), (5.43) 
因此 ,由 (5.41), 反 (5.43) 得 
和 cot(t). (5.44) 


对 于 4, 首先 设 曲线 的 参数 方程 为 《 一 5(z), 一 Fe 过 :三 ， 


5(0) = *， 其 中 也 为 曲线 工 的 弧 长 。 令 ee <6), 0 
< 二 因此 , 可 以 将 曲线 卫 分 成 两 部 分 ，y 及 L\Y 来 进行 


估计 。 为 此 , 先 奔 究 一 下 国 数 F*(x) 的 连续 模 与 4*(8) 的 过 续 
模 mr) 之 间 的 关系 。 仿 

ce 一 由 (=)， 
由 $1 中 定 惠 4 知 , 函数 @(z) 满足 Lipschitz 茶 件 。 设 指数 为 
疡 之 0， 则 


110 < er < KG — xl, 


因此 ，F*(x) 一 ix(9) 在 z € 『 上 的 连续 模 过 2ox(CKiz )。 利 

用 入 一 5| 扫 | 及 弧 芒 比 有 界 于 半 的 性 质 ,我 们 有 有 

| F* Os < 二 | DC 
2 [6—%i 


2x1 5 一 入 


+ 64 。 


2 全 eat9 (5.45) 


[ 地 


< 下 wR) 
Xx 0 了 x 
1 用 J,C6,A*) 与 A*(9) 有 间 样 的 连续 模 , 可 以 得 到 


Dy ot pt) 
+=0 


用 
bb odieite 


全 22 
人 k=0 
[J ,Crh*) 一 JAD) S20rC 1 — 0|) 
< 260 关 (天 ;| Bi z)*), 


tp) — 


因此 有 
1 1 忌 oaP(ex(t) 一 9 CD) ， | 

2xf: Lz 
<+| a lt 
.< 2 Re 下 人 EL {546) 

TO 了 ng 5 

《5.42) 及 (544) 及 弧 弦 比 有 界 , 可 以 估计 在 T\Y 上 的 积分 

EC 一 Dope + Saots)— F*Cz) 


和 


Cz 


zx 
< co 人 < cooy (#)hnsl. (5.47) 
因此 选 5， 使 满足 
K+* 一 一， n>1 


当 #* ET 时 ,比较 (5.42),(5.44),(5.45),(5.46) 与 (5.47)， 


a 


GD 一 和 DT cot (Lt)+ 
» 255* 


1 
sd (二 )my ce Cul Lan 十 | CE 4 (5.48) 
、 -0 天 


由 《5.39) 知 ，、 上 式 右 泌 当 -十 co 和 于， 趋向 于 零 。 由 此 根据 
Weierstrass 定理 可 知 ， 存 在 七 数 GCz) € AC 芒 )， 使 得 在 闭 区 域 
太 上 一 致 地 有 

lim J, ta) 一 GCCr)。 《5.49 


显然 , 限 数 G(z) 是 函数 gtz》 从 于 上 解析 开拓 到 区 域 马 的 解析 
鹃 数 ,因此 从 (5 48) 得 到 


5 
全 C 
二 wn (5.50) 


[Giz) 一 J (Cz)| < (of(F nn 十 | re 


现在 证 明 , 滔 数 F(z) 与 G(w) 有 相同 的 Faber 展开 系数 ， 
事实 上 ,对 任意 的 m, 攻 n> m, 利用 $1 中 3 引 理 2 及 (5.49), 我 们 


1 > arii pr {Yr)) 
A 一 =0 ns: 四 
了 了 | rmtl 
本 | RA :1 | SC[wr)] Bi 
2myf irl=) 二 加 站 Hf dri T™+! 
访客 


Jim A == 1 


Cm 


《可 参 耕 Lorentz 的 著作 久 """ 呈 ,或 者 从 天 具有 3 逊 数 性 质 
世 容 易 看 出 ), 由 此 可 得 。 
e 一 | GT gy, mo ,4,2 


2xf | 
因此 ,函数 F(z) 与 汲 数 Glz) 有 相同 的 Faber 展开 系数 ,和 用 
Faber 展开 的 唯一 镍 【参看 $2 小 定理 6) 可 知 ， F(z) = G(2)， 
因此 ,由 (5.50) 就 立刻 得 到 (5.34)， 
定理 7 证 毕 , 
莽 腹 图 数 Faber 多 硕 式 居 开 的 部 分 和 进行 更 近 , 则 有 下 列 定 
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定理 8 设 区 域 D 的 边界 1 BAC 且 洱 数 F(x) A(D)， 
则 有 
maxi Ftz) — $2), EAlnint BELCFD), (5.51) 
其 中 5:(z) 后 国 数 P(x) 在 D 内 Taber 多 项 式 展开 的 部 分 和 ( 参 
看 定理 6)，E.(F,D) 是 函数 F(z) 在 闭 区 域 D 上 被 a 次 多 项 
式 通 过 时 的 最 佳 逼 近 值 (参看 (5.25))，4 与 8, 是 常数 ， 
证 ”用 在 证 了 明定 理 7 时 的 上 方法 ， 本 以 得 到 
max | F(z) — Sz): EECFDI + L.), (5.52) 


其 中 


ma lit. 


ztD 2m Jr 1 rtt!l | 
利用 Faber 多 项 式 的 积分 表示 式 《1.3), 从 上 式 得 到 
1 | Vw wi! 
> er 


LD. Max 一 -一 | 

lr = 二 用 | 一 到 > Vw)—z 
(人们 六 名 向 
i 


tb 2x 


a | | Cw Nawilar, 
wep 本 vim dwsR>! Iw)—z 到 1 
T 
nt : 
ea 2 | | Ew) | 一 | zol (5.53) 
De 4 dwl=R>1 i Cw)—z ri |f ow) 


恺 在 我 们 证 明 , 对 z€E fT,， 1 过 R22, 当 TE€BA4AC 时 ， 
= | I (CRe®) 1 
. [CR | Rdg < Aln 二 
其 中 4 与 互 是 两 个 常数 。 
事实 上 ,在 定理 的 条 件 下 ,由 T《 84C， 利 用 $1 中 引 理 4 及 
注 3 知 ,将 区 成 D。 映射 到 |wl 之 1 的 喘 射 函数 w 一 @(x) 及 
其 反 图 数 xz 一 (ww) 对 以 地 在 闭 区 成 BD。 及 iw1 守 1 上 满足 
Lipschitz 条 和 牛 。 设 在 Dentls| 委 RCR 充分 大 ) 上 对 任意 z 
与 为 有 


十 8， (5.54) 


了 看 了 


IfKz) 一 plz)! 魏 天 [zi 一 2 《5.55) 
风 此 ， 由 《5.53) 控 出 ， 在 等 势 线 CR 一 {z 一 (Re'), 一 x 所 9 
<x}, 1<RE2 1, 

distCT ,Cr) 2 KR 一 1):， kK, = KI, (5.56) 

对 于 区 域 忆 足 射 到 jw 二 1 的 映 对 昭 数 w= 二 ytz) 及 其 反 

永 数 > 一 5(z)， 根据 $1 中 引 理 4 及 注 3, 在 对 应 的 闭 区 域 五 总 

lwi 和 1 上 世 满 足 Lipschitz 条 件 。 羽 此 ， 落 令 “一 由 (er 
xp 一 出 (pt pl, 则 


IW CRe®) -zy| 3 | 到 (Rom 一 zol(1 ls 
. WW Re) — 2 ) 


由 寺 股 射 函 数 满 定 Lipschitz 条 件 , 轩 此 在 章 py 之 0, 使 1x 一 z| 
之 Kil ba p)', 共 由 (5.54) 和 从 到 

ICRe®) 一 zoi DS dist(1 ps 1) KR— 1)*, 
由 此 对 固定 R，! 之 R 所 2， 可 雇 选 择 p， i 


;zz 一 z1 < ti (1—p) 
RD Rn i 


这 至 一 来 ,我 们 就 有 


”= | (Re' ! wRe') 
| Re 二 Rd 去 2 二 Rd 
i | W'(eit) 
< 中 (es) — 2, db. 


这 里 用 刘 肖 数 Ce < HCIw! 实 1), 因 此 有 积分 的 单 汕 性 . 


因而 ,上 元 利用 SI 中 引 开 5, 就 得 到 


“| (Re) pg _ idl 1 总 
| ee < Ksln 二 十 Ke (5.58) 


其 中 K; 与 K。 是 两 个 常数 ，p 一 distC #6,T). 
利用 了 映射 范 数 满足 Eipschitz 条 件 , 央 此 存在 数 4 之 0, 使 


pdistzpsl ) KCl a (5.59) 
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这 样 一 来 ,利用 (5.57) 与 (5.59), 由 (3.58) 就 立刻 得 到 了 (5.54)。 
利用 (5.54) 以 及 41 中 引 理 5, 从 (5.53) 就 立刻 得 到 


FB An + Bo), (5.60) 
上 妨 一 j 


L, — max Roof la 
= tf \ RD— 


取 R 一 1 十 二 ， 从 (5.59) 及 (5.52) 就 立刻 证 明了 定理 8. 


推论 1 在 定理 ? 的 条 件 下 ,由 定理 8 就 立刻 得 到 
max | 天 (se 一 xs SS Arln’n 


anor (H) +f al. 


£ 


推论 2 设 这 域 D 的 边界 TE BAC, 若 Flwx)€ 4(5)， 月 在 
『 上 FeLip9?， 又 若 映 时 函数 gCw) 在 |wl 一 1 上 对 应 的 
Lipschitz 条 件 的 指数 为 <， 则 由 定理 7 及 定理 8 的 推论 1, 可 以 
得 到 
19 ECF,D) < maxlFCo 一 Jo1 一 Of 22 )， 
但 


用 
2° max} F(z) — S$,(2)| =O (22) 
了 万 tt” 


Meprensat%! 指出 , 阶 a8 不 可 能 再 改进 ， 
此 外 ，, 若 T&€ C'， 即 本 是 光滑 曲线 ， 则 已 知 存 lw: 一 1 上 
ow)ELipll 一 2)， 其 中 5 > 0 任意 数 , 则 由 2° 得 到 了 


max [Flg) ~— §,(2}| = OO (二 


这 是 对 Meprenmsm 在 文献 [93] 中 定理 4.2 的 改进 ,因为 他 对 最 佳 膛 
近 才 每 到 此 估计 式 ( 也 洒 参 看 定理 4). 此 外 ,这 估计 式 也 对 Anenep 
结果 的 改进 ,因为 他 对 于 Faber 多 项 式 展 开 的 平均 信 才 得 到 了 这 
个 估计 ， 
荐 对 实现 逼近 的 集合 攻 不 加 任何 条 件 ， 则 有 下 列 定理 
定理 9 (Kivari-Pommerenke 9) 设 有 界 闭 集 KK 的 余 介 了 D。 
是 一 个 单 连 通 区 越 , 国 数 F(z)e ACK)， 则 用 函数 ECs) 在 KK 上 


a 69 。 


Faber 多 项 式 展开 式 的 部 分 和 Sn(e) 〈 见 定理 6) 来 逼近 F(z) 
时 ， 有 将 下 列 估计 式 ; 
max| F(z) 一 Su(z)| & Cn 下 )， 


其 中 忆 为 蘑 个 党 数 ,n 一 为 某 个 常数 ，E,《F,D) 是 函数 F(z) 


在 上 上 被 = 次 多 项 式 下 近 时 的 最 佳 逼近 值 ( 苑 (5.257)。 
证 像 存 证 明 定理 6 时 一 样 , 关键 要 估计 上 ,( 见 公式 


色 
(5.28))， 首先 我 们 证 明 ， 对 z EK，R > 1， 存 在 ww 二 使 


得 


je 


其 中 4 为 某 个 常数 ， 
为 员 * 不 妨 设 z 一 CEE， 因此 (wD)0，iw| 之 1, 令 0 
lt Re ,p= <, 我 们 有 
2w ‘Wr |+s | P| i 2u | 
(4 <| a9 ) < | [| a | |s| 6 
和 (5.62) 
为 了 估计 有 1， 由 Faber 多 项 式 的 生成 函数 的 展开 式 
Co] po 
Vw) 一 7 A w+ 
《这 里 认为 xz 一 0《€ EE), 得 到 
SE AG 
| 出 a0 之 Rin+ty 2? 
由 Cxwwpnon-Jledenee 花 著 作 * ma 知 (也 可 见 $1 中 (1.43))， 
maxl p(s)| < [ninCn 十 1 + et, 
注 此 ,由 .上 式 得 
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阅 | 王 | 4 < Dt tei (In (Cnt 1))t te 
TT 


Ri** 


用 Abel 求 和 方法 ,由 
Se 


x 
得 
< mr” x™+] 
es 十 a 
1 [i {1—x) 


令 nn >, mx, NX ts HH 以 得 到 估计 式 : 


Dnr"inn < 4 In 1 
让 一 名 


s=1 1 Se 
因此 ,出 (5.63) 可 以 得 到 
全 坚 A x eo 
JJ | 村 | < pT R* 
为 了 估计 1， 令 


no) = Es0, Re 
从 函数 .的 筷 级 数 展开 必 Parsevel 等 式 可 得 


志 了 d (5)| 
J J )= +11 |- 一 - “要 如 
5 | 4 | 


一 48 六 
站 


二 和 5 |) 
利用 单 时 函数 理论 中 的 变形 定理 ( 见 Fony3na!®! ) 得 


-4 
a 全 1 


(5.63) 


(5.64) 


《5.65》 


s 71 。 


由 此 我 们 得 到 
py (p)+i(p) SA 一 p) (pp), 


再 利用 Jp) 的 单调 二 升 性 ，y 《po) 守 0, 因 此 ， 
pd’ (Cp) AK1 ~— pI(p), 


授 过 穆 分 就 有 
Hp) SE ACL — p) "0, (5.66) 


其 中 eu < 是 某 个 常数 ， 
比较 (5.62),(5.64) 与 (5.66) 就 得 到 
(fF |) 0) < oo in -一 一 ， (5.67) 
0 《1 一 p)}tos 1 一 户 
其 中 < 是 常数 ，0<5 < py al < 
这 样 一 来 ,利用 Hilder 不 等 式 ， 
ie | 2 ri 二 二 
f | <(| |s 49) .x)”, 


再 注意 到 (5.67) 就 立刻 得 到 《5.61)， 
下 (5.53) 知 ,对 于 1<R 志 2， 利 用 《5.61) 有 


» 


亚 


更 


外 #+] 1 
Lt | | -Se || | 
an 4 和 dvisivieg> | Cw)—z Ed | 
T 
" ldwilar| 
= maxc R*t'ln 一 一 | | 一 :一世 ldw| 
ed 1 vicR | Cw 一 gt 
R 
< cRetiln ! 0 一 二 < 妇 ep 一 二) 
R—1\ RR R 


其 中 D2 2 
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选 丸 一 1 十 二 ， 则 由 上 上 式 就 立刻 得 到 


L, < co， “< 闻 (5.68) 


由 此 从 (5.52) 及 (5.68) 看 出 ,定理 9 证 毕 . 

前 面 廊 讨 论 用 多 项 式 来 逼近 时 ， 得 到 的 估计 式 都 是 针对 整个 
实现 冰 近 的 闭 区 域 而 言 的 。 大 家 知道 ,在 实 变 函数 逼近 理论 中 ,还 
近 的 阶 与 实现 融和 近 的 区 间 上 的 点 的 位 置 有 关 , 如 Tamaa 定理 (参见 
Lorentz) 的 工作 ") 告诉 我 们 ， 当 点 x 在 实现 还 近 的 区 间 {一 1， 


1 两 个 油 点 土 1 时 ,逼近 的 阶 为 (点 )， 而 在 区 间 内 都 时 ， 通 近 
的 阶 有 具有 {小 )， 其 中 (9) 为 被 逼近 函数 在 区 间 [一 1,11 上 的 


连续 横 、 落 把 区 二 【一 1,1] 看 作 复 平面 上 的 点 集 天 ， 则 天 在 士 ! 
乍 的 外 和 角 为 2x ， 而 在 区 向 【一 1,1] 内 处 的 外 角 只 有 =。 大 家 知 
道 ,外 角 的 大 小 与 点 x 到 其 等 势 线 Cx。，R > 1 之 间距 离 

drC#) = dist(z, Cr) 
密切 相关 。 因此 ， 在 复 变 函数 去 近 论 中 ， 代 普 二 ， 经 常 考虑 量 


dtllz)《 点 z 到 等 势 线 Cs4 的 距离 )。 当 对 区 域 马 的 边界 T 机 


上 一 些 条 件 时 ( 倪 如 ,TT 是 氢 保 角 曲 线 , 即 存在 复 平 区 到 另 一 个 复 
平面 的 拟 保 角 同 态 , 使 曲线 T 变 到 |w| 一 1)， 那 么 还 近 的 阶 为 
wldir1(z))， 这 与 点 z 的 位 置 有 关 了 (参看 Benwh 的 工作 4) .此 
外 ， 也 研究 逼近 的 逆 问 题 , 苏联 Jsnmpsg 与 他 的 学 生 们 在 这 方面 
完成 了 一 系列 出 色 的 工作 《例如 ,可 参看 ;laaaotk 的 著作 中)。 他 
Le fyt p(t er 

kt Wy 一 VD i 
D,{2) 二 全 Keds), cs dt 
[天 = 


一 > cuiglz), 


j=0 
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其 中 i 荐 任意 自然 数 ， 例 如 可 取 ! 一 1。 KK,(s》 是 某 个 Jackson 
型 的 核 ， 如 
1 (sn 二 2 


K.() ~ 一 “二 caets, 
x (277 十 D (sin 1 i 


Pi(z) 为 i 次 Faber 多 项 式 ， 
s— | fy Je 


《这 里 也 设 区 域 六 的 保 能 半径 p 一 1), jx) € 4( 万 )， 
当 区 域 吕 为 单位 网 |z| < 1 时 ， 这 个 算 子 就 是 以 天 Cs) 为 
核 的 Jackson 型 算 子 ， 


1 加 上 一 下 
了 2 人 KCs)i( ze ds, 


为 了 要 研究 在 煞 区 域 了 上 ,用 算 子 D.(s) 来 逼近 函数 f(z) 
的 阶 的 估计 ,就 需要 深刻 地 来 研究 保 角 映射 的 边界 性 质 ,这 种 研究 
往往 是 很 复杂 的 ,我们 不 准备 在 这 里 介绍 了 ,有 兴趣 的 读者 可 以 参 
看 Haack 著作 吧 的 最 后 一 章 . 

关于 E,《(D),p 之 1 中 有 逼近 ,我 们 有 下 列 定理 

定理 10 设 区 域 DE 天， 型 区 域 ，9 > 1 可 参 在 在 4 站 


的 定义 )， F(x) € Er(D)， A 1， 则 任 给 自然 数 “, 存在 
广义 Faber 多 项 式 的 一 种 求 和 ， 


Ps(s) 一 Dain BO), 
和 =O 


使 得 
IF(C#) — Ps) hips Se hilw) — DaBewtllipy a 
+*=0 


cu0 (+, f) (5.69) 


全 
» 
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其 中 由 公式 (1.55) 可 确定 广义 Faber 多 项 式 HAC R=0 ,1 ,+ "f 
ai 让 Flx) 站 广义 Faber 多 项 式 谍 开 系 数 ， 
1 
nL Fw), ,os.. 
人 2xf je Ttl dt 


{5.70) 


Kw)— 1-| PLD Cr dr。 (5.71) 
2 /IFr' 一 | 工 一 地 

妈 了 sf 一 了， 此 中 算 子 ,由 (4.48) 隐 定 。BO，0 所 此 和 为 
求 和 系数 矩阵 ， 它 由 53 定理 1 中 算 子 确定 ，! 为 任意 自然 数 ， 
of sy 门 ， 为 函数 f(z) 在 空间 LXjw| 一 1) 中 的 1 次 连续 模 . 

证 ”外 次 注意 到 在 定理 10 的 茶 件 下 ， 根 据 和 4 中 定理 10 与 
15, 由 (4.48) 及 (4.49) 所 克 定 的 算 子 T， 与 TF 互 为 逆 算 子 ， 且 
部 是 有 界线 性 算 子 ,因此 有 了 if 一 f， 利 用 $3 中 定理 1 的 注 , 像 
在 证 明定 理 ! 中 一 样 处 理 ,再 利用 函数 fw) 在 w 一 0 的 Taylor 
系数 ， 即 函数 PC) 在 区 域 了 中 的 广义 Faber 多 项 式 展开 系数 ， 
就 能 立刻 证 明了 定理 10. 

定理 11 设 区 域 吕 的 边界 了 满足 Aabrep 条 件 (11). 且 F(z) 
e E《DD)， 由 任 给 自然 数 xn， 存在 广义 Faber 多 项 式 的 一 种 求 
I 


Po[z) 一 D) ol BRA) (5.72) 


r=0 


使 得 


F(z) 一 Pos) Self w) 一 Da Bw ey 


0 
<cw (+, 1), (5.73) 
其 中 由 公式 (1.55》 可 确定 广义 Faber 多 项 式 His)， 这 里 在 
(1.55) 中 了 到 p 一 1， a? 是 F(s) 的 广义 Faber 多 项 式 展 开 系 
狂 ， 
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gi 一 ! | EL TY C7) dr， 天 一 0,1, 2 y 
1rjcl 


2xf rit 


Ka) 一 | Dor, 


2 


KKw)e HCIw| < 1D)，8 多 为 上 牛 定 理 中 提 到 的 求 和 系数 矩 降 ， 
! 为 任意 自然 数 ，w, (十 ,f) 为 在 空间 LClwi 一 1) 中 函数 f 


Cw) 的 1 次 连续 模 . 

证 只 要 注意 到 $4 中 定理 18 可 知 ,由 (4.48) 及 (4.49)《 其 中 
取 pp 一 1) 所 定义 的 算 子 Ti 与 Tn! 互 为 逆 算 子 , 且 都 是 有 入 线 
性 算 子 , 用 在 证 明定 理 10 时 的 方法 就 容易 得 到 定理 11, 

当 一 1 叶 , 这 十 苏 光 龙 "3 的 结 井 。 

存在 区 域 , 它 比 Anpnep 条 件 (11) 更 弱 , 它 是 天 | 型 义 域 ， 

定理 12 (AnderssonS) 没 区 域 D 的 边界 是 闭 可 求 长 
Jordan 时 线 , 要 使 它 为 KK 型 区 域 的 充分 条 件 是 ， 


. 8 加 和 
m 中, En [argT (pw) — Vw) dul 


Peil+0 
mW 十 oo， (5.74) 


其 中 p> 1， 和 


证 应 用 $54 中 公式 (4.35), 我 们 对 |x| 一 1 有 
ln OT PA 一 上 | — .- -arg| 开 ev 一 ma | dw 
T x Ju 一 ~— pw pw 
其 中 irl > 1， 且 认为 保 角 半径 为 1!。 由 此 得 到 
Vw) 一 +| pp 


Wr) 一 可 (42 A JET pw 


(—L Barel yow) — gu)] )aw, (5.75) 


EE [ri 人 > 1 {ui SS 1, 


壮 
卫 
Bb 
V 
kh 


在 对 于 Kw)€ BC([w| 之 1》 定义 算 子 
CPD) = 一 二 | Fe) Rargt ylpw) — Yu) law, 


p> 1 (5.76) 
由 定理 的 条 件 (5.23) 知 ， 
NTP < | | 2 Caratw(pw) 
— wa | lawl vhfleows < +o0. (5.77) 
因此 , 它 将 HCTw| < 1) 映射 到 LCI#| 一 1). 
内 广义 Faber 多 项 式 (一 1)HiCx) 的 定义 知 ， 
Bn Cs)]: (2) 
到 一 下 lS 
另 一 方面 ,由 (5.75) ,根据 算 于 ”的 定义 (5.76), 有 
Fw) 一 Fr(Cw E94 
(rr) — vn) 0 (se ) Co Ms 
(5.79) 
沸 较 (5.78) 与 (5.79) 就 得 到 


Fe(w) Cu) — 2 


和 Hi[ 亚 (1z7] 亚 Kixz)， 一 0 1,2, 


(5.80) 
1 于 上 式 右边 当 p 一 1 十 0 时 有 极限 ,因素 可 以 规定 算 子 


TO(wi)Cn) 一 TC) (uw) 0,1 
即 对 任意 的 多 项 式 PC(w)， 有 


lim Frp— Tp. 
A 和 人 


(5.81) 
由 定理 的 条 件 或 从 (5.77) 看 出 ， 

Em | 他 中 一 {5.82) 
因此 从 (5.81) 及 (5.82) 得 


TPlee w C=) < cl Phios.=t% 
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对 于 由 (4.48) 所 确定 的 算 子 T，( 取 np 一 1)， 对 任意 多 项 式 
PLw)， 就 有 
(CTiPJ(E(Ce 7) TH) = (TP)C), 
由 此 得 
TPilir & clPilL wise), 
其 中 < 为 常数 . 

这 样 一 来 ， 类 似 于 $4 中 定理 1 以 及 E(D) 中 多 项 式 的 完 
性 , 算 子 T， 可 以 从 全 体 多 项 式 空间 开拓 到 空间 ECD) 中 的 有 界 
线性 算 子 , 即 区 域 D 是 天 型 区 域 。 

定理 12 证 毕 ， 

注 ”以 条 件 (5.74) 看 出 ,从 几何 上 , 只 要 对 区 域外 任意 固定 
点 ， 制 线 方 向 的 变化 一 致 有 界 就 行 。 如 当 曲 线 开 由 有 限 多 个 充分 
光滑 弧 所 组 成 时 ,就 能 够 满足 要 求 ， 


$ 6. 插值 多 项 式 的 服 念 及 收 钱 性 问题 


限 数 插值 与 函数 剖 近 安 密切 的 关系 《有 关 实 插值 ， 参 看 文献 
[1571{158]》， 且 桶 值 多 项 式 也 可 以 看 作 实现 逼近 的 一 个 重要 工 
具 ， 右 这 一 委 中 ,我 们 首先 介绍 插 征 某 点 闭 到 的 一 些 基本 知识 , 插 
值 多 项 式 构 造 法 .村 信和 多 项 式 的 妆 全 性 问题 等 ,然后 再 在 下 一 节 测 
研究 插值 多 项 式 实 现 台 近 问 题 。 今 后 我 们 还 要 介绍 插值 有 理 沂 数 
来 实现 台 近 问题 . 

设 在 复 平 面 上 给 定 了 7 十 1 个 点 zzt-… zs， 它们 之 问 互 
不 相同 ， 要 求 构 选 一 个 # 次 多 项 式 P,(z)， 它 在 点 * 一 xz; 上 取 
得 订 先 给 定 的 值 ww,,， i 二 0,1,2-…+,n: 

Pllz)= wis 1 一 0 2, ,nn (6.1) 
设 

Pfs)e 0 ar+-.- + a7", 
训 由 (6.1) 得 到 wn 十 1 个 未 知 数 为 oi;0 筷 六 所 # 的 # 十 1 个 线性 
方程 
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5 十 2p TT 一 纪 0 


gai 十 G2 十 4027 ww， 


(6.2) 
oT 十 : OZn 四 * UnZn Tr np 
其 系数 行列 式 为 Vandermonde 行 州 式 : 
| jE Zi， ， "Zo 


| 国王 i II 《zi 一 st) 天 0。 
四 i 


a 

因此 ,这 个 方程 组 (6.2) 有 堆 一 的 解 ， 且 可 雇用 行列 式 泡 鞭 清 楚 地 

这 里 我 们 模仿 # 十 |! 维 向 量 可 以 用 十 1 维 空间 中 # 十 1 个 

基 问 晤 来 表示 的 思想 ,也 可 以 更 清楚 地 写 出 其 表示 式 : 对 任何 大， 

《一 0,1 2, ,#， 构 造 1 次 多 项 式 (zx)， 使 得 满足 
1l, 1—&, 


Se (6.3) 
Habz) | i 
显然 ,这 个 多 项 式 为 
a Se Ns Sa 
ltz) Cz a pe Cz)” 友 9,1, srin (6 4) 
其 中 
Wz) = II 《2 一 32) (65) 


我 们 称 {C3)} ,0 委 《< 委 闫 为 基 多 项 臣 。 因 此 ,满足 条 件 (6.1) 的 
唯一 的 # 次 多 项 式 P,(z) 的 表示 式 为 ， 
Ps) 一 DPD) wilz) 一 — am) (66) 


42o《s 一 za ) wl a) 
这 就 称 为 Lagrange 手 值 多 项 式 ， 
现在 我 们 对 于 每 一 个 Tj» 0 好 对 应 着 用 个 数 所 证 1 
2 一 0 莹 求 构造 一 个 丸 次 多 项 式 
Pv(a)，N 一 (了 5) 一 1, 使得 请 足 


1=0 
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PECz)) = wh, DO, ,nh ee 0,1，-… :5 一 Ls 


(6.7) 
像 上 面 一 样 ,首先 构造 基 多 项 式 ， 若 对 任意 的 非 负 数 i 一 0， 
1,-..,n, 及 hb 二 0， es 1, 存在 NN 次 多 项 式 Li,sC2), 使 


得 满足 

0 天 天 洛克 呈 0 1 0,1:… 一 1， 

0 和 ,01 

Li(z) = jk dl 1, 
li ki k,l 
= hh 001 i, 
{6.8) 

则 多 项 式 


Pd DY 5 wiitay, (6.9) 


就 能 满足 要求 。 这 个 多 项 式 称 为 Hermite 揪 值 多 项 式 。 

现在 我 们 来 寻找 满足 条 件 46.8) 的 基 多 项 式 Li,,(s), i 一 0， 
1 0 一 

由 条 件 (6.8) 知 ,多 项 式 Li,sC2) 网 2 Ditls "3Y. 
为 零点 , 且 其 重 数 分 别 为 soy gsigsitt'"* sses 壬 以 zz 为 


其 ?级 零点 ,因此 它 必 有 形式 ; 
Le) me (so— Zo) er es Oo ei) —— zi) 
X (2 一 wr) ti (zo 2 rl, ， 《6.107 


其 中 Ce 是 一 个 NC— {sgt ei ea ee We a 
1) 一 5; 一刀 一 1 次 多 项 式 , 令 


A(z) 到 II 《z 一 Zi] C6.11) 
则 由 (6.10) 知 ,多 项 式 Li.s(s》 可 以 改写 为 
Lo A nn), (6.12) 


为 了 确定 6.4(z) ,再 回 到 多 项 式 L,.4(x) 所 满足 的 条 件 (5.8)。 由 
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条 件 (6.8) 知 ， 多 项 式 Lis(<) 在 = ~" = 处 的 Taylor 展开 式 具 
有 下 列 形式 : 
i C+ es 一 sr 


二 cls 一 5i)0-4+t 十 .…-), (6.13) 
其 中 ec; 为 展开 系数 。 比较 (6.12) 与 (6.13) 得 到 
aD) = LE (+ abs 一直 2 


Alz) 
十 ez 一 ze 十) (6.14) 
~ 1 0 pg (5 
hl ACg) . 


dT 十 ………， (6.15) 
其 中 4; 也 是 一 些 常 数 ， 
由 于 有 理 沁 数 全 地 世 在 z 一 z， 处 解析 ， 因 此 它 在 
z 一 zi; 处 有 Taylor 展开 式 : 


Cen LE 
Fd (6.16) 
其 中 
nr a Ce sr- 
i1 dsi (EA Alz) | si 1, (656.17) 


由 于 4.,《z) 是 一 个 次 数 为 5 一 一 1 次 多 项 式 ,因此 比较 (6.16) 与 


1%) 的 表示 式 (6.15) 后 知 ，4i,(s) 只 可 能 是 函数 pr 


在 :一 2 处 Taylor 展开 式 (6.16) 的 前 s 一 4 项 之 和 : 


09 一 二 SS (6.18) 
由 此 得 
_ A(s) .， (4 一 ， 人 Li Pb = ; 
Li,sCr) (z 二 2 75 ht Da cil £9 D8 
(6.19) 
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事实 上 ， 这 也 可 以 通过 Lakz) 的 表达 式 直 接 来 验证 条 件 
《6.87 戊 立 ， 这 就 得 到 了 Pvtz) 的 表示 式 (6.9). 


另 一 方面 ,显然 满足 条 件 (6.7) 的 N 一 (了 4) 一 1 次 多 项 式 
j=0 


是 唯一 的 。 宴 实 上 ， 若 还 有 一 个 次 多 项 式 Gn(z) 也 满足 条 件 
(6.7), 则 我 们 有 


(GwCziD) — PuCz)) D0, i 0,1,2,. 1, 


pe0,l,..*.,5— 1, 


这 表示 次 多 项 式 Gw(z) 一 Pw(z) 以 zi 为 5 级 零点 ,1 一 0， 
1 7， 由 共有 > [Fi 六 十 1 个 签 点 ， 这 里 将 # 级 零点 就 算 


成 ”个 零点 。 根 据 代数 基本 定理 ,就 有 
Cw(Cz) = Py(2) 二 0， 
这 就 证 明了 满足 条 件 (6.7) 的 多 项 式 是 唯一 的 , 即 是 由 公式 (6.9) 所 
表示 的 尺 次 多 项 式 Pw(z)， 
现在 设 数 f(x) & 4C5)， 其 中 DD 是 区 域 ,其 边界 是 闭 Jo- 
rdan 可 求 长 曲线 。 设 点 列 {zj} ?oCD, 根 据 上 面 的 讨论 ， 存 在 只 
一 的 一 (于 9) 一 1 次 多 项 式 Px(z), 它 满足 
tr 
Pw(%;) ba RCs 1 一 0,1， ,ns 
六 一 0.1, 一 1， (6.20) 


其 中 5，0 扫 < 委 关 是 给 定 的 非 负 整数 。 此 时 ， 我 们 称 多 项 式 
Pv(s) 为 函数 1(x) 以 {z:}?-o 为 播 值 基点 , 重 数 分 别 为 二 一 
fa 的 六 次 插值 多 项 式 。 我 们 可 以 给 出 这 个 播 值 多 项 式 的 
一 个 积分 表示 式 , 同 时 也 绘 出 余 项 f(z) 一 Pw(z) 的 一 个 积分 表 
示 式 ， 

定理 i 在 上 述 条件 下 ,NN 次 播 值 多 项 式 Pw(s) 的 积分 表示 
式 为 ， 


。 782， 


本 1 f 4 一 4 £2 
Pnls) 一 -二 | 元 四 Fe dt, z€D, (6.21) 
其 中 函数 A(x) 由 公式 (6.11) 确 定 , 且 余 项 的 积分 表示 式 为 ， 


pe Alz) ff(& 
1 四 一 Pr 人 一 天 区 人 人 ze 了 


(6.22) 
证 事实 上 ,容易 看 出 , 在 (6.21) 中 积分 号 下 的 函数 


人 (名 一 4 和 是 一 个 关于 5 与 的 入 次 多 项 式 ,因此 (6.21) 中 积 


分 表示 一 个 六 次 多 项 式 。 由 (6.21) 可 以 得 到 (6.22)。 在 《6.22) 中 
右边 有 一 个 因子 4(2), 它 显然 满足 
ANz) =0, 11 一 0 ni = ,1 1, 
(6.23) 

六 此 ,由 《6.22) 及 (6.23) 知 ，〈6.21) 所 确定 的 N 次 多 项 式 满足 插值 
条 件 ,Hi Pw(x) 是 NN 次 揪 值 多 项 式 ， 

定理 1 证 毕 . 

公式 (6.21) 称 为 Hermite 公式 ， 

自然 地 会 同 ; 设 蕊 数 f(x)€ 4(D)， 在 区域 DD 或 闭 区 域 D 上 
是 否 存在 点 到 zi"”"”，i 一 0,1,2，**" n，、 使 得 其 对 应 的 Lagrange 
多 项 式 ( 若 点 列 zx” 中 有 相同 的 点 , 则 是 Hermite 多 项 式 ) 在 闭 
区 域 忆 上 一 致 收 化 到 函数 f(z)? 

首先 考虑 DD 是 单位 加 [zl| 过 1 时 的 情况 ， 

定理 2” 设 函 数 f(z) 在 单位 区 |z| < 上 内 和 解析, 插值 基 
版 为 


C i 

zi) 一 Feetiy 大 一 0 1 -pr ， (6.2+》 
期 对 于 任意 的 R < 十 ， 一 致 地 有 

lm (ECe) 一 SC) 一 0，iz| < R, (6.25) 


其 中 上 ,Cz) 是 f(z) 义 (6.24) 为 插值 基点 的 # 次 插值 多 项 式 ， 
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SCs) 是 jf《sz) 在 一 0 的 Taylor 展开 的 * 次 部 分 和 , 
证 由 定理 1, 插值 多 项 式 L,(z) 与 5,Cx) 的 积分 表示 式 
为 ， 
ed 


> 12at+T patl 
XxX fg 
i—z 
及 
r Wl tl 
Se hi : i J i 


其 中 了 过 7 三 1, 因此 


Ls) 一 Sl2) 一 


r*tl | 站 二 a Zt} 


2xr1 lr, Phe ei reti) 


x 1) dr ， | 
5 一 和 


由 解析 开拓 知 , 上 面 等 式 对 任意 复 遂 数 都 成 立 ， 因 此 ,对 于 |x| 一 
R 之 1, 我 们 有 
Ll#) — S.Cz)— 0 (Se +c0)., 


因为 _r 可 以 任意 地 接近 于 1, 因此 对 于 任何 的 R < 二 ， 


lim max |L,(2) — §,(2)i = 0, 


w+ 和 | 志 民 


定 至 2 证 毕 ， 

注 利用 序列 So 在 1z| 之 1 内 闭 一 致 收敛 到 函数 f(z)， 
因此 由 定理 2 知 Lagrange 播 值 多 项 式 Lz) 在 lz| < 二 1 内 
于 一 致 收效 ， 

晒 便 指出 ,四 于 这 里 假设 函数 f(x) 在 1z| < 近 r 上 上 解析， 而 
插值 基点 (6.24) 位 于 1z| 过 * 上 , 因此 得 到 了 Lagrange 插值 多 
项 式 L,(x) 在 |z| 所 ” 上 的 一 臻 收敛 到 盟 数 (和) 的 结 沦 。 若 只 
考虑 开 田 内 朵 一致 收 合 性 , 则 我 们 有 下 列 定理 ， 
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定理 3 《参见 Fejtr 的 著作 中, 也 可 以 参看 文献 [135]) 设 
函数 f(x)€ A(|z| 委 1)。 考虑 单位 圆周 Iz'! 一 ! 上 的 等 距离 插 
值 基点 ， 

(6.26) 


mt 
em er+l, 一 0,1,- -79 


Z4 
则 涵 数 f(x) 在 {x}， 太一 0 1，… 上 的 # 次 Lagrange 插 
值 多 项 式 L.(z) 在 单位 圆 |*| 二 ! 内 闭 一 致 收敛 到 遂 数 (9). 
证 设 1s| < 1, 则 我 们 有 
Zai 一】 my 


多 = DB A) ati 


zd 、 友好 
一 (ze 一 1 六 fer*ri)ertt 2z 


2 和 
l=0 Y -一 PTn 


四 eb 


| 
加 和 一 ee 


-二 | A 人 一 fa。 (6.27) 


2x1 Jtim 一 
现在 我 们 证 明 , 揪 值 多 项 式 系 {上 .Cz)} 在 单位 圆 lz| < 1 内 
闭 一 致 有 界 。 事实 上 , 设 
az 一 max | Ce |， 
则 


2 
为 十 1 。【《6.28 
i 让 i 1 — |z| ) 


由 此 由 {IL,(s)} 在 1z| < 1 肉 闭 一 致 有 界 狂 ( 见 (6.28)) 以 及 在 
1*| < 1 内 收 僵 到 菁 数 f(z)( 见 (6.27))， 根 据 Vitali 定理 知 ， 
Lagrange 播 值 多 项 式 L.(x) 在 单位 圆 |z| < 1 内 闭 一 致 收敛 
到 函数 fse)。 

定理 3 证 毕 。 

自然 地 会 问 ,对 于 函数 类 AC|zx| < 1) 中 的 函数 f(x)，, 若 选 
取 插 全 基点 为 (6.26), 其 Lagrange 插值 多 项 式 L,(xz) 是否 在 闭 
圆 jx| 志 1 上 一 致 收敛 到 函数 f(x)? 答案 是 否定 的 ， 这 首先 是 


9 2385 。 


1L,.(z)| < 


由 Fejér 所 发 现 的 me mr。 我们 在 这 里 给 出 Anarep 的 一 个 简单 
的 证 明 (《 参 见 文献 [6])， 医 此， 首先 证 明 几 个 引 理 ,它们 本 身 也 都 
有 独立 的 意义 . 

考虑 复 平 而 上 任意 点 列 {2 和 } ,一 1， 2 7， 及 由 插值 
基 沙 数 Cz)( 见 (6.4)) 泊 构成 欧 苞 数 


4s) 一 六 H(z)!, (6.29) 


它 被 称 为 Lebesgue 国 煞 、 若 zi ED,， 太 一 1,2,-…,n， 其 中 DD 
是 茶 个 单 连通 区 域 , 划 称 
i, = maxt, (2) (6.30) 
st 用 
为 区 域 D 上 的 关于 点 列 {zg 一 ] ,2 的 Lebesgue 常 
数 ， 或 简单 地 称 为 Lebesgue 常数 ， 它 在 研究 图 数 插值 理论 中 起 


很 大 的 作用 ， 
引 理 1 对 于 1z; 一 1 上 任何 插值 基点 {zx ,一 1、2， 
+ 有 
1. > est, Ne (6.31) 
其 中 
下 二 sin# yg. > 0. (6.32) 
【 


证 ” 游 涯 二 个 多 项 式 


Gh eS (6.33) 
n nn—] 1 
与 3Y 二 1 及 十 了 名 了 
BO a 《5.34) 
1 2 入 
我 们 现在 来 证 明 
max | A() — Be)| S22 人 dd (6.35) 
41 a 


于 实 上 ， 令 5 2 0 过 0 < 27» 我 们 有 


» 1864 


IACe®) 一 Ble®)) 一 |e'sl 


cite 
n 


»—1 
十 和 Ca .2|sinn 

1 1 2 fn 从 
ee Pl Rs i (6.36) 

六 一 1 1 
令 
pb) 一 >) (6.37) 
太 m1 


由 于 p,《z) 是 奇 函数 且 以 2x 为 周期 ， 因 此 为 了 要 估计 其 最 大 
模 ,只 要 在 区 间 【0,x] 上 进行 就 行 了 . 


容易 看 出 ,点 
oO. 人 上 = 1,2，, 3 [ 福 -， 
2 
2&—1 名 十 !| 
Or 一 -xs 一 1.2， 站 一 一 人 
0 2 


对 应 邮 是 函数 p.《9) 的 极 小 值 与 极 大 值 点 , 且 除 此 以 外 再 也 没有 
极 人 点 了 。 现 在 证 明 ,因数 p68》 的 极 大 值 与 极 小 值 孝 随 着 太 增 
长 耸 减 少 。 例 如 ,我 们 考虑 豚 大 值 ,就 有 


Oi+1) — 1.(C9t7 


一 1|c9 
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J 4 牧 _ 
注意 到 被 积 通 数 在 区 间 <0< 二 ir 与 了 半 


be 


9 < 装填 1 中 分 别 取 负 值 与 正 值 因此 将 积分 表示 为 这 二 个 区 
闻 中 积分 之 向 ,然后 对 这 二 个 积分 进行 上 界 估计 ,就 可 以 得 到 
19) ri 4.C0;) < 于 二 
2sin 一 一 
2 i 
x [ SR n+ lgyg 
2 2 
2 十 1 24—1 


TD ED | 


(28 + 1) sin - 有 元 
211 十 工 


些 外 ,我 们 还 可 以 证 明 ， 通 数 六 (68》 的 最 后 一 个 极 小 值 是 正 
的 。 事 实 .上 ,我 们 不 妨 没 n 一 2m(z 是 奇数 时 ,一 样 地 可 以 证 明 )， 
就 有 


-到 0 


40%, -1) iD ) 本 2 (r)》 


4 十 j 
a S11 
二 3 二 
i sin 9 
站 
4m 十 1 
sin 
a 
2 Jm.! . 2 
四 SiNn nV F 铺 和 
4m++ 1 
: TT 
RR 0 
了 和 
4 本 1 
4m 十 | 
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由 此 推出 ， 
1? 1,.(0)>0,0<0<x, 


[4 
?op A m0) = DE 
友 
es ni” x 
Pe 胡 nt!1 
Li 
而 后 者 是 积分 

sinx yx 

9 区 


的 积分 和 。 由 于 被 积 图 数 = 在 区 闻 [0,x] 上 单调 下 降 , 若 将 


积分 和 与 积分 相 比 较 , 容 易 看 出 这 个 积分 和 小 于 上 述 积分 。 由 此 ， 
比较 (6.36) 与 (6.37) 就 立刻 得 到 了 (6.35)。 
现在 对 于 单位 圆周 1zi 一 1 上 任何 的 插值 基点 {z?Y ,太一 
1，2， 5， 构造 其 基 函 数 tls), 它 是 用 一] 次 多 项 式 , 且 满足 
(Wn) — 1， 1 一， am -ee 
tz ): 人 1 友 1 2， ss 


我 们 骨 构 造 一 个 只 以 2 一 0 了 及 z 一 00 为 极点 的 有 理 请 数 
U(x#) 一 A(z’) 一 Ese) 十 af Cs)。 


(6.38) 
显然 ,根据 代数 基本 定理 , 它 必 有 一 根 a 关 9, 即 
Ula)= 0, 4 0, (6.39) 
由 此 ,再 构造 一 个 # 一 1 次 代数 多 珊 式 ; 


Pls) = Alaz)+ 4 (<) 三 =| BCzioa7 
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记 局 | i (6.40) 


利用 (6.35) ,我 们 有 
iPla | 一 ACezs) 十 A 


外 


) 一 Blazt") 


-8 (2 <, Pe C6.41) 


号 利用 (6.38) 与 46.39) 得 到 
| PK(e)i 一 | 4) 十 401) 一 5 | Be) 


1 
2 ao|l- AD- 1+ 
二 | ee) AG) ee 
RE 二 
+…+ 上 >] 一 +). {6.42) 


对 于 由 (6.40) 所 定义 # 一 1 次 多 项 式 P(s) 的 表示 式 为 


Piz) = >) PlzH)L ls), 


w=1 


由 此 利用 (6.41) 及 (6 42), 从 上 式 得 到 


lInt# 十 1) 过 {POE) < 人 ,| PCze7| | 


t=l 


< 414 六 IACHE 


Roi 
这 就 得 全 了 
1,。 = max Dy 11C%) | 二 
(21<1 Pe 41 
引 理 1 证 毕 。 


引 玫 2 (Aumep') 对 在 单位 泣 周 jz| 一 1 上 任意 的 tx ， 
上 一 1,2,.……,n， 任意 # 但 数 ww 于 1 一 2， 
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内 及 任 给 上 > 0 存在 闭 圆 |z 1 上 和 链 析 水 数 pw(Cs)， 使 得 
席 足 


ie gaz) i wi Re ,2 (6.43) 
29 max | ps 1+s, (6.44) 
ail 


证 对 于 点 列 {z%} 的 基 沙 数 AD ,在 |z| 一 上 上 ，, 必 存 
在 以 zs 和 为 中 心 的 弧 cl 它们 之 间 五 不 相交 , 且 满 足 
max iii(z)| 筷 1 十 全 R= 1,2, ni (6.45) 


设 医 数 Pi(z) 将 |z| 之 1 保 角 映射 到 jw 一 2| < 1, 且 满 
是 PzX') 一 1， 因 而 就 有 


[Pi(s)i>1, |z| 寺 1, zz (6.46) 
令吉 一 iz| 一 1)\4oa}}， 则 可 以 选择 正 整 数 5 ,使 得 满足 
_ {0) 6 
a ea < “0 
现在 构造 陋 数 
Pub) 一 > wt, (6.48) 


rm PACSD 从 


它 就 能 满足 引 理 2 的 全 部 要 求 了 ， 
显然 ,请 数 psks) 在 闭 贺 |z| 和 1 上 解析 , 且 


pazi"’) 一 » py (C25) wi 二 Wi" ,1 ,2,° ”9 
大 二 1 [Pas ))St 


为 了 估计 max 19:《z)1 ,对 每 一 个 x，|z| 一 ]， 若 * 属于 某 一 个 


ox4， 则 利用 (6.45) 及 (6.46) 就 有 
| Ke) wn| <1 十 三。 
前 


LP, (z)1 
此 时 z 必 属 于 其 它 记 有 的 ri(i 考 中 ,因此 利用 (6.47) 就 得 到 
,Cg) 局 5 
J si (6.49) 


ss 29}"* 


由 此 得 到 
19sfKz)i 所 1 十 8。 
若 z( 设 1zxz1 一 1) 不 在 所 有 的 et 的 和 集中 ， 则 它 必 早 于 让 re 
因此 (6.49) 对 沂 有 的 i 一 1,2,.…,n 者 成立, 因此 有 
|pnz2)| 所 5， 

这 就 证 明了 3 引 理 :2。 

现在 我 们 已 有 条 件 证 明 下 列 定 理 了 ， 

定理 4 对 于 单位 贺 辐 jz1 一 1 上 任何 插值 基点 {z%'}， 
开 一 1，2， 1 8 一 [2 可 羽 找 到 国 数 je AC1zi1 志 
1)， 使 得 其 x 一 1 次 Lagrange 插值 多 项 式 L,( 扣 ，z) 在 闭 圆 
lz 魏 1 上 不 一 致 收 伍 到 晤 数 fols). 

证 ”用 反 证 法 , 设 对 任意 辽 数 Hz2)€ A4(1lzi 很 1), 其 2 一 1 
次 Lagrange 捅 值 多 项 式 L.(f; =) 部 在 团圆 1z| 委 1 上 一 致 收 
人 钱 到 了 沼 数 j(z)。 

对 于 插值 基点 为 {z4?}， 太 一 1 ，2,"…*，n 所 构造 的 基 思 数 
ra] ,上 一 1,2,-…,n， 令 

pr argl (es), 
其 中 
1 i la) db) zl 一 1 

现在 取 引 理 2 中 的 在 半圆 |z| 和 1 上 的 解析 函数 go(z)， 它 

满足 


PC ts -iv 大 po 2 “ss 
max 1ptz)| 守 1 十 8。 (6.50) 


显然 有 
LA pits) 2) p20 DAE,) 


[| 


— ele 
mm 上 


292。 


= DG) = 5) = 4. {6.51) 
利用 反 证 法 的 假设 ,以 及 利用 引 理 1, 我 们 可 以 找到 一 串 自 然 
数 序列 和 到 有 < 过 1 ,7% 人 十 0， 使 得 满足 


Pn, Fn, Pr ,,-, 
工 。 (于 + 对 Ne + 


所 jz| 1(6.52) 


lm > 2 + 1)3", {6.53) 
现在 我 们 取 函 数 


f(g) 一 > se (6.54) 
由 (6.50) 及 Weierstrass 定理 知 , 它 是 开 贺 |x| < 1 上 的 解析 水 


数 , 闭 圆 1z1 所 1 上 的 连续 函数 , 即 f(z)€ A(1z| < 1)， 
男 一 方面 ,由 (6.50) 一 (6.54), 我 们 有 


Lst a | (> 2 


| 人 2 ) 


上 =m 


守 1。 一 [wl (3 a |) 


起 1 
浊 窟 ( 中 中 ， 中 


并。 一 1 一 了 (1 十 s)， 


下 3 3m+1l 


久 


1 一 一 
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bt 


—(l—e)m+1)—1—>+%. 
这 就 说 朋 , 疯 数 1(z)& A(|zxj] 委 1) 关于 基点 {zi]}， 大 一 1，2， 
,2 的 Lagrange 插值 多 项 式 L.(f; z) 在 闭 贺 jz| 所 1 上 
不 一 致 收 伍 到 图 数 1,(s)。 这样 就 产生 了 矛盾 ， 
定 表 4 证 毕 
如 果 我 们 考虑 平均 逼近 ， 情 况 就 会 不 同 。 若 取 单 位 贺 周 上 的 
插值 基点 为 
ty i (6.55) 
见 早 在 1939 年 JJoasHncekHiile” 就 证 明了 对 任意 的 jr) € AClzl 
所 1) 及 p0, 有 


im | E52) — fF) ldzl = 0. (6.56) 


nrtmdlrll 


后 来 , 1964 年 Walsh 与 Sharmar 中 x PP 一 2 重新 证 明了 (6.56). 
i1983 年 Sharma 与 Vertesima 对 任意 的 yp 之 0, 对 (6.56) 给 出 了 
一 个 简洁 的 证 明 ， 我 们 将 介绍 这 个 结果 ,为 此 需要 凡 个 引 理 . 

引 理 3 人 《6- 的 基 函 数 ii(2): 


三 + 
(x)= A km 12 (6.57) 
ZO— wt # ; 


0, pz 为 »， 
1° | 1.(z) TY 1dz| 一 42 
51 一 1 


9 AV, 


29 | Ls) tz) zdz| 一 0。 
| 


其 中 2 关 09 是 整数 ,而 2 一 上 2 
证 先 证 1°?, 若 bv ,| 


A 


s A942. 


下 


Esl (2 — ww 一 z) 


x li_dz 


nn pr! 区 
= 芝 国富 
f 2 2 
x ds 一 0 
Ea 
若 > 一 46* 则 


2 一 1 


J LL tdz| 一 | 


tel (z a wr")} 
2 ld 
1 ww 


《了 一 友和 WH 2 


-2 | (Sl 
si} 


4 2x1 2 一 go z" 


加 pr LS 2 下 ， 


现 证 2"， 当 > 关 pgp, 关 0 为 整数 时 , 同 证 明 1° 时 一 样 ,可 得 


| {el CIRCY dE 
一 + i 
| sire] z 介 
而 当 ”一 “,4 夫 0 为 整数 时 ， 
| 1 Cw) zt dz) ma 2 ol; 


六 1 2x7 


x Wi Ot dt = 0, 


| 如 


引 理 3 江 毕 。 
» 95. 


引 理 4 着 mp 一 1 2 9 为 2 个 小 于 2 的 
互 不 相 司 的 非 负 整数 , 则 


1 


| 下) mm] 


证 由 然 ， 


1 "4 


ir Mi 一 一 一 一》 


了 了 到 
A=12 — tw 
CO— wr't) 

lL 


其 中 


4 一 《 纪 具 wr 


of 
1 六 本 
由 此 推出 
I 
i=1 到 kal 
We i (6.58) 
kr 二 1 
类 似 地 有 


dd 及 Ms Ye 
[Ti — Ee DY Bow mals), 
t=1 


Li | 


a (6.59) 


al 


其 中 
8B. mm 本 世纪 处 一 ws 
1 
此 外 , 当 |*l 一 1 时， 
{sz" — 1 ) 江 2 一 Ti 一 > cil2*)t, (6.60) 
4 二 
其 中 
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六-6 ea 


+=0 了 
而 最 后 一 个 等 式 可 以 利用 《1 二 z)K1I 寸 z7 一 (1 十 z)4 的 展开 
式 ,通过 比较 系数 而 得 到 ， 
这 样 一 来 ,利用 引 理 3 中 的 1° 与 253, 由 (6.60) 及 (6.61) 就 可 
以 得 到 
0,g 天 D 
ct 25 一 2\27 
1 [EITMEYIEW Re 1) (zr"—1) wi | hy ( ee Et 
到 ”1 
(6.62) 
利用 (6.62), 注意 到 《6.58) 与 (6.59) 就 立刻 可 以 证 明 引 理 4。 
推论 设 
0 


n sin 


(6.63) 
则 对 任意 2r 个 不 同 数 Ds" * sD, 
人 tp C0) (9) 7, (0)d = 0. (6.64) 
事实 上 ,着 令 z 一 e”， 注意 到 一 ce» 我 们 有 
8 、 人 

a Raee. i 和 (6 65) 

1,(z) [3 ee 

sin re 


利用 引 理 4 就 立交 亏 以 得 到 (6.64)。 
现在 我 们 已 有 条 件 证 明 下 列 的 定理 3. 
定理 5 设 单位 圆周 上 的 通 值 基点 为 (6.55), 则 对 于 任意 的 承 
数 f(x) € A(1z| 委 1)， 对 应 于 (6.55) 的 插值 多 项 式 L.(j; z) 必 
» $97 4 


在 单位 别 周 上 工 和 pp 盖 0 意义 下 收 钱 到 贿 数 f(z)( 见 (6.56)), 

证 双 用 Hélder 不 等 式 , 显 洪 从 机 证 明 , 对 任何 正 况 数 r ,成 
立 。 

lm | HaD Ll*ldsl ~ 0 

就 够 了 。 

设 P, (Cs] 是 基数 玉 z) 在 1z| 过 1 上 的 2 一 1 次 最 佳 逼 
近 多 项 式 ， 

E._.(f) 一 ,inf max 1Ks) — OQ,-1C2)| 一 inax 上 一 卫 。 ij 。 


其 中 下 确 界 是 对 十 所 有 一 1 次 多 项 式 0..lz) 而 反 的 。 令 
人 A(x) 一 f(a) 一 P,_i(z)， 已 知 ( 参 看 $2 中 定理 1) 
max |A(Cz)| < co(f;L)—0, (6.66) 
ls n 
其 中 w(f;5) 是 函数 As) 在 |z| 一 :上 的 连续 模 ,，c 是 常数 。 
我 们 右 
(I Lvl 一 | If) 
— Ptz) + Pals) — Lf;z)|™ ldzl 


| [fs) 一 Pets) + Lf Pes 
zldz| < 2 AG) laa) 


十 22 | 本 | 工 《Ajz7ic1edzl 
2 2x[E, Cf)]” 
pe } [LA zidsl。 (0 


由 (6.55) 及 C6.63) 得 


ll i ? 
Lao | aCwt eT nd)| 


#=0 
一 St) 十 S30),z me 


9 29R 


S18) 一 bp3 CrtiCO), $3.0) 一 » diti(O), (6.68) 
4 一 0 业 王 0 


而 
4 a 
lol 一 1ReA(Cwt)e | & max |A(2)! < colf:L), 
(6.09) 
1 
[a = HACwt)e lmas ACT < ca (i;+), 
(6.70) 
这 里 用 到 了 (6.66). 
由 此 得 到 
本 | 工 。(A3s)izlezl 委 22 i | $1..C0) "a6 
+ 153.C0)1* oe|. (6.71) 
我 们 要 证 明 
[sO < amaxlAW < AoltsL)Y 
(6.72) 
及 


[182 fa0 < Almarl A YEA( olf;4)), 
(6.73) 
其 中 所 与 友 为 一 个 不 依赖 于 = 的 常数 。 
事实 上 ,利用 显然 的 不 等 式 ， 
Fae, FAO Ee, Ta < e, 
二 


Cd su0 


(6.74) 
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其 中 * 是 某 个 常数 (也 可 以 参看 文献 L5C]), 以 及 引 理 4 的 推论 ( 见 
《6.64)), 我 们 可 以 用 数学 的 归纳 法 来 证 济 (6.73)。 
考 莘 r+ 二 ! 时 的 情况 ,由 (6.74),《6.64) 及 (6.69) 得 


2 
0 


上 1sS, (6)l2d8 一 | [Bono tle 


一 人 3 anco)| a9 


=O 
Cw [NCO 2 fi Dtel 
lelei o<bs2 ft 
< 4 (1; 二 )) ,4 为 常数 (6.75) 


现在 设 不 所 + 一 1 时 ， 
| 151..C0)|"ta0 < A max [AC 1 A (o {f 4) 、 


(6.76) 
其 中 A 及 4 为 常数 。 我 们 有 
加 天 一 了 司 一 
(1850) ~ DD 
0 i wd i A at am 
x D1 i 26) "1 0) 6. 
fall sl : 
(6.77) 
若 5 一 ]， 则 上 起 右 边 为 
一 人 In f 1 3 
本 2r 。 工 
Df 9) < amas IAOIY < Mo (fs) 
(6.78) 


这 里 用 到 了 (6 ?74) 及 (6.66)，As 与 4; 都 是 常数 。 
现在 认为 《6.77) 中 指标 ww 的 个 数 为 一 工时,(6.72) 成 立 , 我 
们 楼 证 油 指 标 a 的 个 效 为 上 晤 民 6.72) 也 成 立 。 
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《6.78) 中 的 求 和 可 以 分 三 部 分 : 第 一 部 分 求 和 中 至 少 有 一 个 
指标 为 oa; = 0 此 时 ,指标 ei 不 为 零 的 个 数 帮 n 一 1， 因此 根 
气 归 纳 假设 ,C6.73) 成 立 ， 第 二 部 分 求 和 中 ， 所 有 的 指标 m 都 为 
1, 此 时 这 一 部 分 求 和 为 

这 里 用 到 了 (6.65)， 第 三 部 分 为 

(3 ere) EL cid0))- (BL ereril0))ee 

-| (Bon) (Ben) 
(5 cra(0)) "48， 


其 中 有 对 应 着 a; 一 ! 的 那些 项 的 个 数 , 它 必须 所 27 一 2,p, 对 
应 着 a; 一 2 的 那些 项 的 个 数 ，… ,B， 对 应 着 m 一 2r 的 那些 项 
的 个 数 ， 显然 ， 

包 十 ?让 十 … 十 ?2r 吕 一 2r。 
根据 归纳 假设 ， 


ba co)| d9 < A max I A) )" < hoo (1 


Po 


s—1 By 
f° 3 erstco)| ”a0 < aormarl A LY 
寺 kD alel 


“下 2zpar 
<4(o 13) 
这 里 用 到 了 (6.74) 及 C6.66), 其 中 4,**，4\， 痢 是 常数 。 因 此 第 
三 部 分 的 估计 式 为 
Amax IA (Ce) | NCmax [ACe) 1 7 “Cmax {ACg)! ) 
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= .Amax [Atz)| Dt tt xz A (max] Alz), 7) 
1 上 131%1 


< (oy 


其 中 4 与 4 为 常数 。 这 就 证 明了 (6.72)。 
类 似 地 也 可 以 得 到 (6.73)。 
由 (6.71),(6.72) 及 (6.73) 就 可 以 得 到 


| IPAiz)lrldzl < A max ALF) .* 
有 | 上 Es 


< A's (« (1 二) ， (6.79) 


其 中 4, 及 As 为 常数 。 
由 (6.57),(6.50) 及 (6.66)， 乔 用 


Ld 
lim 人 三 一 个， 
下 十 中 ni 


就 证 明了 定理 5。 
注 实际 .上 ,在 定理 5 中 ,我 们 证 明了 


jj, lf(tz) — Lf; zelda si /As (; +1), 


(6.80) 
其 中 4。 是 某 个 不 依 丈 于 关 的 常数 。 

在 下 一 节 中 我 们 将 在 一 般 区 域 上 来 研究 (6.80). 

在 实 变 函 数 插 值 中 ,尽管 不 是 对 于 每 一 个 连续 艾 数 。 其 Lag 
range 播 秆 多 项 式 能 -- 致 收敛 到 此 函数 , 阳 是 Hermite-Rejkr 播 信 
多 项 式 在 选择 dv6bnueB 多 项 式 零点 为 插值 基点 时 却 能 一 致 收 伍 
到 此 函数 。 因 此 ,自然 地 会 癌 , 这 个 现象 对 复 平 面 上 的 Hermite- 
Feja 插值 是 否 仍 成 立 。 我 们 有 下 列 二 个 定理 ， 

定理 8''" 考虑 单位 隔 周 1z1 一 1 上 的 插值 基 点 : 


zh = Ci, OF ~ ll (6.81) 
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yj 于 函数 fs)e A(|z1 所 1)， 考虑 其 在 (6.81) 上 的 Hermite-Fe 
jér 多 项 式 日 ,, (jf;z)， 疡 是 一 个 加 一 1 次 多 项 式 且 满足 
Hi, for ) zy) 2, 
Hofyzsr ) = 0,= 1 2 2 

则 多 项 式 召 ,, Cf;z》 在 单位 加 1z| 过 1 内 闭 一 致 收敛 到 f(z)。 

证 ”我们 首先 根据 (6.19) 来 求 基 函 数 上 ,.o(z)《L,,, (x) 不 需 
要 求 ), 到 为 在 这 里 对 于 每 一 个 z 如 一 12 2 相当 于 对 应 
着 二 个 数 zw 知 一 Jz) 与 op 各 一 0 一 1，2， 0 对 应 十 
(6.11) 中 的 A4(z) 为 


(6.82) 


4(z) 一 II (z 一 zi (z+ 1), (6.83) 


由 (6.19) 知 ， 
Li.olz) A + els CO— 20)), (6.84) 
共 中 由 《6.177 知 
-| = [二 二 =| — 7 
» 《za 十 | 了 ms nC wh) nr 
(6.85) 


= | 


《zw 十 1 


+ a) ty) | 
2n i 


= — ls. (6.86) 
Li 


由 此 从 (6.84),(6.85) 及 《6.9) 可 以 得 到 


二 iat) 
se 二 二 交 下 | 王 三 ee i 2 
a 2xi frei '—z nn 


ri ee ie er) , 二 |. (C6.87) 


7 227i Ff 《cai 一 2 
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当 |z| 之 1 时 , 方 括 弧 上 第 一 个 被 加 数 , 当 “一 十 oo 时 ,趋向 于 
积分 
和 2 下 Ey 了 i i (& ) a 
了 了 | ci 一 ei 2 zt J se es 
第 二 个 被 加 数 , 若 不 考虑 因子 , 则 趋向 于 积分 
| Kio | LE 


2xi Jo (eB —2) 2xf ii (Fz) 


me 《zf(Cx) )， 


叉 因 为 当 jz| <1 时 ，(z 十] 一 1 因此 在 1z| 二 1 内 闭 一 


致 地 有 
lm Hs-ifs 2) f(z)。 


定理 6 证 毕 ， 
定理 7 在 定理 6 的 条 件 下 ， 有 Cx) & AC1z{ 所 1), 和 使 


Em Hh 1) 一 十 co。 
证 设 
MM 二 To | 六 (Co | 多 
则 公式 《6.87) 方 括 弧 中 第 二 个 被 加 数 的 估计 式 为 ， 


MS 1 M < 
< 一 -上 一 - 妈 
Ta 

x ! Cn) 荆 | : 
sin? Oi™ 他 2 区 四 1 也 
2 时 


过于 
三 一 1 
1 M 
十 a 
> — 1 | 2 二 扑 
$1 


» 04。 


.2 sin’f 
好 S19 忆 
二 
~—M 2 十 2 -> (6 88) 
2 i x x 
A'sin’” o— nig— 
2 从 


内 此 这 个 量 划 有 界 角 ， 
现在 再 重新 考虑 24 次 多 项 式 ， 
Plz) — A(z) — B(x), 
其 中 A(z) 与 B(x) 是 对 应 地 由 公式 (6.33) 与 (6.34) 折 确定 的 。 
由 《8.35) 知 ， 
max |P,, (x)| 224=2 | Ee (6.89) 


对 于 (6 ?而 二 的 zj 光一 12 sz， 我们 有 
Ps 一 上 上 十 -下 -过 帮 


六 一 


《zhP2 at+i 《zf ) "+? Cz 


1 2 
过 .过 十 _ 5 罕 关 
7 n— 1] 
站 Ca HE 十 人 ER 
1 ana— 1 


- (1 十 好 - 1 jz 十 i 二 el Cz 
十 -…: 十 (二 - 十 1 CH 
nl 


由 于 Lt Ps 是 沪 数 P.,.tz) 以 [ze 修一 I,2,..-*sn 为 插 
值 基点 的 ?一 1 次 Lagrange 插值 多 项 式 , 由 插值 多 项 式 的 唯一 
性 知 ， 1 

Lp) (+) 


aa 3053. 


由 此 推出 
汪汪 二 全 人 本 于 
LCP.;1) 2 人 十 ji 2Inx, 


类 似 地 可 以 证 明 , 著 吉 是 否 数 , 则 
LaCh, nd 1) = 2 位 (+ 3 
i i 1 
2 十 es 
此 外 ,车 2m 过 #, 则 
LCPn; 2) Puw(s)。 LCPin;1) Ps(17 村 0。 (6.92) 


现 人 在 引入 函数 


十 


) > 0 (6.91) 


fe) =— Dt). 
eR 
由 (6.89) 知 ，fi(z) € ACis| 过 1)， 对 于 这 个 函数 ,由 于 《6.90) 一 
(6.92), 


hn a 3 (PP ai. 1 
Lis l)— > Re > LP D : 


=1 


这 


2ln3” ;In3 
因此 有 
lim L,(f;1) = 十 oo， (6.93) 
而 (6.87) 中 第 一 个 被 加 数 正 好 是 函数 f(z) 的 在 基点 (6.81) 
上 的 * 一 1 次 Lagrange 插值 多 项 式 。 因 此 ， 由 (6.88),(5.937 及 
(6.87) 知 ， 


lim Ha,_(f1;1) 一 十 co。 
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定 恶 7 得 证 . 
这 就 说 闪 了 在 这 国 Hermite-Fejér 插值 多 硕 式 HH:,_,(f ;2z) 
可 以 不 一 致 次 化 。 


$ 7. 插 俏 多 项 式 的 逼近 性 质 


在 这 一 节 !， 我 们 枕 以 插值 多 项 式 作 为 工具 来 逼近 声效 ， 首 
先 乒 门 对 括 什 基点 的 性 贰 作 一 些 分 析 ， 
设 居 感 斌 平和 上 有 有 界 闭 集 ， 洗 侍 少 含有 了 表 个 点 有 其 余 集 是 一 
个 上 内 含有 so 的 单 连 通 区 波 Ds。 以 后 将 满足 这 和 册 性 质 的 有 界 前 集 
多 , 记 作 Ke 了 设 沙 数 ww 一 lz) 将 D。s 双方 单 值 保生 变换 到 
1 之 1, 且 满足 BCco) 一 soo)> 盖 0 用 = 一 本 加 ) 汇 填 
充 交 数 , 设 
z= Cw) = dw 十 四 Se .zol > 1, (7.1) 
二 中 4 是 闭 案 天 的 保 角 半径 ， 
今后 我 们 总 是 认为 K€ 台 各 含有 无 穷 多 个 点 ， 设 生 K 上 给 
定 了 插值 臣 吉 序列 


si 0,1, 232 € KK. (7.2) 
令 a 
十 Ca) 
Ce) 一 dz) S01,..*, ZE Do 《7.3) 
今后 这 个 郊 效 将 起 重要 的 作用 这 里 项 定 
本 下 ntljrst ee B+ jns1 a 
V os(z) lI ts zy HU ) 


a 
4 


办 此 ,函数 9,(x) 在 区 域 Ds。 中 单 值 解析 , 目 .不 为 零 . 
我 们 供用 C6,,p 之 1 记 等 势 线 , 即 圆周 |w; 二 p 之 1 在 抉 射 
一 业 G2) 下 的 象 ,用 D。 记 作出 《。 所 围 的 区 域 ， 由 保 角 上 映射 
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理论 类 痢 ，Deoc:Dpo. 若 P< pp 


今 
Ms(p) = suplon(s) 1,p > 1, (7.4) 
M, = sup lw (lz)}|,C ~— OK = 0D,, {7.5) 
容易 看 出 
lim ,Mae) — M.. (7.6) 
我 们 有 
Sop 一 人 y 
由 最 大 模 原 理 看 出 , 量 一 ee 人 单调 下 降 ,因此 有 
19.(2)1 < 一 EE z € D.,, (7.7) 


此 外 , 若 有 界 闭 集 的 直径 为 gs， 则 沁 lw (2z) | 志 g*+:，z EK， 知 
M。 <8?+， 因 此 由 《7.7) 得 
19, ta) | <4, z€D., 


并 一 致 有 界 。 因 为 6.(00) 一 1， 央 此 由 (7.7) 每 


WM, 2d. 《7.8) 

定义 ”我 们 称 插值 基点 2 大 一 1， 22 在 六 上 是 
一 致 分 布 的 , 若 

lim "VM, = d. C29) 


Ee 


关于 一 致 分 布点 列 , 我 们 有 下 列 定理 .。 
定理 19 设 有 界 闭 集 Ke MRM， 插值 点 列 {zg 6 天。 要 使 
任意 一 个 K 上 解析 洛 数 f(x) 的 插值 多 项 式 Lu 有 sz) 在 K 上 一 
致 收敛 到 f(z) 的 充 要 条 件 是 ， 
在 Ds 内 闭 一 致 地 有 
n+L wo C2) 


tm 10.C2)1 一 ee | sj (7.10》 
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im 一 一 一 1 (7.11) 


即 {zw 在 天 上 是 一 致 分 布 的 。 
进一步 , 若 {z} 在 K 上 是 一 致 分 布 , 且 函 数 f(x) 在 D。， 
p> 1, 解析 , 则 对 位 意 pl pl 到 Poy 有 


max |f(z) — Lo)) < Mp, (7.12) 


p? +! 


其 中 M。 是 不 依赖 于 ”但 依赖 于 p， 的 常数 ， 
证 必要 性 , 设 zo 关 00 是 区 域 De 中 点 ， 且 存在 > 1， 


使 me DCD = C5,, 这 在 $1 中 已 有 定义 )， 显 然 ,函数 一 一 
vo 


在 六 上 解析 (实际 上 只 。 内 解析 ) ,由 公式 (6.21) 知 ， 其 Lagrange 
插值 多 项 式 为 


pu(#) 一 ae) 一 ncz) gr ze D,, 


2 
2xf | (zo 一) 一 zy 人 et) 
一 一 Res Coa( 7》 一 en ls) 
tar. (zo — LE — 2) wt) 
_ ez0) — wor (4) 
(z 一 z)ov(z)“ 
其 余 项 为 


rz) 一 一 L_ 一 证 人) 2) 
2 一 Y 


Cz 一 z)as(zo) 


根据 条 忻 假设 ,在 KK 上 一 故地 有 
limr,(s) = 0, 


即 
M 


ce 
其 中 训 ， 由 (7.5) 所 确定 


一 zc 也。， 


lim 
用 


® 3 了 09 。 


琴 比 对 任意 zE Cor > )， 革 在 数 N,(p), 使 当 nn 之 NN,(p) 
时 ,就 有 
lw ls)| > M,, 
有 


WM. 
|,.Cs) | TI? z€C n> N(p), (C713) 


焉 在 我 们 来 下 明 (7.11) 成 立 .用 反 证 法 ,假设 不 然 ,由 (7.3) 和 1， 

存 告 某 个 子 序列 ,使 
一 4>1 (一 十 oO)。 (7.14) 
由 于 9,(x) 的 一 殖 有 界 性 ,从 子 序列 9,,(z)》 可 以 找到 一 个 在 D。 
内 诸 -- 致 收敛 沟 子 序列 , 它 收 伍 到 DP。 内 的 某 个 解析 项 数 ， 记 作 
6(s]。 为 了 书写 简单 起 刚 , 不 沪 认为 ,在 D。 内 闭 一 致 地 有 
Em os) 一 UCz), 

由 于 gs(oo) 一 1， 因此 9(00) 一 1， 选择 p > 1， 使 二 > 
现在 在 (7.13) 中 , 令 请 一 中, 且 令 不 一 十 oo, 则 结合 (7.14) 可 以 得 


到 
19(x)| 实 > 1,z2€C,. (7.15) 


医 为 9.(#) 关 0) 若 8(z) 旺 常数 , 则 此 常数 必 为 {80) 一 1， 
这 就 与 《7.15) 相 矛盾 ; 若 9(z) 革 常数 , 则 由 复 变 函数 论 中 定理 知 
9(z) 0, 因 此 由 最 小 模 定理 可 知 ，60C(c0) 一 1 也 与 (7.15) 相 矛 
画 ， 这 就 证 明了 (7.11)。 

现在 证 明 (?7.10) 也 成 立 。 若 某 个 子 序列 9.,(x) 在 也。 内 二 
一 致 收 化 到 荣 个 解析 法 数 9(z), 则 由 《7.7) 及 C7.11) 知 ,19(z)| 魏 
1,z€ Do 8(0) 一 1。 因此, 在 Ds。 中 6(z) 三 1， 中 此 从 
9.(x) 一 致 育 界 性 ( 即 是 正规 族 ) 容 易 知道 ,整个 序列 9.(zx) 在 D。 
中 内 闭 一 致 收 人 效 笃 1。 这 就 证 明了 (7.10)， 

充分 性 。 设 C7.10) 成 立 , 昌 函数 f(z) 在 某 个 Ds,Ppo 之 1 内 
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工交 


解析 , 置 定 po 满足 ] 之 p, < pm， 上 且 选 择 m 与 ps 满足 
l < p< p< pi ppPip; < pe 《7.16) 
由 于 在 Co, 与 Co 所 围 的 区 感 Dp,p, 中 (7.10) 成 立 , 因 此 


ote) | = fal@(t2)! + elx) lt!, z € D,,,,, 


其 中 
im max le.{x)| = 0, 
由 此 推出 
ln, C4) | < 安 (dps 十 GD ee sup ls, Cz)|, ZE Co, 
(7.17) 
及 
[losl2)| 2 (dp 一 65)"t!, es 
一 Sup fez)!, 2€ Co,. 《7 18) 
sz6Co， 
这 里 


lim s .一 0， lim 6. = 0, 
Ls nn 


由 (6.22) 可 以 得 到 


a En 2 el [ wa(z) fCE) 
1(2) 一 Ln(f; 2) eS Es trEK, 


由 议 大 模 原 理 及 (7.17), (C7,18) 得 ， 
ifCz) — La(f;z)i < 安 全 二 


1 


minl$ — 2z| 
tec 


dps+tee Vv™ | 1 
( 民 Eh 
显然 ,上 式 贺 括 涯 中 的 硕 趋 向 于 R pP < 区 有 见 (7.16)) ,而 Mo 一 
max|fCx)}1, 因此 中 括 弧 中 的 量 是 有 界 的 。 这 就 得 到 了 《7.12), 也 


sc 
渡 证 有 明了 ,和 伍 扩 上 一 致 邮 自 
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lm Llf;z) 一 fx), (7.19) 


如 果 设 (7.11) 成 立 , 则 在 证 明 必 要 性 时 已 经 证 明 , 在 Ds。 内 闭 

一 致 地 有 
lm 9,.(2) = 1, 

因此 《7.10) 成 立 。 上 面 已 经 广 骨 了 《7.19) 也 就 成 立 。 

定理 ! 证 毕 ， 

注 ” 从 定理 ! 的 证 明 可 以 看 出 ， 条 件 (7.10) 与 《7.11) 是 等 价 
的 。 

现在 我 们 给 出 插值 基点 {x} 是 一 致 分 布 的 三 个 最 典 型 的 
例子 ， 

1， Fejér 播 值 基点 

设 天 是 闭 Jorgan 区 域 ， 因 此 映射 函数 zx 一 BC(w) 在 闭 圆 
lw| 之 1 上 连续 (除了 VW(00) 一 c 以外) 我 们 称 


zi 一 本 (er R= 001 ee (7.20) 
为 K 上 的 Fejér 插值 基点 , 它 是 = -1 个 单位 根 在 映射 FCw) 下 


的 象 . 
定理 2(Fejtr'52) Fejér 插值 基点 在 玉 上 是 一 致 分 布 的 ， 
证 由 (7.8) 知 ,为 了 要 证 明 (7.11) ,只 要 证 明 


Em "VM,.<d (7.21) 


Ls 


就 够 了 、 为 此 , 令 P 之 1 是 固定 数 , 且 考虑 函数 
MA(w, PAE Tw) — Ter) ,Cw gE {Cw — p x (0, 27]}, 
它 是 定义 域 中 二 个 变量 ww 与 ?的 一 致 连续 函数 


令 
qi 一 -2 一 0,1， so， 且 分 割 区间 f0,2x] 为 一 些 长 
十] 
度 为 -一 二 ”的 小 区 间 4 一 [piopinl, 一 0,1,-…,n。 根 据 一 
nn 二 1] 


臻 连续 性 , 任 给 & > 0, 存 在 数 N(s), 使 得 当 # >N 时 ,对 于 所 有 
的 wlw!=p>1， 


”12 


让 gpk)》 mink(w,P) = 8 ,天 一 0， 上 a 
PE 


上 式 两 边 对 卡 求 各 后 ,再 乘 一 个 因子 一 全 后 乱 到 
es Dw, COE: ee 2x8y 


且 右 边 第 一 个 表示 式 可 以 看 作 积 分 的 下 和 . 
令 z 凡 一 和 (cirt)， 阁 上 式 左边 改写 后 就 可 以 得 到 


2x 
in lo (| Si) Mw,p)dp + s, (7.22) 
二 1 2x Jo 


它 对 于 所 有 的 zE C。 及 ”> NCe) 都 成 立 ， 
现在 证 目 , 公 式 《7.22)d! 职 分 征 为 2xln (dp)， 上 捉 实 上 ， 我 们 
把 它 改 写 为 
人 | 


wo— er” 


间 ln lw — er ldop. 


这 里 , 根据 调和 立 数 的 平均 值 定理 ， 第 二 个 被 加 数 等 于 2rlo lw| 
一 2xln p， 而 第 一 个 被 加 数 是 
ne 人 | jo Tw) — Tr) 此 |， 
1 riel 4 一 TT r 

这 里 被 积 函数 对 于 固定 的 w,1wi[ 一 p 之 1 关于 r 是 [rz|>1 上 
的 解析 遂 数 , 它 在 Ir| 之 ! 生 它 在 ft 一 0 外 的 展开 式 为 

ld 

SK 机 

t 

因此 这 个 积分 值 为 2riln 4。 
这 样 一 来 ,从 《7.22) 就 能 得 到 


in lw,(z)1 < ln (dp) + Ee,2€ Cn NCs), 


1 
为 十 上 
由 此 推出 


ln M, ln(ldp) te, n> NCE), 
芝士 1 


办 而 


. 3i3. 


Em “VM, < ede. 
这 里 由 于 s 0 及 p>1 址 任意 选择 的 数 ， 六 此 由 上 式 就 可 以 街 
到 
Em “VM,<d. 

定理 2 证 毕 . 

我 们 今后 还 要 用 Fejér 插值 基点 所 构成 的 Lagrange 插值 多 
项 式 , 研 究 其 平均 逼近 问题 . 

2. Vandermonde 播 值 基点 

设 有 界 闭 集 大 < 况 昌 由 无 穷 多 个 点 组 成 。 在 其 上任 取 = 十 
1 个 点 88， 外 一 1，2,………, 1 十 1， 并 组 成 Vandermonde 行列 
式 ， 


Vo DED EL, 一 II (EY 一 


i+ 

它 是 2 十 上 个 变量 PE 天 一 1,2,"… 44 十 1 的 连续 泛 数 。 假 

设 VV。 在 某 组 点 z 色 一 112 十 上 上 取 到 其 最 大 模 . 《一 
般 来 说 ,这 当然 不 是 唯一 的 ) .显然 ,这 和 此 点 必 筷 不 相同 ,此 外 ,可 以 
证 归 , 这 些 点 必 都 位 于 天 的 边界 6K 上。 事实 上 ， 阁 周 定 5:9? 于 
x 中，1 尖 开 将 7。 看 作 一 个 变 最 5 一 z 的 录 数 , 划 在 了 。 的 
行列 式 中 ,出现 变 量 z 是 下 列 的 因子 : 
oz) = (4 0) Oo ss 2 2 — 2), 

及 点 组 o,f 一 1，2,-…， 7 十 1 的 人 性质 知 ，|ai《z)1 在 KK 上 的 
xz? 处 达到 最 大 值 。 根 据 最 大 模 原理 ze 6 人 一 1 2， 用 
Orz) 

(二 之 1,2zEK, (7.23) 

我 们 可 以 取 {zY} ,一 1,2,*……,n 十 1 作为 插值 基点 ,并 称 

为 Vandermonde 插值 基点 。 虽然; 它们 是 互 不 相同 的 ， 

没 函 数 f(z) 在 天上 瘦 析 ， 构 造 基 在 Vandermonde 插值 基 

点 上 的 2 次 Lagrange 插值 多 项 式 ， 


La 


了 Gi ‘wo (2) 
LCf;7) 之 f(z 》 (z 一 zlo))co” 《ze 
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共 中 


wx) 一 [I Cz — zx"), 
=| 


白 于 -对 与 殉 数 o4(*) 至 多 相差 一 个 符号 ,于是 由 不 等 式 
ZE 


《7.237 得 到 ， 


ak] 
CG Em C7.24) 
办 此 有 
[LCF; 2)1 < > fC28)1, ze K. (7.25) 
=1 


定理 3CFekete'”) 设 有 界 闭 集 Ke 味 ， 由 无 穷 多 个 点 所 组 
成 且 {2 人 )}, 克 一 1,2,.…,n 十 1， 是 Vandermonde 插值 基点 , 则 
在 DD。 内 一 致 地 有 

im |9.(s)| 一 1 或 im ""/M, dd. 

证 取 任意 一 个 在 及 上 解析 的 函数 f(x)， 设 f(z) 在 某 个 
也 sm > 1 内 解析 。 取 p 满足 1 过 py 二 po 在 Co 上 取 Fejér 
插值 基点 ,构造 其 ”次 Lagrange 插值 多 项 式 po(=)。 


注意 到 函数 w 一 二 olz) 将 区 域 D,(D;, 一 C 万 ) 保 角 映 
Pa 
射 到 ,wv| > 1, 将 等 势 线 Cu;p > py 映射 到 圆周 1w| 一 <、 因 


D? 


此 , 闭 集 天 的 等 势 线 C。。 就 是 区 域 _B。, 的 等 势 线 Ca ， 由 此 , 根 


据 定 型 2,Fejer 插值 基点 是 一 臻 分 布 的 ,所 以 再 根据 定理 1, 有 
f(D — pl} < ,seD,,, 1<p<m, (7.26) 
fi 人 3 


其 中 M， 是 某 个 不 依赖 于 4 的 常数 
现在 对 函数 F(z) ~ 1(z) 一 pntr)， 浪 虞 其 在 上 述 Vander- 


s 31i5. 


monde 十 看 基点 上 的 ”次 Lagrange 插值 多 项 式 p(s)， 显 然 有 
pl2) = Llf;z) 一 poCz)， 
其 中 L.(i; z) 是 函数 f(z) 在 上 述 Vandermonde 插值 基点 上 . 
的 ”次 Lagrange 插值 多 项 式 ， 因 此 ， 
(fa OO— Lf;z)! 一 | 上 (sz) 一 名 Cs) 一 下 (az 
S10) ~— pea) | + jo?)| 
< rnt DM 


ps 03 


其 中 最 后 一 个 不 等 式 匡 利 册 (7.25) 及 (7.26) 后 得 到 的 。 

因此 ， 再 利用 定理 1 可 知 Vandermonde 插值 基点 也 是 一 致 
分 布 的 

注 1 从 定理 1 还 可 以 看 出 ,对 任意 p， 1 二 P< 成立。 


if sy — Lt; z)| < 委 M zE 天 ， 


sl 中 
其 中 对。 是 依 闵 于 #, 只 依赖 于 pm 的 常数 。 
注 2 若 点 24OE 天 天 一 1 2 十 1 1 2 且 
{z — 2 )* ee ”7 
Cg — pe Dz ) 
Ce te | 
Cs") ee zi -zi") en 二 
(注意 ， 对 于 Vandermonde 插值 基点 ,VU, 所 # 十 1)。 若 对 于 任 
意 的 p > 1 插值 基点 1z"} 满足 


lm Ca = 0, (7.27) 
Ch DY 


ntl 


U, = sup >) 


EK k=) 


则 代替 上 述 Vandermonde 插值 基点 ， 而 用 满足 (7.27) 的 插值 基 
点 ， 则 定理 3 仍然 成 立 。 这 可 以 容易 地 从 证 明定 理 3 的 过 程 中 看 
出 , 且 也 容易 看 出 注 上 仍 成 立 . 

显然 ,要 使 47.27) 成 立 的 充 要 条 件 是 
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HA。 <1. 


3. 设 有 内 六 案 大 < Ji 在 天 二 任 共 关 十 工 个 点 81。 多 一 1,2， 
"sR ， 且 构 藻 一 个 #* 十 1 次 多 质 式 ， 
LE | 
ps) 一 I (60)= 2 二 02" 二 :十 a, 
2=1 


{7.28) 


fat1 一 inf sup|p(2)|, {7.29) 
全 9) EK 


显然 存在 一 个 # 十 1 次 多 质 式 序 州 p(x)， 它 具有 形 如 《7.28) 形 
式 , 使 得 
lim sup | p(s) | = fit (7.30) 


站 -四 
从 这 个 多 项 式 序列 p(x) 中 ,可 以 选 出 一 个 子 序 列 , 使 得 其 根 都 收 
纹 到 此 些 极 限 值 。 显 然 ， 这些 极限 值 都 位 于 六 上， 以 这 些 极 限 值 
为 根 ,构造 一 个 # 十 1 次 多 项 式 tlz)。 显然 , 这 个 子 序 列 多 项 
式 就 左 玉 上 一 致 收 伍 到 多 项 式 Pse)，, 它 是 一 个 首 项 系数 为 1 的 
多 项 式 , 共 根 都 位 于 天 上 .我们 证 阴 

Spatiks) | -fist (7.31) 


事实 上 ,在 下 面 不 等 式 
sap| Fr 人 ke7 | 安 Supipkz) 一 tk2)| 十 suplpr(2)| 
中 , 令 1 取 共 子 序 列 而 趋 剖 于 无 穷 , 则 由 上 面 讨 论 及 (7.30) 可 以 得 
到 
Suplza+rtks) | A fis+ie 
另 一 方面 ,根据 名 + 的 定义 可 以 推出 ， 
supli,n (2)! 之 天 ri 
比较 最 后 防 个 不等式 就 立刻 得 到 了 (7.31》， 
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我 们 称 多 项 式 PstCs) 为 天 上 最 小 句 装 于 雷 的 多 项 式 ， 或 称 
TeGUIeB 多 了 殴 式 ,其 杠 者 位 于 天 上 ( 参 帮 文献 [53]) 

取 5Je6onbea 多 三 式 frt(z) 的 zz 十 1 个 根 {zt]， 天 一 1， 
2,"……,n 十 1 和 作为 插值 基点 ,就 称 为 KR 上 的 He6biureB 酒 值 基点 ， 
对 此 有 


nz} 一 TJ (2zC— zx ) = F +12) 


«=i 
及 
Ms = suplwor(s)!l = jis. 
ak 
我 们 有 下 列 定理 
定理 人 > 设 有 界 闭 集 Ke 钢 ， 且 fz} 不 一 1,25. 
# 一 1,2,.，* 是 KK 的 HeBiiues 插值 基点 ; 则 它 荆 一 黎 分 布 的 ， 
证 设 {zs 下 ,不 二 1，2,-…n 填 1 是 Yandermonde 插值 
基点 。 令 
[Ry (z) We H (zz 3 pi 


M* 一 supl wx Cs) 加 
则 利用 He6:mee 多 项 式 是 首 项 系数 为 1. 具有 根 在 天 上 的 最 小 含 
美 于 堆 的 多 项 式 的 性 页 知 ， 


因此 有 
re AAA， AAA 
四 


= ~™= 


利用 定理 3, 上 由 于 Yandermvnde 插值 基点 是 一 致 分 布 的 , 即 


lim 7 < |, 
就 证 记得 到 

VT 

se 
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证 埋 4 证 毕 ， 


可 以 写 性 


芒 熙 招 fz) 《AtD)， 基 中卫 是 Jordan 风 域 ， 风 对 于 一 到 
分 布 的 划 , 由 6 知 ， 总 们 仍然 扒 作 出 其 Lagrange 0 St 
涩 区 成 D 上 能 -至 四 襄公 这 个 也 数 a 但 是 ， 欧 这 fg) 
有 更 好 治 性 质 日 区 城 也 的 寺 界 了 了 起 足够 光 瀑 的 ， 1 推出， 对 于 
以 Fejsr 箔 值 基点 的 Lagrange 插 供 i D 上 是 一 
致 收 人 然 氏 此 图 数 fg)， 匠 们 将 汪 明 这 个 结果 ， 但 是 ,首先 找 们 将 
证 明了 两 个 引 理 ,已 们 本 身 痢 有 独立 的 意义 。 

引 理 1 3 地 gw 为 方 释 w*"' 一 1 的 n+1 
根 , 划 


wi = 0,1,: on 十 1， (7.32) 
四 由 (6.30) 训 人 绚 定 的 Lebesgue 常数 4。 的 信 计 式 为 
l,maxdw) < 3ln(n 十 1). (7.33) 


证 容易 写 出 其 Lebesgue 四 4.(w】 为 ， 


| 


DY a (7.34) 
ti 


由 起 大 模 原 型 (参看 文献 [112] T.1 第 六 章 习 题 299) 知 ， 


1, 一 max?i,(w) 一 maxa Aw ), (7?.35) 
1 

若 ”一 1， 

1 "wi 一 上 《hi twlti:l—wi)2, .w|= 1， 
a 

若 关 2， 不 妨 假 设 0 < argw < 一下-， 令 a 一 一, 则 

如 十 ] 好 才 1] 

显然 有 


"3319。， 


ii 一 多 2 本 a E 
| i 二 ww | 
和 


< 六 十 1 {7.36) 
雁 续 ,对 于 《7.35) 和 中 : 慌 扩 [中 对 于 对 二 0 及 天 一 1 所 从 属 的 两 项 ， 
我 们 给 于 估计 式 # 十 1。 对 于 共 他 的 授 ， 在 连接 原点 o 与 吧 的 真 
径 的 每 一 边 上 ,部 有 连 溢 :与 zi 的 圆 踊 ,其 长 度 分 别 关 ae,3a，…， 


pe， 其 中 pe 所 x， 因此 |wi 一 | 对 应 地 至 少 为 2 sin 3， ee 


?sin 各。 由 于 在 0 委 > 委 时 ，2 siny 之 之 x， 到 此 ，j wk 一 纪 | 


至 少 为 和 ， 人 村 ， 这 样 对 应 于 这 些 wk， 就 有 


1 一 ze"+ | 
! 一 | 至多 地 为 王 ， 三 ，.…， 王 ， 
wh C 2a Perr 


这 样 一 来 ,我 们 有 
py Ne EE 
i i=1 了 
-2+ 人 DiI+inpel+ hn 
ji】 1 


Iw|=1,0 < Re 
即 到 条 


ti.ACw} 志 3 十 0 w| = 1,0<argw < 2 
n 二 1 
显然 ,对 于 其 它 幅 角 的 w，lw! 一 1， 也 有 上 述 估计 式 。 
当 # 宇 3， 上 式 右边 间 分 所 3lnkz 十 1)， 这 就 是 《7.33); 而 
当 a 一 2 时 ,由 (7.36) 得 1,(w) 安 3， 因 此 也 有 (7.337。 
引 理 2 ee A3brep 条 件 i( 见 $5 中 的 (5.1))， 


人 -2 是 区 域 刀 的 Fejer 插值 基点 , 邵 

z= TO) R01, ,tt, C7.37) 
其 中 四 各 一 eH, 则 其 Lebesgue 常数 i 的 估计 式 为 

i, = maxi,ls) Salant cs {7.38) 
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其 中 tz】 由 公式 [6629 所 痛 宗 ，cel 与 cl 是 二 个 络 对 常数 ， 它 
们 可 以 依 炳 于 多 域 DP, 

证 首先 , 由 于 文 域 刀 满足 Anvnep 条 件 1， 因此 根据 $5 中 
引 埋 1 太 引 涅 2, 我 们 痊 

19 Se 《wy) 在 闭 加 [ol 之 1 上 连续 ,县 米 (w) 关 
8, |w| 之 下 此 

ee B 二 十 0 ，Iw| 守 1, (5.2) 
2” 在 lw| 一 1 上 有 


EN 
| rwW WT) 一 Ew) | larl<¢, (5.6) 


共 中 4,8,C 部 是 常数 ， 
因此 ,由 (5.2) 及 (5.6) 打 ， 
19 |= |， 对 于 任意 的 ww ,| 一 1, 是 9 在 


10,2x] 上 的 连续 陪 数 ,内 而 有 
im 1 Dh Vw) 一 SD 
a yw0) — ye) |, 


[ye 


0 (=) 在 [9，2z] 上 关于 9 绝对 可 
催 , 因 此 
(42= =2(2)- 


weie 


Pw) — Ve)— (ww 一 er)V(e®) , io 
|, CB) me) 


+ nw 
和 一 


关于 9 有 不 依 顿 于 |w} 一 1 因而 


we 
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关于 3 记 有 不 依赖 于 的 一 ! 的 全 变 次 ,利用 文献 [113] 上 第 二 
部 分 ,和 一 寅 的 习题 9“ 
{1 人 ew) = Ce | pe I 
27r J. 


a nn 二 1 
3 人 ES Ca 人) | 二 (7.39) 
i 0 OT wi 


其 中 e 为 不 依赖 于 jwl 一 1 的 常数 。 
起 们 和 站 证 明定 埋 2 时 己 浮 到 
| ”入 | 人 | am (7.40) 


2x va we 


外 (7.39) 与 (7.40) 得 至 | 


doe < | 


巾 此 ,再 和 用 (5.2) 私 ,对 任意 j, 0 委 j) 扫 ww ， 存 在 二 个 带 数 MM, 与 
at， 个 


de, lwi= ,2 Pw), 


， sd | 
dre -—- 去 | 过- 一 纪 1 一 1， 
M, J | 和 | 
£ 志 i 
z= Vw), 
类 似 妓 也 有 
1 区 ) -和 MD) 
set < | et 
M, FEA 一 到 加) M, 


将 两 式 柱 除 后 得 到 


Li 万 站 了 
| BS gs") | 之 ww | oz 好 
| | 一 -一 一 一 | < | | - 一 
Peer i zi") di 2 Pd Eg sw M, 


站 一 站 
者 六 了 Da 


是 此 ,利用 引 理 1, 就 证 明了 引 理 ?。 

注 ”从 引 理 ? 的 江 明 还 可 以 看 出 , 若 写 出 1， 的 下 各 估计 ，, 则 
这 里 也 有 4。 的 下 界 估 计 ， 

现在 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 了 . 

定理 5 《Amnanept) 设 区 域 D 满 足 Anbneph 条 件 ;1《 见 35 
中 的 (5.1))》 国 数 J(zj€ 4 五 ) 且 满足 条 件 


322 ， 


lim wl#, Ind ~ 0， (7.41) 
二 


其 中 w(5,f) 是 洒 数 所 z) 在 区 域 马 的 边界 T 上 的 连续 模 。 又 设 
{z， 克 一 em 荐 区 域 DD 的 Fejtr 人 
= ,一 0,1, 四 


其 中 wi 一 。 1 则 对 于 以 Fejtr 插值 基点 作出 沙 数 f(x) 的 
# 次 Lagrange 插值 多 项 式 L.(f;z)， 成 立 
max |fCr) — Lj; z)| 入 (十 TB 五) (7.42) 


Hj (2 | 从 一 0, (7.43) 


其 中 E,(f,D》 是 由 (5.25 ) 确 定 ， 
证 没 p,(z) 是 前 数 iiz)e ACD》 在 闲 区 域 D 上 # 次 最 佳 
遥 近 多 项 式 ， 


ECjD) 一 maxli(2) 一 p(s)|, (7.44) 
岂 由 定理 5 的 条 人 忻 ,根据 55 中 定理 1, 有 
Elf; BP) ew (二 ， 1), {7.45) 


其 中 5 是 常数 ,因此 我 们 有 


fs) — LAfsz)| if2) — plz) + palz) ~— Llf;z)| 
& fz) 一 Csz) + Lt — pe;z)| 
< |f(2) 一 名 Cs) + "maxif(#) 
一 pstz) |。 


由 此 利用 (7.44) 与 (7.457 就 立刻 得 到 (7.427。 

碟 利 用 引 理 2, 从 《7.42) 就 立刻 得 到 (7.43), 而 最 后 一 个 极限 
关系 二 利用 条 件 人 7.41) 后 笃 到 的 ， 

定理 5 证 毕 ， 

如 果 对 和 国 数 J(z》€ A(D)， 不 假设 条 件 《7 41) 成 立 , 但 提高 
插值 多 项 式 的 次 数 ，Kavari 证 明了 可 以 得 到 插值 多 项 式 在 D 上 
时 一 至 收敛 到 函数 Is) 的 结 虹 中 ,但 需要 以 下 几 个 引 理 ， 
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定 尽 ”对 洛 区 域 D 上 点 组 {z 多 天 一 1，2， 站 一 工 . 
2，……… 若 其 Lagrange 插值 的 基 函 数 f(z) ,一 1， 2..…-. #4， 
满足 条 件 

max max|fi" (xz)| SM n= 1,2,..-, {7.46) 


1 有 + ED 


其 中 好 为 常数 , 则 称 {sf} 为 正则 点 组 。 

从 (7.24) 知 Vandermonde 插值 基点 (或 称 为 Fekete 播 值 基 
点 ) 是 正则 点 组 。 

引 理 3 《Neharito) 设 函 数 f(z) 在 jz| < 1 内 解析 , 且 
1D| 筷 1， 则 有 估计 式 


上 
b= 


证 “ 考 起 通 数 
hs) 一 上 二 1 /三 一 其 中 | < 1，(7.47) 
fC ds 
显然 函数 As) 仍 在 1z| < 1 内 解析 且 14(D| < 1。 因此， 根 
据 最 大 模 原则 ， 
|a(z)| 1, |z| < 1, C7.48) 
特别 地 , 令 = 一 5， 由 (7.47) 及 (7.48) 得 到 
， 1 一 
ree (FS 
这 就 证 明了 引 理 3 
引 理 4 设 KK 是 连续 统 ( 闭 的 有 界 连通 集 ), * 次 多 项 式 Ps 


在 天 上 满足 
maxi| Ps(s)| < 1, 


则 有 估计 式 
n I\ 7 十 1 
{Cw )P Pw))| En (一 ]) < en, | el I 
(7.49) 
证 设 


fw 十 0 十 全 十 jw| 之 1， 
Ww 
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共 中 dd 为 保 角 半径 。 显 类 ， 苞 数 
Fl ) 一 PCE)) 5b, 十 a 二 
tw " 幼 
在 |wl > 1 外 解析 ,因为 
lim |F(w)| < 1， 
因此 上 忠 据 最 大 怖 原理 ， 
irCw)| 委 1，401 > 1， 


利用 引 理 3, 就 可 以 得 到 其 导数 的 估计 式 ， 


请 和 (7.50) 
lwP ol 
因为 
Fw) 一 PAVCW)) + -Ww)P’ VCw)) 
ww 了 


Fw + Llw)p yw)), 
纪 二 


因此 由 (7.46) 得 
yw)P EC) Eniwi" TF(w)| 


A ee ee 0 
lIwl:—1 


pr 
人 wl — EE 记 “一 |F(w)|， 由 上 式 得 


1\ 
rw) PU) Sa) ”十 于 Cn 一世 


十 1N 
G1) 0 — a) 

容易 算出 ,上 述 不 等 式 右 边 , 关 于 9 的 导数 为 

记 十 1 和 z 一 JI /pz 十 1 

(2 [ 一 一 一 全 一 |. 
由 于 0 过 a 声 1， 因此 这 个 其 是 正 的 . 取 a 一 1， 就 得 到 了 (7.497. 
引 埋 4 证 毕 ， 
.325° 


由 引 玫 4 可 以 得 到 一 个 有 趣 的 推论 ,这 是 Gepaluref 和 型 不 等 
式 人 (参见 Pommerenke 的 著作 0 )， 
推论 。” 设 K 是 连续 统 ， 其 保 角 半 径 为 4，# 次 多 项 式 Ps(z) 
满足 
iIP,Cz)| 1, zeéEK, 


见 
1P(a1 < 136， xzEK. {7.51) 
证 利用 Lowner 的 研究 结果 "(或 见 文献 [63])， 
I (1 i), wl > 
因此 
d 十 1 
[y'sw )! 3 T，;z1 一 < 一 (7.52) 


比较 (7.52) 与 (7.49) 就 考 到 
l)/n 1 、 
二 人 


因此 ,在 等 势 线 6 irr 


IP, Cn)1 < <. 
2d 


由 于 连续 统 天 位 于 C /zzl 而 图 的 区 域内 ， 因 此 根据 最 大 模 原 再 


《7.51) 成 立 ， 

引 理 5 若 闭 区 域 品 上 的 点 组 zy 一 (eet .9 一 9 < 到 
98,，9, 一 4 之 2x 是 常数 为 WN 的 正则 点 组 ( 见 《7.46) 中 的 定义 )， 
且 交 域 P 的 边界 了 满足 Anbnep 条 件 ;《 见 (5.1))， 则 存在 沼 数 
“ 之 0， 它 只 依 环 于 天， 使 得 

19 一 9 > 人 ， » = ,2,... ,7, (7.53) 
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其 中 9s+tt 一 中 十 27 .特别 地 , 共 (ee R= 1,2、 nm 是 Fekete 
点 组 ( Vandermonde 墙 值 基点 因 则 有 


1 一 6 二， 一 1 (7.54) 
Ei 


证 出 引 理 3 及 估计 式 《5.2) 得 , 若 # 次 多 项 式 Ps) 满足 
maxiP.(z)| < MM, 


出 


十 1 
1P5 (CD SM Ii= 全 
由 最 天 模 原 理 可 知 , 上 面 估计 式 对 15| 一 1 时 也 成 立 ， 其 中 4 为 
常数 ,再 由 估计 式 (5.2) 得 
(JP CY(w))) < saM, I= 1 (7.55) 


其 中 8 也 为 常数 ， 
我 们 对 于 基 话 数 Lz)， 利用 (7.46) 及 (7.55) 有 


l= Ille®r) 一 有 err 一 | Ce) er Ye se 


< nM 16, — 09,1. 


由 此 就 得 到 了 《7.54), 引 理 5 汪 毕 。 
现存 对 于 上 面 的 正则 点 组 x 一 VCe) 呈 1,2,…" 对 
任意 的 , 再 选择 7 个 点 组 : 

2 qleer Ts )) ,1 =0,1,--,m— i, k= 1, 2.°*°* n> 
其 中 每 一 个 点 组 是 由 严 个 点 组 成 的 .显然 有 zi 一 34 令 i ts) 
为 每 一 个 点 组 的 基 银 数 . 

io = TE 2 Sb, hl (7.56) 
jl Tk Dt 
我 们 有 下 I 的 引 妇 ， 
引 理 6 上告 区 域 D 的 边界 满足 Ampnep 条 件 ;《 见 (5.1))， 
则 存在 只 依 息 于 区 域 刀 的 常数 五, 使 得 
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1? (PCe®))) < B, (7.57) 
< 


oi (Cyle' "8B _ 
2° [iY 《和 Ce 中 | ET C7.58) 
其 中 一 x 志 9 一 各 挝 x 
证 注意 到 
(Cw) "OC ti )m si Ci， i 一 0,1,-: NC Ls 
(7.59Y 
以 及 引 理 2 证 明 过 程 中 所 得 到 的 估计 式 ;: 
I 和 一 Si w — wh ex M; 
Pe zh 一 和 7 U1 et 一 wh M," 
我 们 有 
a 2 erm) 工 ad 
Mo 仪 7 
由 此 就 容易 得 到 (7.57) 与 47.58)， 引 理 6 证 毕 . 
引 理 7 在 引 理 5 的 条 件 下 ,有 
3 lar So + eT 区 ， zr€D, (7.60) 


其 中 sc, 与 ec 是 不 依赖 于 4 与 w 的 常数 ， 

证 由 于 (7.60) 左 边 的 求 和 项 是 次 调和 函数 ， 因此 只 要 对 于 
zeFr， 即 了 一 和 ww》 和 一 后， 证明 (7.607 就 够 了 。 不 妨 假设 
9, 一 ?rz<<0 委 9， 应 用 引 理 5 及 引 理 6 ,可 以 得 到 


fs- 


5 Xv DP = lI ge D+ 2 Himey(e®))l 
4 一 1 


Hn 
十 SY Ce Dh 
rmt 
+ lI Cp Ce ) |’ 
12]-: 
双开 ? ws ES 
m Fl (0— Oy 
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iz]-' 
mB: E 1 1 


: 十 
m 2 一口 十 2 


i= C0, Dir) 


上 了] 
二 | 
f=1 C9, 9。_ 订 
2m Br 1 
(SYm ci 了 六 


1 
Ei 


28: 十 


4 
zr Br 
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有 
这 就 证 明了 《7.60), 引 理 7 证 毕 。 

注 ”从 不 等 式 (7.57) 看 出 ， 若 区 域 人 的 边界 满足 Anbmep 条 


件 , 则 插值 点 组 

2 ge) Rd, 12 (7.61) 
也 是 正则 点 组 ， 其 中 wm，a:，,*"* 是 完全 任意 的 实数 .这 里 也 可 称 
{7.6] ) 沙 Bejtr 点 组 。 

沈 圭 我 们 可 以 证 明 下 面 的 定理 了 ， 

定理 6 (Kivarir3) 设 区 域 马 的 边界 TT 满足 Anbrep 条 件 ji 
《总 (5.1)。 设 {x}CT 是 闭 区 域 BD 上 的 正则 点 组 ， 于 是 对 于 
任意 的 函数 内 z)e ACD) 及 任意 的 1 之 0, 存在 多 项 式 序列 Pu(s)， 
它 具 有 下 列 中 个 性 质 。 

1 多 项 式 p,(z)》 的 次 数 委 以 1 十 1)。 

py 0 Kel) Re lls nn ,2 

3° 一 了 (月 是 一 个 可 以 清楚 地 给 出 的 线性 算 于 ， 


lim max |iCx) — p(s)}1 一 0， (7.62) 


We It 


证 设 4 (3) 是 # 次 多 斋 式 ， nn 1,2,-……, 生 
ea 一 max lis) — gle)! — 0., (7.63) 
这 样 的 多 项 式 序 列 显 然 是 存 存 的 《可 参看 第 一 章 中 的 Mepransy 
定理 或 第 二 章 $ 5 中 的 Ahnen 定理 ). 
例如 ,下 
i < 站 Fn(z) 2 
Gefz) we f[wer)] au 二 |a 5 
其 中 ECz) 是 区 域 D 的 观 次 Faber 多 项 式 , 它 是 函数 f(x) 在 
区 域 D 中 Faber 展开 式 的 刹 术 平 语 和 ( 见 $5 中 Anpteb 定 至 ), 因 
此 是 一 个 线性 算 子 。 
de 
令吉 | |， 及 


pelz) — qo tz) + D>, {fz’) 


— qa YH" (Cz) Li (C2) 1, 
其 中 1 (x) 晶 {zi} 的 基 函 数 , 而 fr*( 东 是 由 (7.56) 确 定 的 . 
显然 有 
1” pfz) 是 多 项 式 , 共 次 数 所 Cn 一 站 :2m < 魏 民 1 十 9)。 
2° 太一 Ya 十 所 ro》 一 和 -区 2 ) 
== Ha) vv 一 12， 


3” p_i(z) 是 一 个 线性 算 子 . 


4° Is) — po) | 安 HG) 一 qiCe)| 十 他 1 达 z 各 人 


—g 2) HC 1 Cs 
由 兹 利用 (7 63),(7.46) 及 引 理 7, 可 以 得 到 
ifa) 一 prt) | Sst Me, Di) 
Pp 


x 2 
< 扫 Meo[ 十 ci 十 ec 三 ) 
， 加 
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/ 
< Me,l! 十 ci 十 ci 4), 
n 


虫 比 从 (7.63) 就 得 到 了 (7.62)， 定 型 6 证 毕 . 

如 果 对 于 函数 f(z)e A(D)， 其 中 DD 是 Jordan 区 域 ， 选 择 
Fejér 插值 基点 ,作出 其 Lagrange 插值 多 项 式 .尽管 其 Lagrange 
插值 多 珀 式 不 一 定 在 闲 区 域 万 上 一 致 收敛 到 函数 乒 z)， 那 么 试 
间 , 它 是 否 能 平均 收敛 到 fs)? 当 DD 是 单位 圆 zl < 上 时 ,我 们 
在 $6 中 已 作出 了 肯定 的 解答 《 见 $6 中 定理 5)。 当 刀 是 以 解析 
曲线 为 边界 时 ,1965 年 Curtiss5 也 作出 了 肯定 的 回答 。 当 区 域 
也 的 边界 Te Ce s >0 时 (这 表示 曲线 了 的 参数 方程 z 一 式 虽 
满足 z (站 关 0， 且 z (DELipe)，1969 年 上 nbnep 与 人 anHhao- 
ropekar 也 给 出 了 肯定 的 回答 。1987 第 沈 党 昌 与 钟 乐 凡 “ 对 更 
广泛 的 一 类 区 域 D， 不 仅 对 上 述 问题 作出 了 肯定 的 回答 , 而且 还 
给 出 了 通 近 的 阶 的 估 江 。 为 此 ,我 们 首先 给 出 几 个 引 理 ， 

引 理 8 设 区 域 只 的 边界 FE CI， 8 之 0， 则 对 于 了 映射 包 数 
z 二 要 (ww), 我 们 有 


lo 0<A ITE | G4, wl 1 1; 


0 -一 在 

(7.64) 
12° OZARiWV) EA, wl1; {7.65) 
3 Ww)ELips, lIw!l > 1; (7.66) 


49 | Ga) 1 


| ey wu 
si10， lwi 守 1， lui| 守 1; (7.67) 


A | 


59 yw)| AAAIw C1) ,lwi> 1. (7.68) 
今后 膨 4 4 表示 溃 数 . 

证 在 $3 中 证 明定 理 5 时 ,我 们 已 经 提 到 过 ， 应 用 Kellogg 
定理 (参见 Tonystn 的 著作 “"), 容易 看 出 1*，2° 及 3” 部 成 
立 。 

现 证 明 *s， 对 任意 的 dj 之 1, ;wi D2 1, 存 在 着 连接 sw 与 w 
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的 晶 线 “， 使 得 的 弧 长 不 超过 14 一 wi, 且 使 对 任意 的 Ea, 


1 人 关上 及 及 15 一 ii 志 iw 一 a|、 于 是 
(TO) — TH) ~— Pw) Cw 一 区 | 


= | Drs < lw mu | 


委 如 ji 一 2 re 
再 由 (7.637) 号 立刻 得 到 (7.66)。 
由 于 有 (w)e Lipg, 因 此 应 用 Hardy-Littlewood 定理 ' 各 ' 硬 1 让， 
就 立刻 得 到 (7.68 )。 
引 理 9 设 区 勤 忆 的 边界 TE Ci， 6 之 0, 且 考 虑 Fejtr 点 
组 : 


24 
#0 = PE), = Et 
上 


下 天 一 01 34， 《7.69) 
邻 
I,(w) 一 I Cw ) 一 于 (ww {7.70) 


ro (Cw CO— wi )d 


其 中 4 是 区 域 口 的 保 衣 半径 , 即 


gw 一 do 十 十 全 十 (7.71) 
刚 有 
[0) m1 Sig, lw) — 1 (7.72) 
Ld 
Pw) Wn) WAN 
{w — w)d MH 
XC(w, HH) = 
(Cw) 
(Ud » WW, 


它 在 Iw! 之 1 中 解析 ,在 lw| 空 1，|w| 关 1 上 活 绪 ， 且 占 
《7.10) 知 XCw ,00) 一 1!， 因 此 


DL lol 
i=' 
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由 于 和 (mo)6 Lipe， 因 此 inX(w ,nw)€ Lipsg【〈 看 作 x 的 函数 ). 由 
Fourier 级 数理 论 知 ， 上述 展 开 式 在 lw| 之 1 上 是 一 致 收 钱 的 ， 
由 于 


De 一 互 ( 间 i 
因此 有 


人 
0，f 不 是 # 十 1 的 整数 售 ， 


nw) 一 >， lnXCw, wh) 


= 


Cn Ee DY arn+i (te }, 1w | 之 1 {7.73) 
为 了 估计 iaiCw)|，, 对 于 1 < << 了 ， Iw| = 1, 
| OinX(w, «) az -| | 到 《xz 
Je EP le=p { Cw) — Pn) 
WY ll 


EY Cony 


中 Cn) Tx) 
[mip ee 一 (xy Ww ) > (wx) 


-|| + | 
Hy 
一 | 十 7。 


Tlw) YK) ww 
由 《7.64) 及 (7.68)s 对 于 lw; 一 1， 


Idx 


i + | 


lump 


je i [du Aula 万 一 了 
《p 一 1) Na |w 一 | (e 一 De “ 
lau| 
ne 二 lo 一 al Co 一 0 
因此 得 到 
| [2 0 wu | dm| A -一 4 
te'=p GPs (p 1»™* Pp—l1 


33 和 


Joel 一 1, [< J 二 2, 
2 
由 于 
OlnX(w ,sw) ™ 区 十 1)ai(w) 
Oa 人 ait! 
Ss Cw, 4) 
ES OlnX(tw, #) ir 
Kj 下 GD) [全 es i dul 
1 g71n 
pr | 1 ln XC sw ， 2 | lam 
2 J iWlp Om 
it? 1 
A ll 
(一 1 2 一 上 
取 一 ! 十 了， 就 得 到 
ig(w)| 所 人 Bi, Iwl— i, 7 一 1， (7.74) 


由 (9.73) 与 (7.74) 得 到 


iD 人 (ol Cnt 1) DY eol 


4 | < 
< | 十 177 
(4 f [a 2 it nln > 


A 
ty ip(z 1). 
这 个 估计 并 与 (7.72) 是 等 价 的 。 引 理 9 证 毕 。 
下 面 我 们 还 需要 二 个 引 理 ， 它 们 是 说 明 三 角 多 项 式 与 代数 多 
项 式 L? 积分 与 L? 扬 离 元 和 之 间 的 关系 。 


引 理 10”” 设 5,(x) 是 % 次 三 人 多 项 式 ,于 是 
! 1 
2 3a 
人 We ， 


< ps 十 co， (07.75) 


个 [sea 人 本 15.6D1 ， 


【了 了 机 


“he 


® 了 34 


1<p<+%, (7.76) 
其 中 4 是 绝对 常数 , 而 4。 是 内 依赖 于 P 的 常数 ，04 一 一 2 


22 十 了 
[ 一 0s1,-**, 27 
证 显然 ， 
$x) = 二 全 SD — x)d, (7.77) 
其 中 
1 
” .了 十 PE 
DW) 一 3 + Dl cosku 一 (nt 7) (7.78) 
S| 


2sin— #4 
2 


是 Dirichlet 核 ， 显 然 ， 若 在 (7.77) 中 将 《7.78) 所 确定 的 D,(4) 
换 . 上 任意 -个 三 角 多 项 式 , 兵 费 它 的 前 = 个 部 分 和 与 D,《w) 一 样 ， 
《7.777 仍 成 立 。 因此 ,我 们 可 以 用 

ZK Ca) 一 天 ov) 
来 代替 D,(w)， 其 中 天 (xz) 是 Fejtr 核 ， 


2 sin 了 了 (nA 1 
KW) = eT 0 ， 《7.79) 
sin -一 
2 
这 就 得 到 
FSOF ES EN SO Ki — sa 


in 
+ SOK 一 za， 
3 w/o 


利用 国 煞 w?，p 之 1， 在 # 之 0 时 的 唔 性 ,由 上 式 得 到 


上 45 中 <2 仁和 ts {kt — #9ae | 


人 


十 月 St 天 CE 一 xdz 下 


a 3354 


3 
LY SCO lk ks — sa 


+ i) SO 1K ls 一 oa， 
3 HW Jo 
(7.80) 
加 果 注 意 到 ,对 m 所 24， 
x > 0 1 
将 (7.80) 中 取 + 一 26， 然后 求 和 ，, 大 一 0,1 :2n 十 1， 右边 将 
求 和 号 与 积分 号 相互 交换 ,就 立刻 得 到 (7.75), 其 中 4 一 3。 
为 了 证 明 (7.76), 取 咕 数 g(x)， 使 


ls 人 { 5.cobaz 


1 (= 
-| Klt — x)dr = |], 
x 小 


二 | S.Cx)gCr)dzr, (7.81) 
其 中 


iv 一 了 二 (7.82) 


由 此 和 用 Halder 不 等 式 及 不 等 式 (7.75), 就 有 

ls. 一 全 sal 一 | SC, Cds, 
其 中 g(x) 是 函数 g(x) 的 Fourier 展开 式 中 第 # 个 部 分 和 .由 
上 式 利用 插值 多 项 式 表示 式 ,容易 得 到 


5, 一 2 $C0)8o01) 本 


< (Bs.(001 Fe ee ee 
< 4 (Bts. (9DP = hele 
< 4 位 1S,C60)1 二 J) 号 ?je 


和 当下 和 


2 
2 se 
其 中 倒数 第 二 个 不 变 式 起 利 月 函数 Fourier 级 数 问 分 和 与 函数 本 
身 范 数 之 癌 的 关系 式 ，8， 为 估计 常数 ，4， 一 48,。 这 里 还 用 到 
了 gl 一 上。 
引 理 10 证 毕 . 
注 若 p 二 1， 则 (3.76》 可 以 不 成 立信 如 ， 取 5.(7) 一 


w 站 
DCx), 向 BUT 是 stn 十 二 3 的 概 ， 因此 ， 


< 人 ( 忆 S.C i? 


(7 79) 的 右 过 的 值 为 2 一 =, 而 左边 的 舍 为 x14。， 其 由 4。 


为 插值 的 Lebesgue 常数 ， 因 此 左边 趋向 于 无 穷 ， 这 说 明 ? = 1 
时,(7.76) 不 成 立 ， 

项 2 一 2， 则 (7.76) 也 可 以 不 成 立 。 事 实 上 , 存在 连续 通 数 
jx)， 医 在 插 信 点 * 一 由: 多 三 0，1,……"，2n 上 到 值 为 骞 ,但 
3x) 为 播 值 多 项 式 , 因 此 它 在 LL90,2x 中 的 范 数 可 以 为 匹 穷 ( 参 
看 文献 [213], 第 二 卷 $ 8)， 

引 理 11?3 设 Pu(z) 是 # 次 代数 多 项 式 , 则 

二 


Pak] $ 22 
f 弛 Tz 一 - | jf 
(Pir DA A 业 | PKe ia } 


1 和 pp 二 +o0， (7.83) 
1 1 
2= Pp 2 2 市 
ple")ira, ) A, | PKe'ektJ|P 一 全 下 -) ， 
0. 1P(eJira | < i Cerot)| 7} 


Il<p<+o0, (7.84) 
其 中 4 是 绝对 常数 ，4。 是 依 帧 于 ? 的 常数 ， Gh 


0,1,.-.,2n. 

证 若 # 一 24 是 偶数 , 则 容易 看 出 
IP.CeD) = 15.00)|, 

其 中 


@ 337e 


$0 一 ee K+ oe Dt, 
这 里 设 PCs) 一 习 十 cz 十 :十 cs， 因此 出 引 理 10 就 立刻 
得 到 引 理 11。 
若是 奇数 , 则 仿 
Pls) 一 加 十 zgo-i(z)， 
其 中 @。 (Cs) 是 智 数 次 多 项 式 , 显 然 右 
iPe Yd| 委 lc 二 18。 Ke) 
[Qe DY)! 委 |c| 十 jiPoCe 7)]。 
由 此 得 到 
Y x 下 
(+ 3 Palewi)l? | 


2 全 


< |eol GG Zo ee 了 2 


< ice| 十 1 (二 190, iCe' Dl?az 上 
实 


< jco| 十 4|icol 十 4 (;~ I lp hrar) 。 
因为 
1 2= 2x 本 
ol | Plea < {zr ) Peled leas), 
因此 立刻 得 到 C7.84), 其 中 4A4, 一 24 十 1。 
类 似 于 上 而 的 讨论 ,只 村 注意 到 
| i 27 
es 全 5 Re 十 
就 可 以 得 到 《7.83), 其 中 A, 一 24， 十 1。 
引 理 11 证 毕 , 
班 在 我 们 来 证 明 下 列 完 再。 
定理 7 了 ( 议 - 钟 0) 设 区 域 吕 的 边界 Te C't*,，e >0, 和 且 
考虑 Fejér 点 组 (7 69), 又 设 f(z)€ ACD)， 且 L,《f;z】 是 函数 
jx) 在 Fejtr 插值 基点 (7.69) 上 的 # 次 Lagrange 插值 多 项 式 ， 
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) 


则 有 
; 1 
人 一 Lei < Le 人 (二 用 (785 
其 中 wl6,f) 是 阻 数 f(z) 在 了 上 的 连续 模 。 


证 已 和 | 
< wa (2) _ 86 
Ll; 2) 之 A ned 《7 86) 
关中 
i TT (7.87) 


这 里 为 了 简化 起 见 ,我 们 没有 写 上 每 一 个 点 z?? 的 上 标 ， 且 以 后 
对 sw i") ek 一 0。1， "3 也 一 样 。 
显然 有 


oz = tm WD ns) 


Cm 
: oa) wt sot! ww — tk 
wt ww D0) Pwry 


(nt Tw? _ 3 
-0 


对 于 由 (7.70) 所 定义 的 H.Cw》， 
nw) 一 一- on) 《7.88) 


出 此 得 到 
1 way Cw ) 7 8 
eg ) {n+ 1d TN,d i ) 《7.89) 
与 
cs(z) (1w°+! A 1) d*+i, (Cw) 
人 (7.90) 


比较 (7.86) 与 (7.89),(7.90) 后 得 到 


Os Oe ONC) 
LCf; z) a Zk 如 CO we 
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到 a f(z UL = 


#1 wo Vw) 一 YCws) 
人 a es 
(0 nw) 1 Bi 


oe Cw Ow Oo ww 一 2] 
Ew) — Ow) i 
1 wilw"t! — |) 
+ 1 f(z 2) 
一 AF wT BF wT CF 0), zi— Taw), (7.91) 
定理 7 在 0 达 p 志 1 的 情况 是 可 以 转化 到 ?一 2 时 的 情况 ， 


因为 此 时 由 Halder 不 等 式 ， 
{1 — LC; Pa 下 
i 


因此 ,我 们 愉 和 起 在 1 达 p 过 十 oo 时 证 明 (7.75) 即 可 。 今 后 我 们 就 
认为 ] 三 pp 三 十 00， 


为 了 证 昌 (7.85) ,我们 只 需 证 明 ， 


{Ca etaal} Salfhe ~ cmaxlf la)!, (7.92) 


对 任意 fe ACD) 即 可 。 因 为 对 于 任 兰 一 个 次 数 不 超 过 二 的 多 项 
式 pz)，L.(pn;2?) 一 pa(x)， 因 此 若 (7.92) 成 立 , 则 有 


由 — PY 


wr- 


— {ff — p69) — Lf ~ pss) blari} 


< 0) — pe) 1r ldzl} 


+ {| Lf ~ p55)1r1asl} 
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< C2 ij 了 Ps ll, 
而 由 § 5 中 AAMbTEP 定理 知 , 存 在 praCs), 使 得 
OD — pa lo = ma lf (0) 一 名 (| < ew (31), 
这 就 可 以 导出 C7.75) 了 ， 
由 引 刺 。 及 (7.64) 得 ， 
Mol < olf | li 


kak fl (7.93) 


其 中 倒数 第 二 个 不 等 式 是 利用 引 理 1 中 估计 式 (7.33) 而 得 到 的 
为 了 估计 [8Cf; w)|，|w| 一 1， 不妨 认为 w 与 wm 一 上 的 
距离 不 大 于 与 其 他 所 有 点 ws 一 1,2,"…*，n 之 间 的 距离 ， 则 有 


x 
< 
|argw| 扫 二 本 


3 


0 1& < 


‘tw 一 wl! 


zn 十 1 一 不 
及 
本 | cAn + 1), 
涯 此 就 有 
CD sw 
| f(z) | 下 办 二 区 让 od mle 
(7.94) 
及 
1 - n+l _ 和 
pe fz walw blac — (wt) 


rl 
WO 


«34le 


-fl = i 


有 十 1 二 iw wl 
S20 二 ee afl (7.95) 
其 中 第 一 个 不 窜 式 是 天 用 3 引 理 8 中 的 (7.67) 后 得 到 的 ， 
看 《7.94) 洲 (7.95) 就 得 到 
1BAf sw)| oulfls, lIwl= 1. (7.96) 
由 于 C,《j;w)》 是 闫 十 必 的 次 数 不 各 于 # 的 多 项 式 , 且 有 
CaFitwi) = f(z) = 0 ny 
由 此 根据 引 理 11, 我 们 有 


1 


外 ciee va 于 


| ey 


#3 4=0 


Ir 


< 2 fo 中 < cullft,. (7.97) 


比较 (7.91) 与 (7.93),(7.96),《7.97), 就 并 刻 得 到 (7.85) 
定 埋 7 泪 毕 . 

注 ”定理 7 中 估计 式 《7.85), 一 般 地 来 说 ,是 不 能 再 改进 的 。 
设 区 域 DD 是 单位 加 1z| < 1， 闲 


+ 


1 一 全 le As) & 1). 


x=0 


对 于 任意 的 6，0 < 8 < 1， 存 在 ,使 得 下 么 5 < 二 ,因此 


2#+L 2 
1foKCerxetro 7) 一 fole'®)) 
< 六 2 和 ee 1 二 2 > 2 二 


kz 二 一 + 


» : Se 
< ci 22 二 cw2 * < C503, 
r=0 


二 


这 眶 导出 了 je Lip >， 是 对 仁 意 入 自然数 zn， 根 其 定理 7， 


{fh LCs lariy < ew2Ti, 
出 于 在 Ljzi 一 1) 三 滑 数 f,<z) 的 最 佳 逼近 多 项 式 恰 好 
是 蕊 的 Tayler 波 开 式 , 因 上 比 辐 2" 次 多 项 式 进行 逼近 时 ， 最 佳 还 
近 值 为 
[| 各 re 
1302 
-Vi( 5 7) 一 Vi 
业 = sl 
这 就 说 明了 ,对 于 函数 fo(s), 引 理 7 给 出 的 逼近 阶 的 估计 是 精确 
的 。 
定理 8 【〈 沈 - 钟 %5) 没 区 域 D 的 边界 TeE CE 0， 由 
对 任意 的 p，0 一 bp< 十 oo 及 任意 的 测 数 f(x),，f'” (ze)e CD)， 
其 中 因为 其 个 非 负 整数 。 对 于 胃 数 fz) 以 Fejtr 插值 基 立 的 六 
次 Lagrange 插值 多 项 式 上,(i;z)， 我 们 有 


2 和 
Le 人 


了 1 1 

{hl ~ La lat) < Bo seo( js 1 ) (7.98) 
其 中 B。 是 某 个 只 依赖 于 严 的 常数 。 

证 “定理 8 的 证 明 完 全 与 定理 7 的 证 骨 一 样 ,只 要 注意 到 ,在 
现在 的 条 件 下 ， 同 样 根据 $5 中 Anpneh 定理 ， 存 在 ”次 多 项 式 
p(s)， 使 得 

和 


[zy ps) 一 max|jts) 一 六 sfz) EC cso eS 
zaD 一 六 


就 能 得 到 定理 z。 
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第 三 章 ”有理 函数 最 佳 逼近 


有 班 国 煞 通 近 芷 隅 数 道 寺 伦 韦 一 个 重要 研究 方面。 在 实 轴 的 
区 而 上 ,由 二 习 有 惠 画 数 渤 行 还 这 时 ,其 还 近 误 点 比 床 多项式 逼 近 
来 得 好 ， 因 上 比 很 多 国 数 的 十 筑 是 丙 月 名 理光 数 的 般 近 来 洲 其 近 个 
值 , 昌 前 已 作为 计算 机 的 软件 来 广泛 使 用 。 在 复 平 面 的 区 域 上 ,有 
理沙 数 表 注 除了 在 理论 上 秆 为 一 神 副 近 外 、 在 实际 上 也 有 很 多 用 
外 ,例如 计数 字 泪 波 训 设 计 中 就 广泛 地 需要 用 和 有理 水 数 韶 近 , 这 样 
才 奋 可 能 入 肝 忆 子 元 件 来 实现 逆 归 灾 波 ;此 外 ,在 电场 1. 及 其 它 一 
北方 沽 也 帘 要 闲 到 有 理 国 数 簿 近 ， 

在 方法 二 ,有 理 通 数 逼 近 可 分 为 二 类 ,一 是 预先 色 定 极点 的 有 
埋 裔 歼 遥 近 ， 二 是 带 任意 弘 点 的 有 理 玛 数 蛋 近 。 它 们 各 有 其 理论 
及 应 用 特点 。 此 外 ， 也 可 以 对 有 理 分 式 的 系数 进行 一 定 限 制 时 考 
上 蕊 有 直通 数 通 近 。 本 章 将 分 别 介 绍 各 种 最 重要 的 基本 结果 。( 参 
各 文献 [15241 一 [156])。 


$ 1 加 上 有 理 冰 数 的 最 佳 逼近 


本 节 将 介绍 具有 预先 给 定 航 点 的 有 理 函 数 有 逼近 阶 的 估计 ， 而 
且 首 先 从 最 篇 单 的 情 癌 开始 济 起 。 
定型 1 设 函 数 人 z) 在 单位 圆 斩 上 连续 , 则 
RAAF) 一 inf max if (3) — 0, (2)| 


< max |f Cz) = tz) | 
< cw) (+,7), (1.1) 


其 中 下 确 界 是 对 所 有 形 如 ， 
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Os) 一 人 + 
z E 
十 ciz 十 十 cz" (1.2) 
而 取 的 ， 
R,(z) 一 DAsnanz™, (1.3) 


-ad f Cz) 
CN ;| ge+l dz ,mm 一 1 a 1), 0 
(1.4) 


! 为 任何 自然 获 ,w1(5;f) 为 函数 f(e”) 的 上 次 连续 模 5a，c 是 只 
依 囊 于 1! 的 常数 。 

证 观察 证 明 第 二 章 $ 3 中 定理 ! 时 的 步骤 可 以 知道 ， 存 在 
al# 一 1) 次 三 角 多 项 式 ， 


I) = rAd to >) smC Im eos me + ba sin m0 ), 
(1.5) 
使 得 
C0) — fe < cio (1;7), (1.6) 
其 中 可 取 a > 二 二 的 任何 自然 数 ，4,。 是 常数 ,而 
"| fle?)cosmrdi,m 一 101 2 {1.7) 


bm 一 + fle®) sinmidi,m = 0,1,2,***, 
是 fe) 的 Fourier 系数 ,| 


fle)~ 十 > (Cam cosmt + bn sin m9 ), 《1.8》 
mm 


*» 34 * 


f(z) ~ 学 十 >>， mT, {1.9) 
ou (oo ~ ibo), ey (1.10) 


sam (ant id), mm 12 C111) 


这 样 一 来 , 由 (1.) 得 


AB) 一 rdoao ts 人 Mnaazn 2 0'9, (1.12) 
色 直 忆 
其 中 Aw 一 4,-。， 这 是 1(x) 的 形式 Laurent 展开 式 两 边 为 +# 
的 一 种 求 和 . 
比较 (1.5) 一 (1.12) 就 立刻 得 到 (1.1). 
定理 1 证 毕 。 
推论 若 f(x) 在 Iz! 二 1 上 有 连续 级 导数 天 oz)， 则 


RA Smarlf ~ Rl < eo (4,1%). G13) 


事实 上 ,只 要 取 定 理 上 中 的 1 一 人 十 1， 利 用 第 二 章 %3 中 53| 
理 1 及 上 面 定 理 1 就 容易 得 到 (1.13). 

注 若 误 数 f(z) ELr(|zl 一 1),0 达 pp 过 十， 则 当 1&p 
< 十 o 时 ,用 Jackson 定理 (类 机 于 上 盏 对 f(z)€E C(Izi 一 1) 时 
证 明 一 样 ); 当 0<p 到 1 8 用 Cropomxenrgo-KpoTroB-DOeBanon 结 
果 ”在 上? 空间 也 可 以 类 伺 地 得 到 (1.1) 的 结果 , 因此 对 于 高 
阶 导 数 (zy€E Llz| 一 1)，0 < 之 p 达 十， 也 就 有 类 似 于 
(1.13) 的 结果 了 ， 

定理 1 是 对 于 !zl 一 1 上 的 连续 函数 用 具有 给 定 极 点 在 
Zz 二 作 (n 王 极 点 ， 朋 在 lzl 之 1 内 ) 及 z = co (nn 重 极点 , 且 
在 1z| 之 1 由》 的 有 理 当 数 进行 亿 近 财 给 出 了 最 佳 候 近 阶 的 估 
计 ， 曾 第 二 章 $3 中 定理 1 起 对 ALlz| 所 1) 中 痕 数 (此 时 浮 数 
已 在 区 域 1z| 过 1 内 解析 了 !) 玫 其 有 给 定 极点 在 > 一 ce 《nm 重 
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极点 ,在 1z|l > 1 中 ) 的 在 理 函数 ( 见 ”次 多 项 式 ) 进 行 通 近 时 ,最 
佳 逼近 阶 的 估计 。 因 此 ,自然 地 可 以 问 : 对 于 上 述 第 一 种 情况 ,能 
香 斌 究 共 有 给 定 极点 村 aaa es (|e < 区 2 een, 
不 一 定 都 在 原点 ) 以 及 BBi,* 88 > 1 一 1 2 9， 不 
一 定 者 在 无 穷 远 点 ) 的 有 理 通 数 进行 鼻 近 时 ,研究 其 最 佳 通 近 的 阶 
的 估计 ; 击 对 于 上 述 第 二 种 情况 , 则 研究 具有 极点 只 在 8,p:,… …， 
B18ii > 1 一 1,2, 9) 上 的 有 理 耳 数 进行 逼近 时 ， 研 究 其 
最 佳 遂 近 的 阶 的 估计 ， 

定理 2( 沈 - 芝 “) 设 通 数 f(z) 在 1z| < 1 内 解析 ， 在 
1z1 专 1 上 连续 旦 f%(x) 也 在 |z| < 1 上 连续 ,其 中 为 蘑 个 
非 负 整数 设 {81} 是 iz1 > 1 中 复数 序列 , 则 对 年 何 有 限 个 数 
BisB2,-*-P,s 存在 有 理 函 数 
DD) bizt 


I CG —8;) 
( 若 有 一 个 数 ,例如 六 一 2， 则 在 (1.14) 中 用 + 代 葵 一), 使 
得 


(1.14) 


rf}=int maxlf(tz) — Glz)! 
Ga (rl 


< max |f (x) 一 R.Cz)| 


< eseC8Yy op), 0) + ots]}, C115) 

其 中 下 确 界 是 对 所 有 形 如 (1.14) 的 函数 R,(s) 布 取 的 ,4 是 绝 
对 常数 ， 

E.(P) 一 Cs (1.16) 


1) 


r=1* 二 Bil 


* 今后 我 们 有 兴趣 的 是 六 (1 一 [3 ) 一 +0， 这 是 能 实现 沁 近 的 充 轩 条 件 (项 
fe! 
收文 献 [111 成 第 二 章 44 中 定理 12)。 
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< 足 具 依赖 于 了 及 天 的 常数 

今后 我 们 仍 用 cciyvc …'， 表示 常数 ， 而 不 管 其 值 大 小 刀 
何 , 

证 利用 第 二 章 $3 中 定理 1 及 引 理 1 可知 ， 对 尾 何 自然 数 


N= [e007] 十 1， 存 在 N 次 多 项 式 8.(z)， 使 得 


1 2 
max|f 2) ~ Qn(z)| < eo (1). (C117) 


现在 设 Rw(z) 为 形 如 (1.14) 且 满足 下 列 插 值 条 件 
l Ye 1 ; 5 
RA0) ~ Qk0), Ry ( 直 ) Ov), i 1,2 
(1.18) 
的 有 班 约 数 ， 这 里 , 若 Bi P= Bi Cs 之 #)， 则 在 
《1.18) 中 理解 为 不 仅 是 在 = 上 进行 插值 ， 并 且 还 对 其 相应 


的 1 到 :一 1 阶 导数 进行 播 值 , 即 


RY 加 一 of m= 0,1,..-,:— 1, 
即 理 镍 为 Hermite 插值 

类 似 于 第 二 章 $6 中 Lagrange 播 值 多 项 式 的 余 项 的 可 分 表 
示 式 ,这 里 也 容易 证 明 , 用 形 如 《1.14) 的 有 理 函 数 进行 插值 时 ,其 
余 项 也 有 积分 表示 式 ， 


Ep 

:TT—_22 

= i 212 Pk 
@xw(z)y 一 Rplz) 二 1， 和 
TT 

to1 tO— PB 


其 中 T > 1 为 任何 数 。 因 此 ,我 们 有 
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l9v() 一 RwCo1 = | |: I 和 二 | + 


TerT 1 £21 2 一 8 汪汪 
二 pi ldrl, zl 1, 
A ji 一 

(1.19) 


为 了 对 《1.19) 进行 估计 ,我们 指出 
1” 当 lzl 委 1 时 ， 
pz 一 1|<1 1.20 
| E ‘ ) 

2 当 | 和 上 时 ,由 《1.17) 可 以 得 到 

max | Qn Cs)| 委 Mi), 

其 中 Mi 是 与 f(x) 有 关 的 常数 . 利用 BepuuTe 襄 不 等 式 ( 参 
看 文献 [92] 或 第 二 章 5 3 中 引 理 9)， 


ma, | Ont). € MIT™, (1.21) 
3 当 | 一 7 时， 

7 一 已 Bi| 十 工 

国人 《ji.22》 


事实 二 5 设 PB: 一 |B;l ef ， 下 Te®, bu 
| 二 -| 


r= | 
T+ 18|* — 2T|P,| cos (0 一 pi 
YTBl 1 — 27I8,| cos(0 — oi) 

利用 函数 


二 T+ p27I8 ln 
We) Ta218;| 十 1 一 2718ix 


在 区 间 《 一 1,1) 上 的 单调 减少 性 质 就 立刻 得 到 (1.22)。 
比较 (1.19) 一 (1.22) 就 得 到 


18C2) 一 RyC)| < ee I | (1.23) 
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若 坡 荆 二 2， 如 利用 不 等 成 * 筷 e'!， 由 上 式 坦 


a Ni 
ia 
|Owtz) 一 Rn 人 os 二 2Mi2 TT 
2 Vi¥sait3™ 
< <) (1.24} 
[4 


最 后 由 于 
rf) 挟 max|f Cz) 一 RnCz)| 


< max{fls) — Oana)| + maxl Qn) 一 RwCz)l， 


利用 (117) 及 (1.24) 就 立刻 得 对 (1L15)， 其 中 可 以 让 9 一 (2) 


定理 3 得 证 。 

注 若 玖 港 H? 空间 ，0<p 二 十 0%， 当 了 宇 1 时 ,利用 第 二 
章 $3 站 公式 (3.32)， 而 当 0<p<1 时， 利用 第 三 章 $3 中 
Cropoxeaxo 定理 《 负 定 玲 3)， 也 有 类 估 于 《1.17) 的 估计 式 ,只 是 
考虑 Ht 空间 东 数 在 1z| 一 1 上 连续 模 就 行 ,而 当 0<p < 1 时 ， 
将 将 六” 换 为 人 4》 (可 参看 文献 [186] 及 [176])， 


推论 1 若 通 数 f(z) € 41zls 委 1 机， 则 对 任意 的 ”， 存 在 
共有 极点 在 名,18,| 之 1,1 一 1,2,-…-,n 的 有 理 国 数 R,(z)( 见 
{1.14)), 个 得 

may fts) 一 Rls)! < cle.lp),f). (1.25) 

事实 上 ， 若 f(x) 三 c, 则 《1.25) 显然 成 六 ,否则 利用 gt 之 
cw(5,1》 以 及 定理 2 就 立刻 得 到 (3.25). 

推论 2 若 阴 数 f(z)€ ACiz| 志 1)， 上 是 f(z) ELipe 在 
ia! 所 上 上 上 成立， 其 由 为 非 负 丈 数 ， 则 对 任意 的 "， 在 在 具有 
级 点 在 六 ,8 1，: 一 1;2, 9 的 有 理 范 数 R,(z) 《 风 
{1 14)), 使 得 

maxlf tz) 一 Re) < eXep))™, (1.26) 
事实 上 ， 比 较 定 理 上 公式 (1.15) 右边 两 项 趋向 于 零 的 速 虚 ， 


3 人。 


就 可 以 立刻 得 到 (1.26)。 

对 于 单位 圆 外 的 解析 蚊 数 用 有 理 函 数 进行 逼近 时 ， 也 有 类 似 
的 定理 . 

定理 3( 沪 - 娄 mo0) 设 函数 (xz) 在 |z| 之 二 内 解析 ,1z| 之 
1 上 连续 且 具 有 直到 上 级 连续 导数 ， 设 {a;} 是 Jz1 < 1 中 复数 
点 列 , 则 对 任意 自然 数 mw， 存在 有 理 函数 ， 


> dz 
Sa (2) 一 一 4e1 (1.27) 
Tes ee at) 
使 得 
max|lf (2) 一 Se(z]| clea) oeao), 1*) 
十 qm, (1.28) 
其 中 
Em(a) 一 ee (1.29) 
> 《1 = lail) 


t=l 


事实 上 ,只 要 对 函数 有 (十) 应 用 定理 2， 就 可 以 得 到 定理 5, 


类 似 地 也 有 二 个 推论 ， 
推论 1 车 f(z)e A(Iz1 安 1)， 则 对 任意 自然 数 m, 存在 具 
有 极点 在 wm， 一 1 2,-…,m， 形 如 (1.27) 的 有 理 表 数 5。(z)， 
使 得 
max|f (2) ~— Sz)| SE cowlenlu),f), (1.30) 


Trl«! 


推论 2 若 f(z)€EAllz|1), 且 f(z) 在 |zx| 之 1 上 


* 奖 伺 于 前 面 ;这 里 饶 有 音义 的 是 >) (1 一 Iail ) = 90， 这 是 能 实现 证 近 的 
dmt 
充 要 条 件 ( 见 文献 [11]). 
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久 足 Lipn 条 件 , 则 对 任意 自然 数 严 , 存在 具有 极点 在 &;, i 一 !， 
2,… ,六 形 如 (127) 的 有 理 滑 数 Se(z)， 使 得 
max|f Cz) 一 Se(z)| efto)}tte, (1.31) 


注 当 藉 co) 一 0 时 ,公式 (1.26) 中 So(z) 可 以 取 为 


m—1 


>) diz* 


=0 (1.32) 


mm 


Tl{z 一 < 


下 面 讨论 单位 圆 上 的 连续 函数 用 有 青田 数 作 腺 近 的 最 佳 通 近 
定理 ， 

定理 4 〈 沈 -类 250) 没 闵 数 f(z) 在 lz| 一 1 上 连续 ， 有 有 
直到 并 级 的 导数 , 则 对 任何 自然 数 畏 与 及 点 列 o;,31 = 2 
1 与 Bi 一 1，2,……， 他 9 存在 有 理 函 数 


机 


-4 者 
CC 


Ratal2) 一 (1.33) 


II 《z 一 oi) EL[ 《z — Pi;) 
t=) je] 
使 得 在 'z| 一 1 上 有 

max|f(z) — Rr C2)| 


(nl 
eles ol en er), 1) + elB tole.(B8), 上) 


十 9m 十 gm 机}, (3.34) 

其 中 eu(a) 与 6.(8) 分 别 地 由 (1.29) 及 (1.17》 确定 ,4 是 绝对 
常数 ，0<9 之 1, 

证 “首先 由 定 一 1 的 推论 知 , 对 任意 自然 数 N， 存 在 次 多 


项 式 及 二 的 入 次 多 项 式 Qn(x),8n(0) 一 0， 使 得 在 单位 圆周 上 
有 


《 可 以 认为 lim ew(a) 一 0, lim ga(8) = 0% 因为 这 是 实现 通 近 的 充 曙 条件 ( 参 ” 
现 文 献 [113》， 
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max 
lrl=} 


1 一 (Pr 二 人名 < 记念 六) 


由 (1.35) 及 f(x) 的 连续 性 ,我 们 有 
Ps + On( Lt) < Mm, 


max 
1gr1=1 


其 中 Mi 为 只 依赖 于 f 的 常数 ， 
我 们 希望 在 |z| 一 1 上 得 到 Pw(z) 的 最 大 模 估 计 , 显然 有 


Ps 一 二 | Ce 


ZI t 一 g 
因此 ,对 任意 r 二 1， 在 |z | 志 了 1 上 有 估计 式 ， 
《5 十 Or 
max |Pw(z| < 二 | 0 
1zksre 2x1 LI 一 ! | 专 一 z| 
< -af 
1 一 ri 


根据 Bepantreiia 定理 (参看 文献 [92] 或 第 二 章 $3 中 引 理 9)， 


max|l Pw) i 


一 


-WH Fr = 一 -上 ， 则 
着 取 r 一 1 一 一， 则 


max |Py(z)! eMN. 
下 面 的 讨论 完全 与 下 明定 理 2 时 一 样 , 存在 形 如 (1.14) 有 理 
项 数 Ruw(ks)， 使 得 


ey Mj_NTx 广 -18+ 工 
woz lp HOt TM nr 


若 取 了 = 2.N 一 |: maxCsala) ,sa8)")| 十 1， 则 由 上 式 得 


ma | Ptz) ~— Ray(z)| SE cmax(enCoe) ,8.6)™') 


i#iGl 
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i (1.36) 
类 似 地 ,存在 形 如 (1.32) 的 和 有理 阔 数 Sofz)， 使 得 
max Oy (+) 一 Sm tz) | 


ra 


< emax(gnlu) ,esp8)-!) - (二 六 ” (1.37) 


利用 
maxlf Cs) 一 《Rs(Cz) + SC)))| 


< IDax 
Hz:=] 


1 一 Psta 十 ov (t)| 
十 maxiP ul) 一 Rnta)i 
十 max 9n( 二 二 )— ss)|， 


及 《1.35),《1.36),(1.37) 就 立刻 得 到 (1.34)。 

定 建 4 证 毕 。 

这 里 出 有 二 个 推论 。 

推论 1 若 疝 数 f(z) 在 1z' 一 1 上 上 连续, 由 对 任何 白 然 数 
各 与 4， 存 在 形 如 (1.33) 有 理 ! 涌 数 Rs)， 伍 得 

max fs) — Rois) | SE ewleEnCe), 1) + ols lp), 1)), 
(1.33) 

推论 2 设 部 数 jx) 在 在 |z| 一 ! 上 连续 ,， 且 有 直到 不 级 的 
导数 ,其 中 克 是 在 负 整 效 ， 并 (x) € Lipx， 则 对 任意 自然 数 亚 
与 mi 二 汪 革 Ran+otz)、 使 得 

max|f (2) — Ratels)| SE ec{e, (a) EPIT},. C1.39) 

注 对 于 As m2 1 空间 以 及 工区 zl = 1) 空 各 ,0 
二 十 c. 这 蜂 邮 有 类 似 的 结果 ,只 要 注意 到 定理 1 后面 的 注 . 就 
有 类 似 于 《1.437 结果, 共 伦 方法 是 类 似 的 ， 

过 去 已 半 役 多 作者 济 究 过 上 上 术 旭 近 问 题 ， 如 Elivort!®, 
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Walsh 有 几 炎 6aLIYHLG AtebresnH 与 xp6anuan” ,其 .下 
特别 行 址 的 是 AMepreslrm 与 六 piaogg 在 1954 年 的 引 果 ”I， 代 
蔡 我 们 的 量 gala) 与 sa#)， 在 季 们 那里 却 是 ema)| lms,(a)i 
与 &.(8)1ins,(8)!， 因 此 是 不 精确 的 , 及 也 只 考 蕊 襄 济 导 笋 具有 
广 足 Lipschitz 条 件 的 阔 数 ,有 没有 芳 碟 一 般 的 连续 煤 、 

沈 变 妨 与 次元 仁 早 在 1964 年 就 已 经 得 到 定型 3, 定理 4 及 定 
理 5 中 的 结果 ， 但 田 陡 某 些 真 因 ， 他 们 的 结果 直到 1977 包 才 发 
家 -23451 顺便 指向 ，1977 年 DekapckHhiam 及 Andersson 与 
Ganslius 也 得 到 了 司 样 的 结果 。 


$ 2. 单位 贺 内 有 理 男 数 最 佳 珠 近 的 逆 定 理 


我 们 在 第 二 章 5$ 3 中 已 看 到 ， 为 了 研究 多 项 式 最 佳 逼 近 的 逆 
定理 ,经营 需要 一 个 Bepaurefa 定理 , 即 多 项 式 导 数 的 范 数 在 竹 
虑 蕊 近 的 集 台 上 被 多 项 式 的 范 数 进 行伍 计 的 一 个 不 等 式 。 在 研究 
有 理 郑 数 最 佳 逼近 的 逆 定 兰 时 ,也 朝 要 一 个 BepamTetig 型 的 不 等 
式 ， 区 有 理 瞩 数 导 数 的 范 数 在 研究 的 集合 上 被 有 理 函 数 范 煞 进 行 
个 计时 的 一 个 不 等 式 ， 

设 {15 这 1,7 一 1,2,-** 是 复数 序列 , 它 满足 


Sy @ = 和 一 十 oo， (2.1) 


于 [Bi 
设 
| 
NE Fa 
lm 一 -= 0 
a a 
] i 二 
A Bt) (2.2) 
且 当 HA 时 ， 
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;1 : 1 
EN 
or AT 名 


我 们 称 点 列 {8,) 必 寺 于 [4x,v]; 车 序列 仿 ,} 使 (2.2) 左边 的 
上 上 极限 ;3 于 <， 或 者 【2.27 左 运 的 上 极限 等 于 wx， 但 《2.3) 左边 
的 于 圾 眼 亿 二 蕊 迁 于 + 

类 瑟 [eaz} 是 鹿 如 序列 人 趋向 于 单位 别 周 1z| 一 二 的 
速度 。 若 {FB,? 企 单位 融 周 上 没有 极 眼 点 , 则 由 (2.1) 可 知 ，z 一 
0,>< 十 oc。 

我 们 有 于 加 的 PsepaImTrsma 型 不 等 式 。 

定理 1( 沈 -类 3) 没 定 列 {3.) Bl 1 nm 一 1， 2 
属于 多 [a 站， 而 

之 ) 5 


RCR re (2.4) 


本 (x 一 PL) 


则 在 1*1 所 1 上 ， 
1 当 p< 十 coyy 天 十 co 时 ， 


{RYE)! & erM {BE} + C2.5) 
2” 当 吕 < 到 十 coop 一 十 co 于 ， 
[RNKs)1 SS DM{E.} tt, {2.6) 
其 中 
M =— maxlR.(z)|, (2.7) 


ps 是 任何 一 个 大 于 & 的 实数 ，ch 是 只 依 刚 于 《及 v 的 常数 ,D4 
是 只 依赖 于 入 及 an 的 常数， 
证 ”考虑 函数 
G(o = Ri(z) TT .7 二 @， 


,= ] 一 Bz 


它 在 |zi 实 1 上 解析 ,在 lzl 一 1 上 
maxiCu(s)| 一 max R.(#)| — M, 
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因而 利用 蛇 大 模 原 于, 在 lz: | 上 得 到 


LRCe | <ull nes 


ull 站 1 二 《bz 一 DCi8i 一 2) 
Ee 
(2.8) 
当 jx; 一 1 时 ,我 们 招 Re) 用 积分 来 表示 : 
< = 1 [ 本 £) 
RUC) a rat oir dé, 
To 
其 中 1 实 0 为 待定 之 数 。 由 (2.8) 得 ， 


(4) | < 码 1 了 f {| | DI + Tyo 11 
le: OC 他 一 ) 


< 站 Mem .3 LiF I 


t=l 


1 
lpil (1 — Xl + 13(2 + TT, 


3 Ai; 到 一 1) 
”1 
F< 和 eo 十 心中 
fal 人 .3 
《5 是 常数 ) 
< tM(2 2 a | 
一 tm( 全 让 SELL lzs| 一 1 {2,9) 


着 ~ -so 芭 十 2， 则 由 (2.3) 得 
1 


了 站 
aE 


人 A, 
其 中 > 是 带 数 。 因 此 由 (2.9) 得 
RDG) < RI MTtSY -kexp Gi 二 lz| 一 1 


取 1 一 站 十 1， 由 上 式 得 (2.5) 
若 产 所 十 co， 则 利 届 (22)。 
in -二 urln Zs 


即 


4 RS 
A, 


其 p>> nn 是 常 收 ， 由 此 式 及 (2.9) 得 到 


IR | < HMEet mt erp{ st =} iz! 和 1, 
取 1 一 上 十 1， 由 上 式 就 立刻 得 到 《2.6)， 
定理 1 证 毕 。 


注 车 {8;}|Pj;| > 1,7 一 1,2,'"*， 在 单位 圆周 上 没有 极限 

点 ,特别 地 , 若 折 有 8i 一 co 一 12 ， 则 由 于 gx 一 0， 
[Re SeiM{IE ,Izi < 1 

在 特别 情况 ( 即 8; 一 oc ,i 一 1,2,"…) 就 得 到 
(RO Ee Mt, sl El 
这 就 是 5 次 多 项 式 的 BepaDreii 不 等 式 

我 们 指出 ,定理 1 中 的 不 等 式 (2.5) 是 精确 的 ， 即 (2.5) 右边 
的 指数 《2 十 1 站 ， 在 一 般 饶 况 下 ,是 不 能 再 改进 的 。 

例如 , 取 


pe 1 二 二 ,0<a<l， 
如 


容易 看 出 
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3 0 NE 
>( 让 2 一 Ne 
因此 有 
I 


in -一 


和 一 ln 三。 一 1 一 G 
现在 取 有 理 辫 数 
R,(s) ~ H 1 p 


az 一 加 


它 显然 在 1z| 所 1 上 解析 , 且 
M= max| 及 =) | =m 1, 


此 外 ， 
1 
Ri(z) 一 Ra be + 元 ) 
el 
Rs) 2 x Xr Bn) 
当 * 一 工时 ， 


1 一 (11 十 
0- 


一 Co。 + | 


"=l 


» S539 » 


= C1 + + on)| 


十 站 


i 到 +ecnto | 
rr en 
-一 《 一 I 2 十 ol Br+!), 


其 中 24 一 《1 一 2a) , ee 
的 改进 ， 

对 于 极点 位 于 |z| 过 ! 内 的 有 理 范 数 ,用 同样 的 方法 ， 可 以 
得 到 类 似 的 结论 ， 

设 序 列 {ai} ,|ail 过 1, 一 1,2,…*, 满足 条 件 


+- 


> (CI 一 jzil) 一 -Hoo， (2.10) 
i=] 
且 
i 
ln 一 一 
m ~ A= min(l om lari|), 《2.11》 
nt] Li 


当 pp 达 十 co0 时 , 令 
ep yy 一 (1 一 lol)。 (2.12) 
我 们 称 lz! < 1 内 点 列 {a;} 属于 类 三 [my]: 若 {a} 
使 (2.11) 太 边 的 上 极限 小 于 站， 或 者 使 (2.11) 右 过 的 上 极限 等 于 
Pa， 人 三 合 (2.12) 左 边 的 上 极限 小 于 或 等 于 二 。 
定理 25 沈 -类 230) 设 序列 {oi}, el < 1 一 1 2， 展 
于 WI[p 1v]， 而 


DP ast 


Os) = (2.13) 
Tl (gC— a) 


* 360。 


是 具有 极点 三 js7 人 2 的 有 有理 溯 数 , 则 在 | zi < 3 
1” 当 jg 之 十 os 之 十 0 时 ， 


1 | 安 LHCE Yo, (2.14) 
29 当 之 十 ov 一 十 oO 时 ， 
[OW (Ca)! < BAM CE )an tu, (2.15) 


其 中 
1 — max|Qn(#)|, 

zi 是 任何 一 个 大 于 pp” 的 实数 ，A1 是 只 依赖 于 及 vw 的 常数 ， 
Bi 是 只 依赖 二 大 及 x 的 常数 。 

对 于 极点 不 在 jz| 一 1 上 ( 它 可 以 一 部 分 在 1z| < 工 内 , 另 
一 部 分 在 lxf > 1 上 ) 的 有 埋 函 数 ， ek 1 及 定理 2 
的 结论 。 

定理 3《 沈 - 焰 %”) 设 序列 {8;}, 418;| > 1 一 1 2 局 
于 类 环 [msz]， 而 序列 {fas}, fa;l li ll" 属于 类 Ww 
[ax < 十 oo < 之 十 ,而 


阿古 里 


之 erzt 


Go 一 一 一 一 一 一 (2.16) 


I1 Cz — 8 I Cz— oa;) 


t=i tml 
是 具有 极点 在 ci] 的 有 理 
歼 数 , 则 在 lz! 二 1 上 


a i 1 
Gi EB,M 上 一 一 一 
(《z)| 安 区 ba Ep J 


Sy 【2 十 ?十 6567) 是 
2 (一 | kb C2.17) 


ee 


其 中 


1 为 住 意 小 正 数 ， 


»36l +s 


邮 一 max | Get ats) | 3 
“l= 


EE， 是 与 下 和 vv 或 & 丰 关 的 常数 ， 

特别 池 ， 当 所 有 Yi = 0 = | 2... ,6; CC ?一 1.2……。 
时 有 疡 一 一 5 一 上 一 1， 这 就 是 经 典 的 Bepamreir 不 等 
式 

项 在 我 们 也 有 条 件 研 究 有 理 函 数 逼近 的 逆 定 理 了 ， 

设 图 数 f(x) 定义 在 1zi < 委 上 土 , 序 列 {8;} 位 于 单位 浏 外， 


ElisBi 3,] = inf max |f(s) — R.(z)|, (2.18) 


B47 zi 

其 直下 确 界 是 对 形 如 (1.14) 的 有 理 次 数 R,(x) 的 分 子 中 系数 Bb， 
一 0,1,:……,n | 条 取 的 ， 

同样 , 设 函 数 i{s) 定义 在 zl 一 it) 与 {i} 分 别 是 位 
于 单位 贺 1z| < 】 内 及 单位 加 |zl > 1 外 的 点 列 , 记 

下 [证 ay oum Hl inf max [f(s) — Ran le)|, 

2 (2.19) 

上 其 中 下 确 界 是 对 形 克 1 (1.32) 的 有 理 汞 数 Ra。+,《z) 的 分 子 中 的 系 
数 eis 太 王 0,1,'… ,1m 十 +4 而 取 的 ， 

定理 4C( 沙 -类 21) 设 郑 数 jx) 是 在 |z| 所 1 上 定义 的 
项 数 , 且 单位 贺 外 的 序列 {8;} 局 于 类 W[&,2j,pg 过 十， 藻 对 
于 任何 自然 数 nx»， 有 有 


E[f;3.,-** ,8,] cELPIY PID, (2.20) 
其 中 不 为 非 负 整数 ,，0 < 之 a 委 1， 
im ealp) 一 0， (2.21) 


则 

1” 当 ”< 十 co 时 ， 则 函数 fx) 在 |zj < 1 内 解析 ,在 
lz| 委 | 上 连续 用 直 到 有 大 级 连续 导 歼 ,此 外 ， 

A， 当 0ao i 时, fir) ELipa’, 

B. 当 @ wl NH, w(6,ft) ~ OC6|!ln 8!). 

2 当 "一 十 oo 上 时， 则 函数 Kas) 在 1zi 过 1 内 解析 ,在 


* 3 了 62， 


|zi 委 ) 上 和 连续 且 直 到 有 大 级 连续 导数 ,县 (xs) ELipla 一 =)》 
其 中 e > 0 是 任意 指定 的 小 数 。 
证 由 条件 (2.20) 知 ,存在 有 理 国 数 


号 dizt 
Ice- 这 


?四 


Cu.(s) 一 (C2.22) 


使 得 车 lz| 委 1 上 ,有 
ls) — OC2) | SE oe Co tO t+, (2.23) 
选取 吉 数 序列 ce me 0， 上 1。2 "as 使 得 满足 


2* S( 一 2 (2.24) 
i=0 
这 是 可 以 的 ,因为 (2.21) 成 立 . 
用 
Uz) = On 2) U2) — On lz) — Qn 2) mr 一 1.2， 


{2.25) 

表示 有 理 冰 数 序列 。 由 于 《2.23) 及 (2 21), 显然 在 1zi 竺 1 上 一 
致 地 有 

f(z) 一 (sz), Iz| 专 1, (2.26) 


奇 时 ,由 (2.237) 及 (2.24 ?得 
ICz)1 12) 一 @vw(z)1 + f(s) 一 DOv(sD)| 


| 
< 2mC2k+1X 二 +a) Ds1Klp+1X t+o) 
一 C—O |z| < 1 (2.27) 


了 3 十 1 本 十 人 


应 用 定理 1 中 的 不 等 式 估 计 (2.5) 或 (2.6) 及 (224) 得 


上 SC) EE C32 rtsk ra} 23{24t 1+ sr) 


ll, (2.28) 


Flr lp Ba) 
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其 中 
0， 当 < 十 oo 时 ， 
0 | 当 2 吓 十 00 时 ， 
而 "之 0 是 任意 小 的 数 ，c， 是 只 依赖 于 ?1 的 常数 。 
将 由 (2.26) 确 定 的 级 数 逐 项 求 太 次 导数 后 得 


Sr (2.29) 


由 于 估计 式 (2.28), 只 要 取 ;二 i 此 级 数 (2.29) 就 在 


单位 加 |z】 < 1 上 一 -至 收 敛 ， 由 此 可 知 , 函 数 f(x) 在 |z| < 1 
内 解析 ， 在 1z| < 1 上 连续 丘 在 jz| < 1 上 有 直到 上 级 连续 导 
数 keo(a)， 且 在 |z| < 1 上 一 致 地 成 立 
fb — DULG). (2.30) 
余下 来 要 证 明 , 当 ，< -+oo 时 ,车 0 之 a<1, 则 ft(#) 
Lipe3; 荐 一 1 则 (pe) 一 O(sllinsl); 而 当 一 二 oo 
时 , 则 FeCz)eLipfKa — 8), 


为 此 , 任 取 数 8,0 一 ;< 地 ， 得 取 正 整数 _m, 使 得 满足 
TIXP 一 1 Ee > < 2 (2.31) 


此 时 ,对 jz 2 z) | <S ,|z,! < 委 1, |z, | < Ls 由 (2.30) 得 到 
[FDCz) 一 ftw,)| 


的 一 


< DIUM) — UC) 


=0 


+ TUL + TUL (2.32) 


生生 网 


首先 假设 + 二 十 co ， 由 (2.28) 得 


Za Ee, lal 1, 


29a/2p+41) 


1 364 ， 


内 此 ， 


法 十 四 
1 64 1 
> 1UR (Cs) | C4 > PLE -= Us 2 0441) pt 里 


(2.33) 
此 外 ， 


wm) 一 DCe)1 = || va |, 
< fn = slmaxl UM HO). {2.34) 
其 中 职 分 治 连 接 z, 与 zx。 的 直线 段 进行 , 再 一 次 引用 定理 1， 出 
上 工 及 (2.27),(2.24),(2.25) 可 以 得 到 
[U8) 一 UGE) & e200-ong, C2.35) 
比较 (2.32),(2.33 ) 与 (2.35) 后 , 当 0 过 a 过 1 时， 


mr 】 
[Fi ) ft 2,) | = cd > 2m0zR+1KI 一 ao) 十 Be et) 


nl 


4 2mt2F+ Do) -一 1】 把 
。 202u+lXle) 一 ] Fiat1) 


(2.36) 
利用 (2.31), 有 


2 mnt+1} < 了 工 2tzatD 及 b> 2-"intD 
3 
因此 ,由 (2.36) 得 到 , 当 | g， Se z2| < 6; | Z| A 1, |z,| 之 1 时 ， 
[f°*X ge)) et Fi x)| es 十 cz8”” 安 Cr5“ ， 


a! if 


即 六 (se Lipa 。 
当 一 1 时 ,由 (2.32) (2.33) 及 (2.35) 得 到 


(ft 5) 一 : ft )| 和 cn 十 cs2 "mt, (2.37) 
由 (2.31) 知 ， 
(mm 一 122 十 1)ip2z 扫 一 in65 一 |in3， 
因此 
i 2j1ln3| 
(2 + 1)ln2 
所 以 从 (2.37) 得 
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[Cs 一 请 《#1)| 二 ced| ln8| + cr6, 
即 
ads 一 OSlin5l)。 
若 "= 一 十 co， 则 由 (228) 得 ， 
UM) Een, fs| < 1， 


由 此 得 
IV)| < cs Tz- afC2zP 十 1)a2 一 下 避 ] 
< ten, (2.38) 
此 外 ,和 用 定理 1 中 不 等 式 (2.6) 以 及 (2.27),《2.24) 得 到 
Na {2+t+ m+ 
ERA IUdtN(g)| < < cu ba Ss 2 . max |U.C*)| 


过 td 世 pA Cn dt | 


一 al 二 
i et ot ?9 


因而 ,从 (2 34) 得 到 
{Ut a 》 i UtKz,)| 扫 cl 2 {2.39) 
比较 (2.32),(2.38) 与 (2.39) 得 , 当 |z 一 | 所 56,1z| 所 1， 
izi| 所 1 时 ， 


m1 


{Za+ 1X1~a’ 1 
[fs) 一 下 te) < 安 cu >) 他 2mKZe+IX1I 一 到 ) 二 (二 十 人 
ny 
十 Cla ICT An} 
EE: 
< CO Tm arr 


一 哮 [(244+1)e7 一 是 可 j 
十 cw2 


利用 (2.31) 后 , 由 上 式 得 到 


dt 
IFe(z) — FC) S end" 0 十 cab TH" 
cl, 
22++1, 
给 E00, 取 7n 过 &, 
其 中 对 给 定 i 


定理 4 完全 证 毕 。 


“366* 


推论 当 {8i},18i| > 1 一 1 2 ， 属 于 类 友 [0,p] 时 ， 

则 由 lim £8) 一 0 座 及 
ElfsPis* :Ba)] < cle Co Oo El Nn 1,2,..., 

推出 : 

19 当 上 过 十 0 时 ,函数 f(z) 在 iri < 过 1 内 和 解析， 在 
lz| 所 1 上 连续 且 有 直到 不 级 连续 导数 。 此 外 ， 

A. 0<a < 1 HH, ft(z)€ Lipe’; 

B. 当 g 1 时 wf) == OC8|1n 6|). 

2 当 > 一 十 o 上 时， 函数 ss) 在 1s| 二 1 内 解析 ， 在 
jz| 一 1 上 连续 且 有 直到 万 级 连续 导数 ,日 ft*(s) € Lip(ea 一 5)， 
其 中 8 > 0 是 任何 指定 的 小 数 . 

对 于 单位 加 外 部 ,用 有 具有 极点 在 单位 圆 内 有 理 汲 数 有 还 近 时 ,类 
似 地 也 有 下 面 的 逆 定 理 ， 

定理 5( 斌 -类 82) 设 阔 数 f(z) 是 jzi 守 1 上 定义 的 函 
效 , 且 单位 圆 内 的 序列 {ai} 是 属于 类 WI[p,v],p' 之 十 co。 若 
对 于 任意 自然 数 六 

五 [je san] 一 inf max|f(#) — Qa le) | 
(Eno tt) 

其 中 下 确 界 是 对 形 如 (2.13) 的 有 理 泥 数 Ga。(s) 中 的 系数 四 光一 
0,1,.-…,m 而 到 的 , 且 


lim sma) = 0, 


为 非 负 整数 ,0 二 a 所 1， 刚 

1? 当 羡 < 十 co 时 , 则 函数 fz) 在 tx| 之 1 上 解析 , 在 
lz| 之 | 工 志 续 旦 直到 有 大 级 连续 导数 。 此 外 ， 

4 当 0<c < 和 1 时 ，Fbfz) 在 |z|l 之 1 上 满足 ac 级 
Lipschitz 条 人 竹 。 

3B，、 当 人 驻 一 1 时 ,在 |z| 之 1 上 ，o(C5f) 一 OC(83|1ln 51). 

2” 当 志 一 十 co 时 , 则 函数 天 sz) 在 1z1 > 1 上 解析 ,在 
'z1 之 ! 上 过 续 且 有 直到 大 级 连续 导数 ，/KsJeLipta 一 8)， 
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其 中 8 > 是 任意 瑚 定 的 少数， 
利用 定理 2, 可 以 像 证 明定 型 4 时 一 样 来 证 明定 理 5。 
定理 6( 沈 -类 " 5) 设 照 数 f(x) 定义 在 单位 珊 周 |z| 一 1， 
且 单 位 贺 外 序列 { 方 } 属于 类 WLhp,v],p 过 十 oO， 单 位 图 内 点 
列 {ws} 属于 类 到 Ta 和] < 十 co。 此 外 ,对 任意 直 然 数 严 与 
中 成 立 ， 
Elfsary amw58 Ba] 
坪 a Di 十 . (8 CB tt }, 
其 中 友 为 非 负 整数 ，0 二 1， 且 
a — 0, lim si(p8) 一 0， 


则 

1?” 当 >< 十 co < 十 2 村， 函数 大 z) 在 | 一 1 上 
连续 旦 有 直 于 :级 连续 导数 , 捷 时 有 

4 当 0<o<1 时 ,在 15 一 1 上 有 ts)eLipr， 洱 
数 f(x) 在 |z| 一 1 上 连续 且 有 直到 大 级 连续 导数 ，f' 人 (Cs) € 
Lipke 一 E)， 共 中 8 之 0 为 任意 小 数 . 

我 们 指出 ,在 Meprenai 及 荆 Xp6autsn 的 工作 272 安 ,， 要 求 单 
位 贺 外 点 列 {15} 及 单位 圆 内 点 列 {a;} 在 单位 圆周 的 一 般 弧 上 上 
都 没有 极限 点 时 , 则 在 此 弧 上 也 有 定理 6 中 类 似 的 结论 ,这 实质 上 
是 属于 上 前 推 论 1 {Bi} € W[0,vzj,s 过 十 0 及 a}EW [0,»]， 
> 之 十 co 时 的 情况 ， 

特刊 地 , 若 折 存 ri O12 ,1 一 1 2 3 
则 {os} € WE0,1],{8i} € WL0,1]。 由 定理 6 的 推论 看 出 ， 这 实 
际 上 是 关于 三 角 多 项 式 最 佳 逼 近 的 逆 定 埋 一 一 BepsinTeiin 定理 
《参看 文献 [107] )。 

利用 上 述 5ebgIuTeitn 型 不 等 式 ,我们 还 可 以 研究 单位 圆周 上 
的 壬 续 呈 数 被 函数 系 【一 Co- 了 让 的 线性 组 合 寺 行 届 
近 时 的 最 佳 盈 近 问 题 。 
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定理 ?7( 沈 -类 cm) 设 点 列 {8;}, 18;i > 1 7 一 12，， 属 
于 类 和 厂 Tpyz1， 而 函数 f(z) 在 1z| < 1 内 解析 ,在 | xj 1 上 
连续 , 且 有 直到 上 《级 连续 导数 ，f(z) ELipe' ,0 之 a 所 1， 则 当 

‘pp 4 二 和 《2.40) 


时 ,存在 有 理 滔 数 


09.(z) 一 >) = By (2.41) 


[| 


max |f(») — QC2)| SE ele CH tt 人 人 《2.42) 


e(y) 一 已 当 ”< 十 oo 时 ， 
ny 当 2 一 十 oo 时 ， 
而 ? 是 任意 指定 的 小 正 数 , “ 是 与 ”有关 的 常数 。 
证 显然 ,函数 


F(z) 一 人 Ke 


在 |z| < 1 内 解析 ,在 |z| 所 1 上 Fttb(z) € Lipx。 因 此 ,根据 
$ 1 中 定理 1, 存在 有 理 函 数 


5 biz 
R,(2) 一 —A 一 ao 十 > (2.43) 
t=1l2 一 
II 一 Bi) 
使 得 
max| F(z) ~— RC2)| < ce (pI, (2 44) 


is el 


容易 看 出 ，Rx(z) 是 具有 形状 (2.41) 的 有 理 函 数 。 下 面 我 们 证 
明 , RC(z》 妈 可 以 作为 8,(z)。， 为 此 ， 必 须 证 明 函 数 KR,(z) 在 
1z| 过 1 上 一 致 收敛 到 函数 1(z)， 且 有 估计 式 (2.42), 

设 。 满足 条 件 
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站 AN 
2 C= >) @ 2 心 2*+1 {2.45) 


总 f 而) +e， (2.46) 


否则 《2.42) 显 然 成 立 , 央 此 ,单调 上 升 趋向 无 穷 。 令 
Uo,tz) Ri (2), Us) > RIC) 下 Ri (Cg ) ee 
《2.47) 


由 (2.44) 及 (2.46) 知 ,在 jx| 忆 1 上 一 致 地 有 
RD 00 (2.48) 


#0 


， 利 用 (2.44) 及 (2.45), 可 以 得 到 
{UC2)| S&F) — Ri Cz) | 二 | 其 z]) — Ra, (2) 1 


ce 
a 
ZaCk+1fer 


因此 ,利用 定理 1 中 不 等 式 (2.5) 及 (2.6) ,注意 到 (2.45), 就 有 
is)| 之 St Zep+ Le 


pe (2.49) 


2a ta * 
由 于 (2.40), 即 “一 《二 和 ,而 e(>) 所 ,5 > 0 可 以 任意 小 , 因 
此 由 (2 49) 知 ,级 数 
Su 
在 1z| 二 1 上 一 致 收敛。 这 样 一 来 ,由 (2.48) 知 ,在 lz| 入 1 上 
一 致 地 有 
fg) 一 F(z) 一 p> Utz), (2.50) 


后 


此 外 ,由 C2.47) 及 (2.49) 还 可 以 生出 ， 


"370“ 


ed = RD TD | 到 网 | 


+ 四 


一 和 
Ss 2 2 所 是 十 aa 一 2 天 一 < 和 Ce) 


sam} 
Fa2 to iaty)) 


ty)] 


Cs (2.51) 


Pr 
现在 设 Ri(x) 是 函数 列 {R(xz)} 中 任意 一 个 函数 ， 则 对 于 
此 数 必 存 在 Rs 使 得 Ri 因此 ,由 多。 的 定 
义 * 就 有 
| CD 
2 < x0 三)<: (2.52) 


dm] 


这 样 一 来 ,由 (2.44),(2.45) 及 (2.52) 得 到 
Ri C2) — RiCz) | SIR (Cs) — FEC)| 十 Ri 一 PCz)l 
co{(er BI te + CarpB YN 


3 .2| 所 1, (2.53) 


EL ek a » 


根据 定理 1 及 (2.52),《2.53), 我 们 有 


5 24+ 
Rib) 一 Ra] & 02 tot (0 一 有 ) 


,|r| 1 (2.54) 


attta’ rt p)) 
比较 (2.51) 及 (2.54) 后 ,得 到 
Ii} — RiCs)| S|(z) — Ri le) | + [Ri le) — Rils)| 


Cs 
A 
2 +tar—2n— tt yy] 


bal( -4 [2 


A ce{ BrP OT te es 
* $71" 


庄 于 8,(z) 一 R(z)， 因 此 就 证 明了 定理 7. 

类 似 的 方法 ,可 以 证 明 下 面 二 个 定理 ， 

定理 谎 沈 -类 0 ) 设 点 列 {qi}, al 二 1, i 一 1,2,…, 属 
于 到 [el， 而 函数 f(x) 在 |zl >1 上 解析 ,在 jz| 之 上 
连续 ,及 有 直到 不 级 导数 ，fefz]E Lipe 0 之 a 安 1,K(00) 一 0， 
所 oo》 一 0， 则 当 


， 到 十 上 
AK 证 SS 
时 存在 有 理 函 数 
本 
民 。(z] 之 ， 人 2 
使 得 


max |f Cs) — Ruls)| clen(to I te 的 。 


定理 9( 沈 -~ 类) 设 点 列 {mi} ,lo 之 1,1 一 1,2,-…， 属 
于 Was2j ,点 列 {8 让 ,18;| 之 :二 ,7 一 1,2,-"…， 属 于 类 Wt[p， 
zj， 而 小 数 f(z) 在 单位 圆周 |z| 一 上 上 连续 , 且 有 直到 * 级 导 
数 ，F4(Cz) € Lipe'， 则 当 
ne :< 
时 ,对 任意 自然 数 太 与 训 ， 存 在 有 理 哆 数 
1 1 
Qnrals) 一 fml {zx > oy) 下 之 Cz 一 Bi 
使 得 在 lz[ 一 1 上 ,有 
(fC2) 一 中 Ke SE clea) te ra?) 
+ (8.(8)te er)}, 


0, 当 过 十 00， 
n, 当 y 二 十 oo、 


其 中 
9， 当 < 十 oo， 
de We 
而 ?> 0 是 尾 章 指定 的 小 数 ,c 是 依赖 于 了 的 常数 ，。 
最 后 指出 ,用 同样 的 方法 ,可 以 对 阔 数 系 ， 
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1 1 
ey ep) (2.55) 
建立 类 似 的 定理 ,其 中 +: 守 2 是 自然 数 。 
此 外 ,也 可 以 建立 函数 系 (2.553 的 最 佳 逼 近 的 道 定理 ， 


$ 3. 一 般 区 域 上 的 有 理 殉 数 通 近 


设 区 域 卫 的 边界 十 用 Jordan 可 求 长 曲线 了 了 。 为 了 方便 起 见 ， 
我 们 仍旧 认为 区 式 .只 的 保 角 半径 p 一 1， 且 仍 用 w= D(z)， 
和 (co) 一 co 多 (oo) 一 1 记 作 将 区 域 DD 的 余 集 G 保 角 映射 到 
io| > 1 的 消 数 ,而 z 一 轨 (w) 是 它 的 反 函 数 . 


对 于 任意 的 复数 8,19| > 1， 游 起 函 数 二 二， 显然 


1 
| ed 


Zi w= Tw}— 
1 1 1 
Se 一 一 ME 好 
2 rm 人 
一 1 1 1 
ee ds 
2 ee DE)—B db—z * 


其 中 r+ 一 于 (8)€e CD， 有 8 是 充分 小 正 数 ,因此 ， 


l 
1 ET 1 _Y 
La Vw)—z 人 z 一 各 SS | 
2z€D, 


2xt 


即 是 酒 数 了 3 一 在 其 极点 “一 ”~ 9K8》 处 的 主要 部 分 ,类 


1 E 
|8l > 1, 是 自然 数 ， 积 分 


| EECe) 
| dw 9 ZE D, {3.1) 


2ri lw Ww)—z 


局 地 可 以 证 虹 , 对 任意 
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也 等 于 函数 = 在 其 极点 z 一 :一平 (98) 处 的 主要 部 


WY 
mye ps lh 


且 在 让 项 的 系数 不 为 零 , 记 作 pitz)， 因 此 ,可 以 像 在 第 
二 章 $4 中 一 样 ,由 《3.1 确定 一 个 变换 ， 
和 
(ww 一 站) 
也 和 陈 为 Faber 变换 . 
这 样 一 来 ， i 


日 上 


一 ?ukz] 放 一 0 1 2， 


pw) = cy > 
(3.2) 
i 为 自然 数 ， 1 一 12 经 过 Faber 变换 
(Tp,) (2) = | Pua) Cw) 1 
2zf Jiw=1 Pw)—z 
A [人 
本 二 二 代 ， (3.3) 
就 可 以 得 到 
(Tp.)(2) 一 > D3 cr Peo vp,),i 一 1 28#， 
(3.4) 


且 育 理 函 数 p, 与 Tp。 之 间 的 变换 是 双 注 入 的 , 即 由 7p, 三 0 可 


以 准 出 p, 二 0， 事 实 上 ,这 可 由 9,(z) 在 [一 ;J 项 的 系数 不 


为 零 推导 出 来 。 
此 外 ,也 可 以 证 明 , 对 于 形 如 (3.22? 的 有 理 函 数 p,《w)， 
二 | 人 TEALP OY Gg, 一 wowl<1 (3.5) 


2 - irl= TT—i 
事实 上 ,由 于 pLw) 的 极点 都 在 单位 圆 |w| > 1 外 ， 因 此 孔 必 
374， 


-J 局 那 


在 某 个 lo 一 >1 外 ,用 C。 沁 作 在 锯 射 z 一 多 (w》 的 等 执 
线 , 则 


| ed w 


人 pe] 1 
风 rp) Dr 


rf ris) 2 好 


(~ 


p20 | 二 | ns dr | 


克昌 一 也 
ED We 


i Ce 丰 
2xf -fo 
2x1 a Tw 
这 说 明 Faber 变换 在 有 理 册 数 空 间 有 逆 变 换 。 


反 过 来 , 洛 R,(z) 是 具有 极点 在 r,é CB 中 的 有 理 函 数 , 则 
CNR.)Cw) 一 二 | RPO gr plw) (3.6) 
1 


nts TT—w 
是 县 有 极点 在 ;一 82,) 的 有 型 函数 , 且 是 R,[w(w)] 在 其 极 
所 一 ai 处 的 主要 部 分 之 和 。 同 样 可 以 证 明 ， 
.1_ | (VRJLOD] yy 


2mt JT [a 过 
ed | palDE))] gr Rs), szED, (3.7) 
2xi Jr C2 
设 {8;}y 是 单位 加 | 之 | 之 1 外 的 点 列 且 满足 
人 3.8 
>( 和 Se 


在 这 一 节 中 ,我 们 总 是 假设 条 件 (3.8) 成 立 ， 由 文献 111] 附 录 (或 
参看 第 二 章 $4 定 埋 12) 知 ,这 是 使 得 函数 


| 1 下 (3.9) 


纪 -一 六 


“ 着 某 一 个 Bi 在 《pi 中 出 现 pi 次 ) 则 就 认为 在 (3.9) 中 有 rr 二 :一 


9513 pp — 1, 
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在 A(.z| 一 1) 及 Hr(12! <1)p 关 1 中 完备 的 充 赣 条 件 〈 宗 
际 上 ,， 当 0 之 jp 过 1 时 记 或 并 ,参看 Tywabkua 的 著作 吕 5 
类 似 于 第 二 章 $4 中 讨论 , 这 里 用 五 ， 记 作 形 如 (3.2) 和 的 自理 
肥 数 集合 ， 而 用 了 ， 记 作 形 如 (3.4) 的 有 再 咀 数 集合 ， 其 中 +r; 一 
区 (8)) 注 一 1, 2， 4#， 于 址 在 上 面 已 看 到 ， 算 子 T《 见 《3.377 将 
也 ,CC4(Coi 近 1 注入 到 了 CA4(5)。 我 们 也 希望 在 全 空间 
4 二 1) 实现 这 个 映射 ,如 希望 对 任意 fe 4(CIwl 和 1)， 算 
子 
Ti 一 | {9(5)] oe caloy 
2xi Jr tC—z 
也 属于 A(D})， 这 个 问题 已 让 第 二 章 %4 中 进行 过 详细 讨论 .， 
这 里 也 有 类 似 的 定理 . 
定理 1 设 对 于 任意 的 有 还 函数 P,(z) ET n= 1,2,.……， 
成 立 ， 
Ps cf 人 Po， 和 一 152， …， C3.11) 
其 中 < 为 不 依赖 于 有 理 函 数 P。 的 常数 ，# 一 1,2,.**， 则 定义 
在 Un, 一 卫 上 的 算 子 了 可 以 开拓 到 整个 空间 A(lw| 志 1) 上 
去 ( 山 (3.107》)，YTfe 4 五 )， 且 


Ti < el 下。 《3.12 7 


证 明 与 第 二 章 $4 中 定理 ! 的 证 明 是 类 似 的 ， 只 要 注意 到 有 
理 函 数 系 (3.9) 在 A(lw! 二 1) 握 是 完备 的 即 可 《参见 文献 [11] 
或 [193 一 1951). 

应 用 Faber 变换 ,我 们 可 以 有 下 列 具 有 给 定 极 点 有 理 隧 数 的 

近 定 理 ( 可 参看 沈 赫 昌 的 文献 [145,150,177]). 

定理 2( 沈 变 昌 0 设 函 数 f(z)€ ACD)， 其 中 区 域 品 满 
足 Ambnep 科 件 《I)， 即 (4.21)*, 而 {ri 是 位 于 G 一 CD 中 点 
集 , 且 满足 

* 由 第 二 章 $5 中 引 是 2 知 ? 若 区 域 召 购 边 拓 开 满足 AnmbaepP 条 件 1 ( 见 (5.122， 

划 它 满足 Anprep 条件 《17》， 
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二 名 1 


)= to0s8; = Hrsj 12, (3.13) 


i=1 J8;! 
则 
Rf,B) 一 inf max |f(2) 一 Ral#), 
< Tinf max! 人 (io) 一 PCw)i (3.14) 
{Pn} | wl Ci 
< eoslp), FE) + gms). (3.15) 


其 中 第 一 个 下 确 界 是 对 形 区 (3.43 的 有 理 函 数 R,(z) 而 取 的 《为 
了 简单 起 见 , 令 $5 一 1,1 一 1,2,.…,n)， 第 二 个 十 确 界 是 对 形 如 
《3.2) 的 有 理 商 数 PCw)》 而 上 到 的 (也 认为 $$ 二 1, 一 1,2,*……,n， 
且 以 后 都 是 这 样 侵 设 的 )， 而 5,《8) 由 (1.16) 确 定 ，9 是 绝对 入 
数 ，0<9< 一 1. 

证 考 卡 葬 数 大 的 道 Faber 变换 ( 见 第 二 章 $ 4(4.20))， 

FCO) 一 | HOOT dr， lwl < 天 1， 
2 Jr= Tt 
由 第 二 章 $5 中 定理 5 及 引 理 2 知 , 了 与 了 是 对 应 地 在 4 如 过 
1) 及 ACD》 上 的 有 界 算 子 , 泥 旺 
了 -于 一 下 ,了 一 也 
盯 上 前 义 | ,车 
TIR, = P,, R,— TP,, 

则 就 可 以 得 到 《3.14)。 由 此 得 齐 用 1 中 人 定理 1 的 推 沦 就 立刻 得 
到 (3.15)。 

定理 2 证 毕 ， 

对 于 具有 沪 阶 导数 的 冰 数 ,我们 有 

定理 3《 沈 构 昌 4) 设 贰 数 f(x)e 4(D)， 其 中 力 满 足 
Anbliep 条 件 7， 且 FVCz) 也 属于 A4CD)， 其 中 为 某 个 非 负 恭 
数 ,又 设 {Bj} 是 位 于 G = CD 中 点 集 且 满足 条 佐 (3.13)， 则 在 
在 形 如 (3.4) 的 有 有理 级 数 RCx)《 令 所 有 一 1 一 1 2 
使 得 
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max|j(2) 一 Rlz)| ss ele (PH ol ep) FH) + 9}. 
(3.15) 
证 在 定理 3 的 条 件 下 ,根据 第 二 章 $ 5 中 定理 ?， 对 任何 自 
然 数 N， 在 在 NN 次 多 项 式 Qw(z)， 和 使 


ma fs) — 91 Eo Co be 
由 此 推出 
ow (C2), So, (3.18) 
其 中 常数 <， 可 以 与 函数 j(z) 有 关 ， 


gs(o) 一 (Two 一 上 | 9wfgkr)] yg,, 


Zs rol Tw 
(3.19) 
由 第 三 章 34 划 ，gx(ww) 沟 是 次 数 为 N 的 多 项 式 ， 且 由 (3.18) 得 
ex)l, < HT) < 0 
由 $1 中 (1.23) 知 ,存在 具有 形 为 (3.2) 的 有 理 到 数 Pw(w)， 合 
1, 


ex Cw) — Pw ewe SE cf 人 (3.20) 


其 中 取 


: 1 
和 | 于 
因此 ,存在 形 如 (3.4) 的 有 理 逐 数 R.(z)， 售 
Pew) = (TR NW), RC2) = (TP,)(Cz),. (3.21) 
由 (3.19),《3.20) 及 (3.21) 得 到 
JQw(z) — Rls) 一 区 T8w)Czl — (TP,)(s)N. 
< Tgn Ce) — Pw)ii, 


< 了 六 (3.22) 


比较 (3.17) 与 (3.22), 注 意 到 
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0 
3E.Cp) 
利用 连续 模 的 性 质 就 立刻 得 到 (3.16)。 
定理 3 证 毕 。 
类 似 地 可 以 考虑 算 子 了，,， 


2 {rw ) 
其 中 |p1 > 1, 是 自然 数 ，p 之 1， 则 了， 也 将 0 一 | 
1 vt 
到 函数 一 二 Ep CC i 的 线性 组 合 , 且 {x a 
i * 它 是 困 数 
7 
(D(z) 一 8)t 


在 =z 一 + 一 (8) 处 的 主要 部 分 之 和 ， 称 了 ， 为 广义 Faber 变 
这 样 一 来 , 对 于 形 如 (3.2) 的 有 理 函 数 P,(w) 经 广义 Faber 
变换 (2.23) 后 得 ， 


| i pw) (Cw) 六 
(TP, Dw) 2 | Tl) — 2 ‘ 


“eu 二 


2x1 
它 具 有 形式 (3.4)， 十 3 一 1。 


同样 地 可 以 证 明 ,对 于 形 如 (3.2) 的 有 理 函 数 p,(w)， 
1 | TP Cr) 


2 Ce Pw), lw|<l, 


2xf 


: (3.25) 
这 表示 广义 Faber 多 项 式 在 有 理 函 数 空间 中 有 逆 变 换 ， 
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美 似 地 ,也 罕 下 列 定理 . 
定理 4 设 对 于 仔 普 的 P,E 4,w 一 1，2,**， 成 立 ， 
Te tp py Hl 
其 记 汕 歼 c 不 做 题 于 Pi ) 下 一 1， 2 则 定义 站 UBE。 一 开 
土 的 算 子 可 以 开拓 到 H?(iwj 之 1) 品 夫 ,pp 之 1. 
T= | oe we z€D, (3.26) 


2 7 bs 


Toi EE END), HL. 
|T of i, 0 


问 样 电 可 以 考 虚 逆 血 于 ( 记 第 汪 囊 4 可 i(4.49)》 
(TP) = ;| ees 
Fiz)E END), pl1 (3.27) 


由 第 二 吾 $4 中 定 瑟 11 知 , 当 产 六 1 时 ， TF 是 Er?(D) 上 亏 
圈 算 子 , 卫 共 象 在 H?(,w| 二 1)》 中。 i 
当 g > 1,D 起 Ks 类 区 域 ( 见 第 二 意 (4. th 则 TT 是 HrCGwl 
二 1) 上 有 卉 算 子 ,其 绢 千 EXD) |,， > 人 一 1。 ;i 省 二 
$4 中 定理 11 知道 , 巷 卫 的 边 异 满 正 Atpneb 茶 件 (4.74)( 此 第 二 
各 的 (4.74)), 则 DEKK,，， 蓉 中 8 并 1 过 任 何 数 ， 

让 第 二 党 54 中 从 湿 po 藻 克 域 DD 潢 足 Apnep 杀人 和 件 (11) 
《 见 第 二 音 $414(04121))， 则 了 及 了 也 都 是 在 相应 的 空间 
H(iw, < 1) 必 E'CD) a 于 。 上 虹 兴 二 章 $5 mp 引 理 2 知 ， 
若 区 域 DD 满 足 Anbrneh 条 件 i(《 见 第 二 竟 $1 dC5.1))， 型 它 洪 足 
Anbnep 条 件 《JI), 

类 似 于 定理 3 我 人 科 有 下列 二 个 十 理 ，。 

定理 5 设 芝 域 D 是 KK,，4 之 1 型 又 减 ， 大 <) Ei(D), 
和 十 立 = ,用 Fe 人 (DEEPD)， 是 非 负 整数 ,网 对 于 任何 间 
然 数 4n、 存 伍 展 如 (C3. 和) 有 有 虹 函 数 Rsz， 责 
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fs) — RCz)), Se{e lI) to e, CP) FD), + rn}, 
其 中 7 是 绝对 常数 ，0 < 了 < 到 上 
为 了 证 则 宝 理 5， 首先 利用 第 二 章 $ 5 中 定理 10 以 及 类 似 于 
第 二 亲 § 3 中 i 理工 的 结 原 ,对 于 任意 自然 数 入, 存在 NWN 次 多 项 式 
P,(z)， 使 得 
WC) — Pa(o)l, < eH (二 ,10 ). (3.28) 
然后 ,对 Pn(z)， 利 用 T, 及 TP 都 是 有 界 算 子 ， 因 此 令 N=。 


[有 总 j] + ! 用 正明 定理 4 方法 知 ， 存 在 形 如 (3.47 有 埋 函数 


R,(z) ,使 得 
上 PN(Kz) 一 RC2)|, SE cr ， (3.29) 

其 中 ， = 比较 (3.28) 与 (3.29) 就 立刻 得 到 定理 5 

1 2) 

定理 6 设 区 域 忆 满 足 Arpnep 条 件 (11), f(x) 及 f(z)€ 
EK(D), 其 中 4 为 非 负 整数 , 则 对 于 任意 自然 数 x， 存 在 形 如 (3.4) 
有 理 函 数 R,(z) ,使 得 | 

NC) — ROD lem < cele 8X ole, 8), FH), + gq}, 
其 中 9 为 绝对 常数 ,0 < 之 1. 

证 明 的 方法 与 证 明定 玲 4 或 定理 $ 的 方法 是 类 似 的 ， 只 要 注 
意 到 ,在 定理 6 的 条 件 下 , 算 子 7, 及 Ti 都 是 有 界 算 子 ， 且 这 里 只 
要 应 用 第 二 章 $5 中 定理 11 以 及 第 二 党 53 中 类 似 于 引 坚 : 的 结果 
就 行 . 

有 关 研 究 逼近 与 有 理 耿 数 的 工作 ， 还 可 以 参看 文献 [154]， 
[155], 


§ 4. 不 完备 有 理 函 数 系 堵 包 的 特征 性 质 以 及 
双 正 交 展 开 的 求 和 问题 


我 们 在 这 一 节 中 他 然 甩 设 单 连 退 区 域 D 是 发。 类 区 域 ，9>> 
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1 今后 设 6 一 本 二. 


设 序列 {26 位 于 区 或 CE 一 6 万 中 ， 且 和 之 间 互 不 相同 。 
考虑 函数 条 


1 s| 
Ts =— -一 一- Ey = 1,2 me 
et Lxri Cz 一 AD ‘ ’ 
fs 0,l,. ,m1， (4.1) 


其 中 mx 为 某 个 依赖 于 大 的 自然 数 。 
由 第 二 章 $ 5 中 定理 12 知 , 要 使 函数 系 {7kbfz7} Ke 1，2， 


1 在 BD 1 中 为 完备 的 


SS m {1 CE -~ 上. ) 一 十 co ，ck 辐 ra 
k=1 lox |: 


k= 1,2,...， (4.2) 
其 中 ww 一 D(x) 是 外 映 出 珊 数 ， 它 将 G 保 鱼 喘 射 到 区 域 1w| 守 
1, 日 满足 8(%) 一 0,b (0)>0, 
因此 , 若 条 件 (4.2) 不 满足 ; 即 


1 = 


于 me(1 一 人 一 +oo， a = G4), 


者 一 1 | 
太一 1, 2 (4.3) 
出 通 数 系 {C3} 不 二 442， 一 0 1- ， 一 1 在 空 
间 EMXD)》 中 不 完备 , 因 阁 这 个 少数 系 的 团 包 有 RD; 是 空间 
Es《D) 的 子 兰 间 。 这 里 首先 研究 这 个 空间 的 特征 性 质 , 然 后 再 介 
绍 少 数 系 {Yi.4z)} 在 D. 上 的 双 正 交 展 开 的 求 和 问题 ， 
东 条 件 (4.3) 下 ,考虑 函数 系 


,1 
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Bs DCD ay, a es 
BR sl27f hi BD(EL)) 一 Oh 0 
太一 1 2 5 一 0 LL 一 1 ， 
其 中 C 是 包 有 上 一 入 的 小 渭 冉 , 共 内 部 不 包 右 其 它 的 点 4 送 
a4. 及 23 而 


本 十 


及 (za 一 TI 一生 = 2_ iol, at = PO), (4.6) 


Fe Ew rt 


B.Cw)— [I a at 一 DOA) (4.7) 


fi lw a 

我 们 将 指出 , 药 效 孙 {24(z)} 或 {94,《z)} 是 Hermite 插值 基 
函数 ,而 当 所 有 的 m4 一 1 时 ,是 Lagrange 插值 基 冰 数 ， 

引 理 1 的 数 B84kz) 及 Qi4lz) 在 G 上 解析 ，Duoe(oo) 一 
0，@ikoco) 一 0， 且 满足 

人 一 bb 当 1 一 和 4 一 5 一 0，]， mi—1, 
Go) 一 人 ， 其 他 请 各 ， (43) 
pe 


及 
gM,) — 人 ye 
0， 其 他 情况 。 
(4.9) 
证 由 留 效 定理 ， 
— BO(z)) Cl) 
Qisn le Res 
0 5 本 信芳 二村 
~ BCD(z)) in 1 
sm Oo 1)! dim 
(ECO— Ua) Oo | 
BO O— #) 


.BP()) (0) 


中 (met Cs 1)1 了 下 


» 3 


[CS CO ‘ 1 《ma 时 
[coc 1 一 有 


B,C PE)) "Cm CO— 5 1)! 


NUm se 1 下 (一 一) 一 1 
F — A Dt 区 
tol 


BDCEYY 
CD EL 
{hi 2) 
BAPEND (so MY "RS 1 
(Cz — Mi)™t sl 2 i 
bh a 
| BLD) | 湛 ( 1 《4.107) 
由 此 容易 看 出 ，9urkz) 在 如 上 解析 ，9uv(co ?一 0 且 满 足 
(4.8), 
类 似 地 可 以 得 到 
—BC@o(s)) CzC— — 4) "ttD 1 
0 i 
we Cz a)"t sl Per 
CC 一 4 1 ， 
[| Cz 一 A C4.11) 


由 此 也 容易 看 出 ， Qu) 在 G 上 解 折 ，Qu(co) 一 0 且 满 足 
〈4.9)。 引 理 1 证 毕 ， 

引 理 2 范 数 系 {1Quuvk(z)} 及 {04x)} 都 与 芍 数 系 {rteks)]} 
在 了 上 构成 双 正 交通 数 系 ,部 


{or lar 


Ee 1， 当 Kp， 3 一 4 一 01，… 035 一 1 
tn 其 他 情况 ，1 之 << Se 


dt 


| Qu rer(z)] dx 
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1, 到 一 也 s= gqg= 0,1,..…, mi— 1, 


| 13 
(0， 其 他 情况 ， C13) 
证 用 引 理 1 中 《4.8) 及 Cauchy 公式 得 
区 1 ! 
|， Qh) rp) de 一 2 | Qn pe dz 


= 0.(4,), 
这 就 得 至 (4.12)， 
类 似 地 ,用 引 理 1 中 (4.9) 及 Cauchy 公式 也 可 以 得 到 (4.13). 
引 理 2 证 毕 ， 
注 从 (4.8) 及 (4.9) 看 出 ，Qinkz) 与 Q4lzx) 是 Hermite 插 
值 基 滋 数 , 且 当 所 有 的 mw 一 1 时 , 即 没 有 重点 情况 时 ,有 


一 BCe(z)) ee 
人 ke 人 ) re TP DA 1,2,， +1» 


Se —B(o(z)) 二 
or a et 
是 Lagrange 揪 值 中 的 其 沽 数 。 
定义 1? 我 们 说 函数 8(z)eEIMG7， 若 g(z) € EG)， 
昌 gco) 一 0， 其 中 所 > 8 
2° 我们 说 扼 煞 f(z) €E E?CD;44)，p 之 1， 如 末 满 足 
A. fis) € ErCD); 
8B.、，f(5)BCBC5)》 在 DD 的 边界 T 上 几乎 处 处 等 于 上 个 函数 
fz)€ EG) 在 G 的 演 界 了 上 的 边界 值 . 
定理 1( 尖 党 虽 P2a) 在 条 件 (4.3) 下 ， 函 数 系 {ris(2)} ,= 
1,2,s 一 0.1,…， m4 一 1 在 E?CD), p 之 1 上 的 发包 R 
(CD;24) 为 ED;44). 
证 从 rats) 到 示 式 看 出， riCz) E ECD;44)， 因 此 ,显然 
此 有 


RADSAICTCEID; UY, 
接着 希 要 省 吉 
. 5. 


ErCDSAITCRAD;1) 

这 实际 上 是 一 个 逼近 问题 

根据 Hahn-Banach 定理 ， 只 要 证 明 ， 对 于 任意 的 线性 谤 函 
1(1), f € Er(D;2,),， 由 

rats)) = 0, Kk 1,2,. ,so™= 0,1,.…-, mi CO— 1, 

(4.14) 

能 推出 5(f = 0 就 够 了 ， 

显然 ，f€ LACT), p > 1， 优 此 由 泛 了 水 的 一 般 表 示 式 ,可 以 得 
到 


I = | HE) et) Jael 


r 


_ gCIDEY) 
Oe 


AS) GU) de, (4.15) 


r 


其 中 g(t)e LeCT)， hs 且 


SIP(L) ce 
SO po TY “9 
定义 
Gi) 一 二 .| GE 必 ， 
ri 
它 分 别 确定 了 两 个 解析 她 数 Gy(x)，z ED 及 G_(z)，x€G， 
CG_(co) 一 0. 根据 DD 是 天 ,49 之 1 类 区 域 的 假设 ,我 们 有 
Gt)E ED) 及 G5) EE EHD), 


所 在 了 上 几乎 处 处 地 有 
GGD) = GAE) ~— G5), er. 
由 《4.15) 得 
i | KO GA ~ GD = -| HE) GY, 


(4.17) 


+ 386 * 


其 中 jE€ E?CD;44)， 因 此 ,由 (4.14) 及 (4.17) 得 ， 


coGo0= ec 一 一 二 | FE 5 
0 m1 
这 表示 
让 ec E1CG) (4.18) 
由 (4 21) 得 
(CD 一 一 上 KEDBCeCD) KES 419) 


利用 j€ EXMD;31), 即 $3BC@(4)) 是 EKG) 中 函数 的 边 鸭 
值 以 及 C4.18), 由 (4.19) 就 立刻 得 到 Af》 二 0 

定理 1 证 毕 。 

定理 2( 沈 变 昌 "3) 设 1(z) E EXD),p 之 1, 则 


n mr] 


jx) 一 lim > 之 DS) aisalf) ri Ce) 


+ i |, KBC0(E)) at 


Ee 
pr Ho Ee 
: C4.20) 
其 中 
ou = | HE) Ot) 人， C4.21) 


且 极 限 是 禁 Es(D》 中 意义 下 来 理解 的 。 这 里 积分 中 的 上 是 当 
5 € CG 趋 向 于 边界 了 上 值 5 时 的 极限 值 ， 

证 考虑 欧 数 Hz) 在 和 riz)}，R 一 1,2,.……,n, :一 0， 
I, ,mi 一 上 所 构成 的 线 狂 空间 E， 上 的 投影 ， 


# 全 着 一 1 


《Ps 站 tt 一 人 >) > on rls) 


才 =1 1= 晶 


4 了 87， 


人 ”本 是 


到 | 1 5) 2) DY rk) Quest 全 
Rel +=0 


一 | KE) KG de, (4.22) 
其 中 第 -. 个 等 式 是 用 到 了 引 理 2, 且 


用 于 一 | 


K(z,Lb) p> 之 六 区) Qlt) - 
NR 《一 hd 
之 > sl2mi i BCOE) NE—E) 


-上 上 也 
i | 一 4! 


立 3 ‘B.C0C5)) 


tl c=0 (271)’ 


dz A 
. |, BBO — Pz 一 40) ( = 
注意 到 ,未 数 


+ 


> (=) /sec) 


在 :一 处 解析 ,因此 由 Cauchy 定理 得 


Ba ll 
RS 


. 立 (= 


sm0 名 A 


六 B.C2(2)) | po 
EE (2ri) jc BABOON — LN — 1) 
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二 5 B.CP(E)) | dt | 
A Cai) lor BADOONG — Hz— 7) 

FEG, zsED, (423) 
si 1 i A AN .] 
MN CCC 0 二 在 台中 区 一 和 为 mt 级 极 
点 ，1 二 大雪 nm 以 上 一 “为 一 级 极点 ， 且 在 一 2 处 为 二 级 堆 

点 ， 因 此 用 蔡 数 定理 后 得 


BLE ST 1 
OR re: 二 


2xt 


一 上 | -| 
2rfJr BPN 一 (zz CO— 2) 


~ ll Bw) 


二 (2z 门 : 
| | A 
Jr BA — EN Oo) 
SEG, rED. (4.24) 
考虑 5 € G 而 趋向 于 ET， 则 由 《4.24) 及 (4.23) 得 
Cpe 1) — ,18.0(E) 
Sf MM .25 
| Che 
这 里 最 后 一 个 积分 其 5 € G 趋 向 于 EE€T 时 的 自 服 策 ， 
现在 我 位 证明， 
eR zy a 1 
1 AD) B06) dk 2 


dt .26 
BDO — Est) C2) 


在 LPCT) 上 收敛 到 
1 人 1(£) BCOCE)) aE 


i en dz 
2x1 ’ BC(ODI — Nz — 3 


ea 3I9 * 


首先 ,我 们 有 


7 = “P| KSBA(0E) LE 
a ry 3 一 去 
RN a [es de 
2xit Jr sd(r))Kz CO— 2) 
一 上 ;上 |- {0) je 
2 2xf 2 -一 十 
二 ?| (LOB OC)aE 
二 一 六 
di 一 二 
2zi ee 一 2) 2 i 
及 
po -2 | 2B PN dE 
a 1—t 
1 dt 1 
Ds : PT Pe f(s), 


因此 ,到 用 天 ,9 之 1 人 


有。 一 Tyery SS < | -一 一 站。 了 上 (58,2) 


We | dd 
2rr Jr BD Cz 一 全 
Ps Vp LE L205)) dr 
1 
2z1 | 一 但 | Pr) 
| pf E220) ar 
pr 
1 { _ di 
"el | BP Nz — 1) 
元 -P "| 乒 965)) at 


1 
2xi i ee = | Liur) 
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dm 。 i 
i J 
HECBAPCEY) 一 ee | | 


to—& 


了 ?Cry 


.Pp | 8)) BODON 
Jr |B,.CDCON BBE))) 


. {2) B05)) sel 
1—& 


el 


es 
< cslfCEOL BPE)) 一 BCOCE)) Nery 
+ ce 大 era。 BAOC)) — BOP Nrin. 


(4.28) 
为 了 要 证 明 
Jim_i 7 一 了 Pr) 一 0， 
我 们 需要 下 列 二 个 引 埋 。 
引 理 3 
im | 员 IBAw)— Bw)l? dw = 0, p 完 1, (4.29) 
证 1. 先 设 一 2。 
令 
上 Ki) 一 ET ded jo > ji (430) 
law a 
所 以 
lbKo0)| 一 -+ 


由 于 (4.3), 攻 此 可 以 认为 , 当 充分 大 时 ， 
1 ] 
< 


js 机 
Iail 4” 


Se 0 :< 二 时 有 1 一 * 之 ew， 因此 
1 


当 j 充分 大 时， 
,391， 


oi! 
即 
sy > 0- 忆 ) 
Ue 3 本 py < 
由 此 得 到 , 任 给 s 之 0， 当 如 与 王充 分 大 时 ,就 有 
oi C4.31) 
令 
in mm) 一 | Bw) — Belw) lldw), m>n, 


ed 11 enw) —1| ao 


中 
— 4 —2Re| Li lel Aw 
Iw nll — Bt A Iw 


= 4 和 Ud 一 开 iu. 
因此 * 由 (4.31) 知 ,序列 【BCz 人 在 Lo 一 1 上 收敛 , 设 极 
限 欧 数 为 如 wz)， 邯 
Jim | 18 一 BAwhldwi= 0 《432) 
因为 在 [sw | I 上 1B.Cw)! pe 1,2,...，» 因此 从 不 等 式 
ilBsCw)| — 1 iBy(w) Oo— Blw)), i 
及 (4.31) 推 出 , 午 jw| 一 1 上 几乎 处 处 地 奈 


1BxCw)| = 1. 
2. 现在 证 ,对 任何 > 六 1， 
lim| BA(w) ~ Bw))?law| = 0 (4.33) 


LA 


{BsC1w) O— BCw)! < 2, 
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因此 , 当 p 2 时,(4.33) 可 以 直接 地 由 (4.32) 推 马 . 浊 1 振 训 < 到: 
时 ,3 人 一 对 共 饭 数 ， 
2 pi 2 


一 > 1， 一 ”六 一 
p! p qt 页 三江 2 —p 


利用 Halder 不 等 式 ， 
| BeCw) ~ Bw)? law 


i | 
2—-8 


= {| 1B.(w) — Ba. pla} (f de) 


ee 4 
= (27x) {| lB) — B,C) llaw |} 一 0 
3. 现在 证 明 , 在 |w| 一 1 工 ,几乎 处 处 地 有 
Ba(w)O— Blw), lIw| = 1, 
其 中 BCw) 为 Blaschke 隧 效 在 |w! 一 1 上 的 边界 值 . 
由 于 
BC ¢ Biwei > 1), Br e EKIw| >1), 


下 


因此 
_1 Bl(r)— Bsr) er _ 
xt | t T—t 
_B(w)— Bw) [ml > 1, 
= (4.34) 
0, [w| < 1 


由 于 BC 一 Setz) ec LX|w| 一 1)， 因 此 根据 Riesz 定理 ， 


Cauchy 型 积分 
po -| MDB) a 


ct T 工 一 志 
“TIE1 


确定 了 二 个 通 数 
Filw)€ EiXClwi < 1), FA(w)e EXKIw| > 1), 
在 C4.37) 丰 仿 zn 一 十 o0 ， 和 注意 到 
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fm Be) = Blw), lw!l > 1, 


以 及 极限 关系 式 (4.33)( 了 到 p 一 1)， 就 立刻 得 到 
Fi(u) = 0, 1 < 1， PFCe) 呈 0， lw| > 1. 
办 此 ,和 再 根 据 TipheampB 定理 ,在 lw| 一 1 上 ， 几 乎 处 处 地 有 


外 人 ee 一 Few 一 (zz) 一 0， 
如 几乎 处 处 地 有 
Blw)}— Bra(w), lw| = 1, (4.35) 


比较 (4.33) 与 (4.35) 就 证 明了 引 理 3. 
引 理 4 对 任 音 函 数 eC《w)€ Lri(|w| 一 1), p 之 1， 下 式 成 


im | BC0) 一 Be) ge Hdwl 一 0 (4.36) 
证 对 任意 v > 1， 蕉 虑 集合 
ealo0} = El BC) — BAw)| > olwl = 1}, 
显然 有 
omes eae) < BOW) 一 Bl dw| 
< | .1B(w) — BC) lawl. 


根据 引 理 3, 对 任意 固定 的 vc > 0， 
lm mes e,.(0)— 0, {4.37) 


显然 有 
{1BCw) ~ BCw)l? leCw)le iawl 


<2z| lalw)l? ldw|, C4.38) 
是 若 令 cao) 一 To 一 1)， 则 
| [BCw) 一 Bo leCw)le jaw 
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间 


<or| ,lelw)l? ldwl. (4.39) 


由 此 从 (4.39) 及 (4.38) 得 到 
| 18Cw) — Bw)l? |dwl 


人 
< 2 ,lel awl + or leCePldol， 
(4.40) 
现在 对 任意 。 > 0， 可 以 选择 o ~ os) > 0， 使 
of we [sw) le ldw| < 地 


然后 ,由 于 《4.37), 可 以 找到 整数 N 一 NC(e) 宇 1， 使 


2 laCw) lh? ldw| < £. 
‘ao) 2 


这 利用 积分 
{ la) lewl, eet{lwl ~ 1) 
的 绝对 连续 性 可 以 办 到 的 。 这 样 一 来 , 当 n 守 NN 十 1 时 ,由 (4.40) 
就 得 到 
| ao 一 Bo is ldwl < 
这 就 证 明了 引 理 4。 
涡 在 我 们 再 回 到 定理 2 的 证 明 上 来 。 
若 取 gCw) = 入 (ww)*， 则 由 引 理 4 可 得 
Em BCBE)Y) 一 BCDCE YP, 


人 人 [B,Cw) 一 BCw)lz go ravi 
人 C4.41) 


若 取 gCw) 一 Kg(w)) Cw 六 ， 则 由 引 理 4 也 可 得 ， 
Him NSOL B,D) 一 BC@CE)) lise, 
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-tm 1B8.Cw) 一 BL)ie) FPC) WC) ldw!} 
— 0. (4.42) 
比较 (4.28),《4.41) 及 (4.42) 就 立志 得 到 ， 
Bm Hf, 一 下 xm 一 0, (4.43) 
因而 , 圭 比 较 (4.25),《4.26),(4.27) 及 《4.43) 就 立刻 让 有 明了 定 
理 2. 
下 一 个 定理 是 刻 划 Er(D;44) 类 的 特征 . 
证 3 车 数 E*D;1i4) 的 充 要 条 件 是 


dz 
二 二 | f(E) BCOCE)) 4 ye ee 


0, ze 也) (4.44) 
这 里 上 是 ie G 趋向 于 EeT 的 极限 值 . 

证 必要 性 ， 由 于 fe ED;44)， 因 此 攻 5)，B8(@(E)) 是 
某 个 函数 g(x) € E8CG) 在 TT 上 的 边界 值 。 这 样 一 来 ,由 《4.27) 所 
确定 的 工 表示 式 为 

下 二 大 | a2)dt 1 | + 二 f(D 


2 rt 2zy I 一 
上 DG 

i 本 

| 2 dz 十 了 Ka = 0 ze DD. 
2 2 .rz 一 

这 就 是 《4.44)。 
充分 性 令 

5 于 TCDaCec) a, sco. 


根据 K,;9 > 1 类 区 域 的 定义 ql) € EG), 
根据 充分 性 条 件 ,由 (4.27) 可 以 得 到 
gt) 一 了 DBCeCe) 


1 
2 攻 BF = 1) 


1 
1 一 di TI) 一 0， 


号 ， 
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Fa gilt) 
CTO =0, zxzéD. 
3 J 了 一 Zz 
内 此 ,存在 函数 gG)e E35CG)， 使 得 在 TT 上 几乎 处 处 地 有 
_ 81) a 
C2) BO) gt), 2#ET, 


a 
1 BODO 一 BO 十 有 (DBCOCD)E ESG), 
这 就 证 职 了 
fe ErCD,;1:), 

定型 3 证 毕 ， 

注 ”从 定理 2 及 定理 3 立 刀 推出 ， 若 f€ ED;4:)， 则 f 在 
LIT) 上 可 以 被 珊 数 系 {rilz)} 的 线性 组 合 下 近 ， 因 此 ， 我 们 
又 一 次 地 证 明了 定理 1. 

现在 我 们 研究 在 洱 数 系 {ritz)} 的 闭 包 R,《D;244) 上 ， 有 
理 国 数 系 {ri,(2)} 的 双 正 交 展 开 的 求 和 问题 。 

定理 4( 沈 肖 虽 57 任意 一 个 函数 f(z)€ ED),p 之 1 在 
不 完备 函数 系 {ri(x)} 的 闭 包 Rs(D;44) 上 的 投影 Pzf 的 表示 
式 为 


n mR-t 


— lm a fra(@le)) 
(Pgf) (x) 了 p23 ?dr < i ee 
(4.45) 
其 中 
BO) i wl 
rlw) BWw) ts1 一 和 A a 
而 
a 一 | Hd), (4.47) 
县 极限 是 在 LCI)，p 之 1 空间 中 来 理解 的 。 
证 痊 叫 芳 数 
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SD | {EIBCoCE Dae 


R=1 
i | 和 
2z der BDO — Ez Oo— 2) 
= 3 Nf)B Co 


-| nm) i 
2ri Jci zoO—i BONG 3 


— 33 | 5BCoC at 


1 CGO _ de, 4.48 
2xi BCOCU))C — £) 3 


其 中 
GU = rs (Le)) pe 5 et Cz NR Ai)'E E?CG), 
了 


由 于 顷 救 
1 十 中 G4.) 
BCP()) tr, 3 
在 :一 4 处 解析 ,因此 就 有 


SO 一 5 | Ke)BC0E)) 


(Cz oan 和 


人 
mde i 4) 
| BCC 一 
-DS Ko 
= mk! 
一 >; 2 eu) (| 人 《449) 


另 一 方面 ， 油 《4.48》， i 可 以 得 
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到 


_ BOC)! de 
So | 之 《2zi cr BD 一) 一切 


1 | BOP(E)) f2) 1 
2xi IBADCE)) EE—z 2 


8 上 fC5)BC OC) a 


1 7 dt 
es 人 .50 
| ey py 


由 此 , 像 在 证 明 (4.42) 时 ， 所 用 的 方法 《利用 引 理 4 ) 利 用 (4.507 可 
以 证 胡 


ss) 一 fo + -| KOOBC OE)) 
| 2xmrf ,T 


eral | | — 
2xf | BCOOO NK — tz 一 口 | 人 人 


由 于 我 们 考虑 了 在 frifz)) 的 注 包 RAD;1i) 上 的 投影 , 根 
所 定理 1 及 定理 3，(4.44) 成 立 。 由 此 比较 (4.49) 与 (4.51) 就 立刻 
得 到 (4.48)。 

定理 4 证 毕 . 

注 ”从 定理 4 看 出 ,我 们 实际 上 得 到 了 fe Er?(D;14) 被 泗 元 
系 {ritz)} 的 线性 组 合 进行 逼近 时 的 具体 逼近 式 。 因而 也 又 一 
次 地 对 定理 1 给 负 了 站 鬼 性 的 证 明 。 

推论 ” 藻 不 完备 系 {ri,《x)} 的 线性 组 台 ， 


es 
T(x) | 2 > XU CN7 
《=1 =O 
在 Ef(DP) 上 牙 伍 到 某 个 遇 数 j(z),， p> 1， 则 
0) 
fs) We (4.52) 
且 
lim gw = gf) 大 一 12 一 0 1 二 一 1， 
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其 中 au(f) 是 由 (4.47) 所 确定 县 (4.52) 中 的 极限 是 在 LT) 空 
合 中 米 悍 解 的 
事实 上 ,由 定理 1 知 , f(z)e EXD;44)， 因 此 ,由 定理 3 与 定 
理 4 就 得 到 (4.52). 
根据 引 理 2, 我 们 还 有 
oo) = | 6)905) 4 


mel 


wD: 


Hrtm RT ry 


= lin; gy 


用 十 十 可 


有 关 这 方面 的 内 容 还 可 以 参看 沈 变 吕 的 工作 300 
$ 5. 带 任 意 极点 的 有 理 函 数 逼 近 


这 一 节 中 ， 我 们 介绍 用 任意 极点 的 有 理 函数 来 逼近 庙 足 一 定 
条 件 的 邓 数 ,一 般 地 来 说 ,这 种 通 近 会 有 更 高 阶 的 逼近 误差 ， 这 里 
我 们 主要 介绍 Pycax 的 工作 "9 

设 己 给 点 列 {or}, R00,l,2,.. oa0 一 0， lax! 三 1, 旦 
函数 f(z) 6 4(1z| < 1)， 现 在 构造 次 插值 有 再 函 数 S.(z, 豚 ， 
俩 得 其 器 点 位 于 {二} ， ~ 1，2,…，"， 上 ,而 插 信 息 为 td， 


二 0,1,… ,x， 类 似 于 第 二 章 $56 中 Lagrange 插值 多 项 式 的 积 
分 表示 式 ， 这 里 也 有 积分 表示 式 : 


上 和、 DO) — zDD,{z) 
SO le jp) 


(5.1) 


Te 


Du。fz) 一 II (5.2) 


,1— Ge 


洗 然 明 疲 D,(s) 在 |zi 所 1 上 解 研 ,; 轩 此 由 Cauchy 定 十 知 , 企 
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lz < 1 内 ，z 一 cl ke 12， 4 时 ， 
Do 
人 PR E | (5.3) 
由 (5.1) 减 去 (5.3) 后 得 ， 当 jz| 过 1 zai, 有一 1,2.… sn 
时 ， 


pk {8) [DE) _ zD,(s) 
S,(2,1) | 了 


(C5.4) 
如 凡 把 5,(z,1) 看 作 作用 在 f(x)€ 和 jx; 所 1) 上 的 俐 子 ， 


则 显然 有 有 
人 本 下 1D.C5) _ 2D. Cz) ! 
ls,l | aC) cD, En 
关于 算 子 io 由， 有 下 列 佑 计 式 。 
定理 1 (Kouaprnhto 1) 
和 si 委 2lnf max re(z)]， 


蒜 中 
1 — laze 
a#) 二 1 十 2 GOGO 
"ky 和 1 一 2iaklcos(a 一 总 ) 十 EE 
Oe = afgni, (5.6) 


沁 了 变 证 明 这 个 定理 ， 我 们 由 要 -系列 引 理 ， 它 们 都 是 层 于 
:5KP6amna 的 8 ,但 本 身 都 在 独立 的 意义 ， 

令 {fas} jl 过] 天 一 01 为 任意 序列 ,其 中 有 些 数 
十 以 本 癌 ， 黄 至 还 可 以 有 无 限 次 相同 

Walsh 首先 考虑 下 列 有 理 隙 数 系 ; 


oh 一 |aa| 1 
oo 人 一 局 一 1 


(5.7) 


a #01 * 


引 理 1 


2 1 ， n= 1， 
村 一 ! Pur ms] ldzi 一 | ek 《5.8 ) 
证 由 于 |z| 一 1 时 ， 
2 — 
Tm 
医 此 
A i Ne 
J Ee 2 | [1 一 Rs|: a 


《5.9》 
现在 考虑 zn 之 1, 0 所 加之 4 一 1， 则 由 (5.7) 得 


| pal2) Pn) | 3 | mu 5 


.| 1 TT 
isl=t |] 一 dz jo 1 一 Siz 


1 和 > 一 


| az | 


(| 一 gzg20 1 一 区 4 


= VO — las PE — as)’) 了 


-| 1 
am 1 CO— &,2 ro 1 ~ Bz 
la 
1 ek dB 


Sn t=0 2 ~ 
— Vl— lol )(1— jlo! 2 


[Il 《z 一 ct) 


下 二 内 二 上 


TJa 一 az 
二 一 mm 


" | dz e D0, 
lal 


{5.10) 


人。 


这 是 因为 被 积 函数 在 闲 圆 1z] < 1 上 解析 , 而 当 mm 一 ”一 1 对 
分 子 理解 为 i， 
当 4 之 1, m 之 ns 十 1 时 ,利用 上 面 的 (5.10) 有 
| OP ldzl 一 | pl) pot ls! ~ 0. 
《5.11) 


比较 (5.9) 一 (5.117 就 得 到 (5.82, 引 理工 证 毕 。 
引 理 2 对 任意 上“ 上， < 1， 考虑 单位 图 |z| 之 1 上 的 解 


析 了 画 数 
ER 
Kz;t) er (5.12) 
以 及 形 如 
R,(a 一 一 Po (5.13) 
II (! 二 如 kg ) 
二 全 
的 有 理 函 数 , 其 中 P.lx) 是 # 次 多 项 式 , 并 提出 插值 问题 ; 
Rai) = HoisT), 7 一 0 1 (5.14) 
则 插值 问题 (5.14) 有 堆 一 解 , 且 可 以 表示 为 ， 
R?(z) = DD) pr) parts). (5.15) 
#=0 


证 首先 证 明 , 任意 一 个 形 如 (5.13) 多 有理 政 数 R,(z) 有 下 
面 的 表示 式 : 


Ri S Ch PrCE), (5.16) 
其 中 数 CorCis “Ca 是 唯一 确定 的 。 显然 有 


> ctptKz) 
+*=0 


* 这 里 首先 候 设 所 有 的 a; 互 不 相同 j= 0,1,……。n. 
二 人 


本 4 -1 用 
Za ][ CG — oa) JI CG— «2) 
m= i=0 per k=7+L 


. (5.17) 


其 中 
ee 1 一 0,1， ?区 9 
且 令 
He- HO-ad|,, = 


引 (5.13) 及 (5.17) 知 , 为 了 要 证 明 (5.16)， 只 要 汪 明 任意 一 个 * 次 
多 项 式 P,(x) 可 以 唯一 地 表示 为 


PD Dolo I Gm) C518) 


就 网 了 ,其 中 一 0,1 9 是 完全 确定 的 复数 。 而 这 内 要 依 

次 节令 z 一 mac 代 人 ,通过 对 应 的 哨 数 Pom)， 

Pla), ~ ,Pas) 就 可 以 依次 地 确定 Goygt "In 

显然 ,为 了 对 插值 问题 (5.14) 求 解 ,只 要 从 下 面条 件 
Pl0i) = floi;6) I (1 一 BEko)， 了 一 01 on 

(5.19) 

来 求 出 # 次 多 项 式 Po.(z) 就 行 了 ， 因 为 插值 问题 (5.14) 有 唯一 

解 , 且 可 以 表示 为 下 列 上 形式 ; 


R3(z) 一 DF) cipilr), (5.20) 
1=0 
其 中 CO0yCH “sts 是 唯一 的 被 确定 的 数 ， 
氏 此 ,为 了 证 曲 引 亚 2 宁 的 公式 (5.14) 只 要 证 硼 
Ci 一 PiCt), 7 一 0，1， ,ny 
就 够 了 ， 事 实 上 


。 404 。 


2 -lsl=1 | 一 Rs(z) } 于 二 laz| 


2 br i |); ee 


Tt 


— RiCa) = 0, f= 0,1,.*,n, (5.21) 


a I 

~ 2x(1— Ee;) 
因为 沿 数 R?(z) 满足 插值 条 件 (5.14)， 

具 于 这 蜂 认 为 me as 互 不 相同 ， 内 此 pplx) 有 下 列 
的 表示 式 ; 


P 


Ne A 
pots) 一 之 Te 
由 此 以 (5.21) 得 到 


1 
lz I=! 2x (1 Ez) 一 Rs Co)} pes) |dz | 0， 
P= 0 1， 


即 
Pplz) 4 


:st 1 一 


1 Rs GD lel — | 


人 一 pptz). (5.22) 


因为 国 数 Re tz) 有 点 示 式 《5.20)， 因此 将 此 式 代 人 (5.22)， 到 用 
引 理 1 中 正 交 性 ,就 立刻 得 到 
‘=| 一 1 Rs (w) pols dzi 一 Pets), f= 01 和 9 
引 型 2 让 毕 . 
引 理 3 对 任意 的 zx 与 和 
2 Pr) pile) 


= Ty 二 TT TT 二 2) 
2 1 = | (全  ) I 2 


(5.23) 


+ 4053*» 


证 首先 设 CC19 sen 互 不 相同 ， 
对 1z! 过 1，|#| 1， 考 磋 积 分 


1 1—axst dt 
0. | 
ba 和 1 一 1 一 o2x(1 — Et) r=0 ff— a 4— 2 
| | 1 lor de 
Zaf dwto xr (Cl — Et) ri0 fo 站 一 


1 Bi 
NOE Fe A el 


2 sd 1— Et :ol 
6 
1 So 
2x(C1 — £2) {HI 一 上 人 
这 里 因为 被 积 函 数 在 区 域 |:| 关 1 有 唯一 的 简单 极点 A 
此 | < 1 《注意 到 |z| 二 1), 上 且 当 * 一 oo 时 , 有 阶 0C1:|)。 
另 一 方面 ,直接 用 留 数 定理 ,我 们 有 
1 人 1 一 Bt 
L (zs)] 一 一 一 -一 一 一 一 一 


2x (1 一 Ez) io 2 OO— ot 


1 
te SS 本 
.im 一) 1: a}. (529) 


0 一 a 
比较 (5.24) 与 (5.25) ,我 们 有 


SR ee 
2x(1 -— Ez) 2x(1— £2) Ca) 
十 只 (sr)， (5.26) 


其 中 


多 一 性 1 
R = [1 . 一 一 一 一 一 一 
中) 1 一 ai 和 2x(1 一 Fa)fz 一 of) 


+ 406 5 


im — 2%) 11 ! 2 —} 


i26 下 一 on 
一 ss 二 《5.27 ) 
TC 一 aiz) 


t=0 


其 中 P,(z) 是 一 个 4 次 多 项 式 ， 
从 (5.267) 及 (5.27) 伦 出, 有理 国 数 R,(z) 福 足 通 值 条 件 ， 


1 
Ra) 一 1,* 
Cai) 去 全 二 让》 了 sls 


因此 ,由 引 理 2 知 ， 
RCs) = R(x). 

这 样 一 来 ,从 (5.26) 及 引 理 2 就 得 到 了 (5.23)， 

既然 公式 (5.23) 对 于 151 之 1 及 1z| < 1 部 成 立 , 用 解析 开 
折 可 以 知道 ,下 任何 “与 z 出 吉成 立 。 

为 了 蛇 证 明 公 式 (5.23) 对 任意 ma ,oa。 部 成 立 , 首先 将 
cy ac。 换 上 一 些 互 不 相同 的 ma ， 0,, 对 后 者 (5.23) 
成 立 ， 然 后 在 对 应 的 《5.23) 中 令 必 一 ai 大 一 0,1 就 立 
刻 得 到 对 任意 的 ma ,acw (5.23) 成 立 。 

引 理 3 全 部 证 毕 。 


令 
Ke(pz) 一 人 Pile Dpile"), C5.28) 
x 安 ET < Ty 则 有 下 列 引 理 , 
引 理 4 成 立 
K(x) 一 ! exp {2 
i 2 


» "ee 
27 sin 
2 


| = 1 一 lef 
. 2 一 一 一 一 dv 
:全 4 一 2jaklcosCz 一 9 十 ja 


2 
2 2 
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于 天 GT (5.29) 
其 中 Os = aTgor, 一 0,1,* 
证 由 (5.23) 及 (5.28) 得 


帮 (tx ) 一 由 (1 ene 
(LI 二 :二 )}. ‘5.30) 


站 
r=0 € Ca 


”9 有 


令 a = ole dt, OF argors 玉 一 0 04 有 


ea le — orlexp 上 ga 一 eds 
cosz 一 |odj cosOx 
1 一 本 ce 本 1 一 |aklene ot 
-= | 1 一 ae 和 | 
- op{ ig le 
Le 和 天 Cos (xC— 0.) 


因此 有 
esp 1— oe 
sinx ~— |ax| sinO. 
oo exp | - er i 
EN sin (x — 01) 
| 
这 样 一 来 


Ei” — a 1] 一 他 


[一 人 


sinx 一 jatg| sinO, 
< t 人 
| 
sin 上 一 | eol sin 
t -1 
I cor— lacod 
.#09 . 


la | sin Cx — 8,) 
Dn -1 
开车 1 一 [axl cos(x — BY 
fei | sin C1 — 8) 
6 
1 — ;oar Cos 1:— 0 时 


《5.31) 
注意 到 
sinw 一 |aa! sin Or 
a 
cosw— laxl| cosO: 
1 — [aiicos(n — O04) 
Ti—2lalcos Cy— 0) TF Tal 


[oi | sin{w — 0.) ， 
| EE 1— laxTcosCw— 5 | 
是 ax | cos Cu — 06041) — laxl’ 
1—2ialcosCn— 0) + [eli: 
则 由 (5.31) 得 


,fa 1 一 [ex 
-oo es EN 
(5.32) 
由 此 ,比较 (5.30) 与 (5.32) 就 得 到 (5.29). 
引 理 4 证 毕 ， 
车 fz) E HCIz| 过 从 ， 则 它 可 碎 对 应 着 一 个 wajsh-Fourier 
级 数 ， 


f(s) ~ 六 CUPDKCS 7 ， 
其 中 
CA 一 [re dea, k= 0,1,...。 (5.33) 


当 1s, 二 1 工时 ,考虑 部 分 和 
409 = 


S.Cx,f) 一 b> cipale') 
= KP) a 
=D0 “一 


一 六 大 ce) Kr,x) dr, (5.34) 
其 中 KCi,x) 由 (5.28) 所 确定 ， 对 于 jz| 过 1， 其 部 分 和 为 
Se) >) cAPa Ce) 
t=f 


一 ' fle'') >) Pre pelrer)d, rz re 
‘= t=0 


一 f(D Ke 此 ， (5.35) 
其 中 
K(z,t) Es > pity prCT), (5.36) 


引 理 5 设 feetizl 过 1， 则 由 (5.35) 所 确定 的 项 数 
SCs) 是 形 为 (5.127? 的 有 理 函 数 , 且 满 足 插值 条 件 ， 
Se 门 一 foi), j= 01 n, (5.37) 
证 从 函数 4S.(s) 的 表示 式 (5.35)， 结 合 (5.36), 容易 看 出 ， 
它 是 具有 形式 (5.12). 
此 外 ,由 引 理 2 知 


Klu;,£) = f(aj,£) 一 rr 7 一 0 1。-… 7。 
由 此 从 (5.35) 得 
1 dt 


Sec 站 一 上 二 {8)301 be) 芝 


-二 | LD Ee 0, 二 二 


2ri st Fo 
引 理 5 证 毕 ， 
现在 我 们 已 有 条 件 来 证 明定 理 1 了. 


,410。 


国 于 引 理 3, 因此 出 45.12 达 确定 的 郧 数 5,(z ,及 即 是 由 (5.35》 
所 确定 的 泥 数 Soks)。 
由 此 由 3 引 理 4 及 (5.34) 得 ,对 f(z) € AC1zl 专 1)， 


1s 一 max (IK, la 
一 x 


= max | 1 |sin 1| 
一 工区 工 号 天 | za -下 向 


1 一 |eg， 


“1 — 24etlcosta — O17) 二 laxl ia 


1 一 at 


| 
Ta — OF ep dy 


下 ! 
< max 二 过 了 | sm 《1 十 2.) ey, (5.38) 


其 中 


1 一 Jaexl: 
2.— max 5.39 
a Cus 二 1 — 2|arlcostw 一 6i) 十 laxl* 4 ) 


由 此 ,将 积分 (5.38) 分 为 两 郁 分 ， 第 一 部 分 是 区 域 |9， 三 ] .第 


二 部 分 是 | 这 ， -|， 然后 在 第 一 部 分 中 利用 | sn xi 二 |z| ， 而 在 
第 二 部 分 中 利用 1sinx| 委 1， 注 意 到 在 0 所 xz 所 了 林 时 ,sinz 之 


二 =， 就 可 以 得 到 定理 1. 


在 这 一 节 呈 , 当 适 当选 择 插 值 基点 {oar}, 碟 1,2。 8 有 
我 们 对 十 不同 的 明 数 类 中 的 1(x) 将 给 出 量 


“#1ll*» 


max [S.Cz,1) — Hz)| 
的 估计 式 ， 为 此 ,需要 4 个 引 理 。 
引 理 6 ”对 任意 的 自然 数 N， 令 p 一 exp( 


1 
一 
mL 一 pte2， 一 0 一 1 (5 40) 
其 中 6 为 固定 的 数 ,于 是 在 射线 
做 一 全 ee，0 委 1 让 委 1 一 px} 
上 ,有 下 面 的 估计 式 ， 
luCz) 人 会 卫 :< | VE N29 (5.41) 
iol—acl| 


证 不 妨 认 为 8 一 0。 现在 设 “ 满足 干 列 的 一 个 不 等 式 : 
pi 1 一 < 委 pl， = Dsl NO—1, 


于 是 

in 一 也 一 > 

二 = 14+1 一 ae 
(1 一 上 (1 十 ct) 
入 

再 | 1 

a czxp| 一 (ly) 3 1 二 —(i—t) 
二 一 上 了 上 二 人 【 


过 从] 


加 (5.42) 
记 二 站 l= CA 


将 方 括 弧 中 的 量 记 作 一 oC )， 我 们 来 估计 oC) 的 下 界 。 显 然 ， 
当 N 之 9 时 ， 

1 一 co 
a l—at 


ed a 


1 — tists pe 


a 


之 bp3 pk 十 六 oir * 


十 = 卫士 生 下 一 全 


*412: 


郊 此 式 代 人 (5.42), 就 证 明了 引 理 6 
引 理 7 设 在 二 条 射线 argz 一 ,2rgz 一 扑 ; 0 和 所 世态 过 

2x 上 各 有 像 在 引 理 1 中 发 个 点 ,此 外 还 有 rtr 实 0) 个 点 位 于 原 

点 ,因此 一 共有 2 一 1 十 rr 一刀 个 点 fa 大 一 1.2， 491， 又 

设 函 数 @G)》 在 带 ww 和 argt < 扫 司 二 处 处 解析 , 且 有 估计 式 ; 

[gM 上 < 委 1， 
及 
Ip M,, It| 守 1 
在 |z| 一 1 上 ,有 估计 式 
村 Dt) zsD,(s) 1 -VY 
If 0 [2 tn 到 | 八大 se 

(5.43) 

其 中 六 一 ce 人 me Du(z) 由 (5.2) 所 确定 ， 

证 由 于 当 |z| 一 1] 时 ，|D,(z)1 一 1， 因此 
二 D (7 ir 
i 0) 2 |- || rpc. 

(5.44) 

因为 被 积 函 数 在 委 ar 扩 委 砚 上 解析 ,因此 可 以 将 积分 (5.44》 

中 积分 路 线 换 成 如 到 9 及 0 到 5; 的 二 个 直线 段 。， 于 是 应 用 引 

理 1, 就 有 


| 


ftc!| + | tac) tee!} 
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< ul 


[li—er (YN) Fe 
< 2Mod| exp( ~ Ve) 
0 


上 
请 | la | 


_ix 
< tMoerp ( 人 《5.45 ) 
另 一 方面 ， 在 引 理 2 的 条 件 下 ， 函数 22 也 在 带 去 


args 多 和 上 解析 , 且 在 “一 oo 处 至 少 是 二 级 零点 ,因此 
= | gC) Da 


cD.C5) 
-|| 
es 7 
| 


+ | 上 lss ll 
令 人 一 小, 且 利 用 Du(5》 的 故 示 式 中 7 个 et 取 值 为 零 , 基 
此 由 上 式 得 到 
| 
a el 
< 2M | | Cd < 4Moexp (天 (5.46) 


因此 ， 由 (5.44) 一 (5.46) 就 立刻 推出 (5.43)。 
引 理 7 证 毕 。 
引 理 8 设 w 守 mmN 一 1 十 1. 县 点 列 {ax},《 一 1.2.……。 


nl。 


z 由 下 列 一 些 点 组 成 : 在 严 条 射线 ar 时 一 志 ,i 一 1,2,.……,m， 各 
自分 布 有 满足 引 理 6 中 的 点 列 , 而 令 其 他 所 有 nm(N -1) -1 
个 点 都 为 替 。 于 起 对 二 插值 有 理 琢 数 S.(z, 月 的 范 数 , 有 下 面 的 
估计 式 : 

JS < 2i0 {2 1 meN— 1) + 2mV Ne ll) 

(5.47) 
证 ”利用 定理 1， 其 中 
ru) = 2 2[I7 一 1—mN— 1)]+ 


四 1— larl’ 
? 之 EC 
指 际 《 取 值 鸽 得 arge, 一 ww。 显 然 有 
ru) E22 nl mCN 一 1 
A EN 


十 2m 2 a Se 天 


+ 


N-1 
<2n 1)—2mN—1)+2m D2 


*=0P 
Un 1) 2mN 1)+ dm Ne 1) 


NY. 
利用 定理 1 就 立刻 得 到 引 理 3。 

为 了 后 面 的 需要 ， 我 们 还 介绍 二 个 有 关于 闭 现 上 连续 函数 的 
性 质 的 引 理 。 

引 理 9 《Riesz) 【〔 见 文献 [63] ) 要 使 单位 贺 |x| < 1 内 解析 
函数 fx) 在 闭 圆 |z| 过 1 上 连续 ， 且 在 单位 圆 昼 |z| 一 1 上 
绝对 连续 的 充 要 条 件 是 ，F(z)E 王 (zl 过 1)， 车 f(z)e H'， 则 
几乎 处 处 在 |z! 一 1 上 有 

dile'® a 
4 = je Ke) 


这 里 作 ce”) 理解 成 纳 数 f(x) 当 z 一 ce” 时 的 非 切 向 极限 值 ,而 


,415 。 


5 是 函数 人 9) 关于 8 的 导数 ， 
证 必要 性 .显然 有 
fire 人 ~ | Ke dp, — Od (5.48) 
其 中 
ee 


Plr st) mm 一 一 一 一 . 
人 ) 1 — 2rcost ++ 


芷 Poisson 核 , 因 而 有 
irevf' rete) 一 二 te'') Sr ty (5.49) 
对 《5.49) 的 积分 进行 分 部 积分 后 可 以 看 出 ， 讲 数 izf (sz) 在 
[zj < 1 上 可 以 用 Poisson 积分 来 点 示 。 因 而 ，Fzf lz) 所， 其 
fliz)} eH', | 
大 分 性 。 设 1 (as) EH， 琴 此 范 数 izf(wx) 在 [zi < 1 内 可 
以 通过 共 极 限 值 re“*f(e”*) 的 Poisson 积分 来 表示 : 
izf (z) = 和 上 fe’p'(e’)Plrit — Bdt, z= re®, 
(5.50) 
前 数 
El) = | 了 Ce {5.51) 
在 [0,2x] 上 绝对 连续 , 且 按 Cauchy 定理 ,容易 看 出 gC(2x) 一 0， 
对 《5.50) 分 部 积分 后 得 
izf'(z) 一 | g(t) 2 一 人 dt, 


即 


oflre®) 0 fl {” oe, 
38 36 中 |. eC 90) ar]. 


由 此 得 到 , 当 1z| 过] 了 时， 
f(z) 一 二 | OPCrr ~ Od 十 Cr 


“416* 


其 中 C(r) 明 只 依赖 于 r 的 罗 数 ,但 CCr) 作为 二 个 在 lz| 之 1 
内 调和 了 画 数 之 差 世 是 调和 酋 数 。 因 为 
Ac( 门 一 二 Cr 二 工 2CCr 
adr: r dr 
由 此 容易 得 到 
C(r)= alnr + b, 
其 中 4& 与 5 为 常数 。 而 用 Cl(r) 在 > 一 0 处 的 连续 性 可 以 看 出 ， 
a 一 0。 因此，C(r) sb 这样， 


Fy Cet CIP = 6, 
2x 40 


即 活 数 fw) 在 |zi < 之 1 内 可 用 一 个 绝对 连续 辫 数 的 Poisson 积 
分 表示 . 因此 ，f(z) 在 iz| 过 1 上 连续 ， 且 在 lz| 一 1 有 
Kei 一 gt) 十。 也 把 对 连续 , 且 由 (5.50) 还 可 以 得 到 ,几乎 处 处 
在 [si 一 1 上 有 

limdl re ie ple), 


引 理 9 证 毕 。 

引 理 10 设 函 数 j(z) 在 |z| < 1 内 解析 ，1zl 和 1 上 连 
续 , 且 在 1z| 一 | 上 具有 有 界 变 差 【《 即 其 实 部 及 虚 部 是 |z| 一 ! 
土 的 有 界 变 差 国 数 ), 则 f(z) 在 |zl 一 1 上 绝对 连续 。 

证 因为 函数 有 Poisson 表示 式 (5.487， 因 此 正 像 在 证 明 引 
理 9 开始 时 一 样 , 从 (5.49) 可 以 看 出 消 数 izf (xz) 的 实 部 与 虚 部 在 
|zj < 1 上 可 用 Peisson-Stieltjes 积分 表示 式 , 因此 f(z) EH'. 
由 此 再 根据 引 理 3, 函数 j(x) 就 在 ]>|」 一 1 上 绝对 连续 。 

引 理 10 证 毕 ， 

我 们 今后 称 引 理 10 中 满足 有 界 变 差 VC 有 )==1 的 函数 f(z) € 
BoH, 

定理 2 (PycakSszo)y 若 f(x) € Byofa) 一 w(5,1) 是 这 个 
消 数 的 连续 模 ， 则 当 * 裕 9 且 在 适当 选择 插 优 点 {cx4},， 一 1， 
2,……*",#， 有 下 列 估计 式 ; 


» $17+* 


max fz) -- S21)| < 2016, + wl5.) ln 二 ， (5.52) 


1s1R1 全 。 


其 中 9。 出 下 询 方 程 确定 ; 
人 
nm— Bn 二 《5。)。 (5.53) 


证 没 5 由 方 各 (5.53) 量 定 。 咨 单位 圆周 |#| 一 1， 用 分 
点 = 
公 央 成 一 蔡 贺 多 [Sis Crtt]s 太 一 ] ,2 Mm bmti 一 4 使 得 
ar | 学 60 克 一 1,2,+"" ,my mt ™— Ce (5.54) 
事实 上 ,根据 连续 横 的 定义 , 举 外 宇 2 时 订 从 下 面 法 则 来 确 
Ha mao ni TH ry [Ce 一 大 em < wl6,)). 
(C5.55) 
如 果 对 菜 个 信和 态 ， 有 
Ki 27, | Fe jeeek )， = 06,), 
则 令 地 一 1 二 rn; 列 旭 果 汪 菜 一 步 上 ,有 
wi 一 2r, flert-) — fet)| < oan)， 
昌 令 大 一 2 一 让 这样 一 求 ， 款 能 保证 15; 一 | 之 6 由 于 
《5.55), 相 民有 界 变 鞭 的 定义 ， 
:VDP ET (5) ICD + 8) 一 mm， 
因而 
1 挟 : -一 -… -一 。 (5.56) 
现在 我 们 用 下 列 方式 米 确 定 {a4} ,一 1,2,"**,#， 秆 每 一 
条 射线 0 过 [2 所 1，args 一 wk 上 上 ,按照 引 理 6 的 方法 放 上 
N= [sm | (5.57) 
地 


个 点 , 布 得 下 2 一 m(N 一 1) 一 | 个 点 认为 是 z 一 0。 
冯 样 -一 玉碎 (C5.53),05.56) 太 C5.57) 知 ， 


、416 本 


— #9 和 < = 2 A 
办 (R 一 1 一 1 am 工 / wl8.) msln J | 1) 


> 1 
ml6,) 
我 们 要 估计 和 夺 |z| 委 1 上 函数 5,《z, 有 7) 一 大 x) 的 什 ， 为 了 
确定 起 见 , 设 arg&i 魏 argt 委 argi:， 利 用 表示 式 45.4)， 可 以 得 到 
3v(z， 和 jC) 


一 1>0, 


da MC 
i ee [KC — fC#)] 向 D(z) CD,(L) 
di 1lT Se 
a 三 人 [fC5) — 8)] 


A sp,G] -长 
| 


x DPD) 1187) — 1(2)] 


fs DE) — se | de (5.58) 
[9 D, (x) tsDCE) 一 z 


一 六 十 五 村 上 
车 虑 到 点 5 的 选择 ( 见 (5.55))， 引 理 8 及 不 等 式 《5.56) 与 
(5.57)。 可 以 得 到 


Initihl< 3o(5。) |S 十 > 
x D3 


| i 
i=3 


x |2.3> (£2) _ zDD(z) 
‘D(z) LD.(2) 


< 21050) 1g, 


Wer 


2 ws)2ln (2n + 2mv Ne] 
bi 


10w( BIn a (5.59) 


"419， 


为 了 要 估计 六 首先 我 他 指出， 当 |61 一 1，arg &i 守 arg 对 
arg Cit 时 ，ji 一 3 4 天 一 1 有 


el 2 (5.60) 
站 一 2 28, ~ 
事实 上 ， 由 于 《5.547) 了 以 下 1z 一 上 ，5argt 一 argz 达 arg 1 Ih 
此 jar 有 一 argz; 盖 加 。 这 样 就 汀 以 分隔 种 情况 : 巷 larg 一 


atgz| < 了 ， 则 
二 一 二 一 区 
i | sinKargz 一 argz), sin 个 。 25, 
而 益 jarg 5 一 argx| 守 三 ， 则 
1 
| 
lzl 
由 此 得 到 《5. 0 其 次 , 在 区 域 :| 守 1，arg 6 入 argz 捞 
ai8 Cit1s 全 3,4,."*,1m 一 1， 全 有 佑 让 式 
Ce (5.61) 


利用 (5.60) 及 (5.61)， 再 应 用 引 理 7 就 可 以 知 计 i,。 首先 用 
Abel 变换 ,重新 改写 这 | 
1; 一 > [LfC6;) — 6i-1)] 


.| D8) spo) | - 必 _ 

ti LD,(z) DCL) ECO— 

+ -Ti — 2)] 
2 

. | Dee) _ zDslz) ! de_ 
Ds) SDE) Es 

|) | Pa] dE 

Dlz) DC 一 = 


.GD 一 AGO DAED) — Ken) 


pe 


pl» 


elo EME 
2 20。 
(5.62) 
比较 (5.58),(5.59) 及 (5.62)。 就 立刻 得 到 (5.52》, 
定理 2 证 毕 。 
推论 ”在 定理 2 钓 条 件 下 ，w(《5) = 5 0<e<1， 则 存 
在 点 列 fox}, 万 一 1,2,………,n， 使 


max [Fn 一 Sa 及 | Se Lr, (5.63) 
1 RESL 打 


其 中 常数 < 只 依赖 于 = 
证 容易 证 明 , 从 (5.53) 推 出 , 存在 二 个 常数 < 与 ， 它 们 
只 依赖 于 c， 使 


2 ln 2 ta 
cf( 了" ) < 和 <o( ee) ， 
n # 


白 此 ,利用 定理 2 中 的 估计 式 (5.52), 就 立刻 得 到 (5.63). 
注 ”如果 考 周 多 项 式 最 佳 逼近 值 


Ef) = inf sup | 1#) 一 >) arzt 
a lrlcl = 


则 对 于 函数 帮 z)e BuH,， 月 连续 模 wo(8) 玫 8”， 可 以 证 明 


E,( 站 声 全 
并 


《 见 第 二 章 $ 3 中 定理 1 的 推论 )。 此 外 , 从 多 项 式 逼近 理论 中 的 道 
定理 知 , 存 在 这 祥 的 函数 f*(z)， 使 得 对 任意 6 > 0， 有 相反 的 不 
等 式 : 

E..(f1*) 之 4 » t= 1 2。 


a 
其 中 c， 与 c， 是 不 依赖 于 “= 的 正常 数 。 

由 此 看 出 ， 用 有 至 函 数 遥 近 可 以 比 用 多 项 式 和 逼近 有 更 高 的 逼 
近 阶 ， 

我 们 用 8B8,H,，r 一 1,2,***， 记 作 在 单位 贺 lz| < 1 内 解 
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折 约 了 水 数 f(z) 类 ,其 r+ 级 导数 满足 fCx) < 中， 到 f(z) 在 
[zj 委 1 上 和 连续 ,在 'z| 下 1 图 数 f"(#) 的 全 变 差 v(f"7) 二 1, 

容易 证 明 ， 若 区 f(z) 五 ,月 则 对 任意 zs |z | 委 1， 二， 上] 和 
1， 


KY HO EE tt sy 


+ 上 下 一 warocn， (5.64) 
riles 


这 只 要 用 分 部 积分 法 就 可 以 直接 验证 ， 
对 于 函数 f(z) € B,H,， 可 以 用 形 如 (5.4) 的 24 只 有 理 函 数 
$a《z,1) 米 进 行囊 近 ,其 路 x 守 r， 上 . 
oe (5.65) 
Fp Hig" 
对 任意 j,1 和 1) 委 "， 我 们 有 


VD xzD(s) | 路 
| 二 下 EDC) Ez 


一 yi- DS) 
| Ge 一 = BS 一 | :p.m 


oy! de | 

人 (5.66) 
因为 在 第 一 个 积分 中 ,被 积 范 数 在 1 和 1 上 解 村 ， 而 在 第 二 个 
积分 中 ,被 积 国 数 在 |¢| 所 1 .上 解析 , 且 在 5 二 oo 处 ,至少 为 二 
阶 零点 ， 因 此 , 由 于 (5.64) 及 《5.66)， 对 于 余 项 So(zy 门 一 f(x)， 
从 (5.4) 可 以 得 到 ， 


Sec 人 一 KK 一直 直人 一 De】 


Dt) zzD(o] de by 
| EDL) Em S30 


其 中 消 数 Duts)》 由 (5.65) 确 定 . 
定理 3 《PycarW%) 设 攻 数 f(s)€ BH 一 1,2,*，， 则 
在 适当 选择 {cx}, R12 后 有 
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ioax |fl2) -- $s) Se Ls, (5.68) 
1 ll 


nt! 


其 中 = 大 依赖 于 mm 
证 只 时 证 明 不 等 式 (35.68) 对 lzi 一 1 时 成 立 就 驶 了 ， 
取 NN 与 功 满 足 
nO—1 


N== [2Cr + Ylnin], mo— |--——— |. (5.69) 
N 一 11 


显然 ,由 (5.69) 推 出 , 0 和 受 一 m(N 一 1 一 1 过 一 1， 
现在 将 网 周 |t| 一 1 用 分 点 
Hh eM Om HL < 区 2 
分 成 一 些 圆 弛 [S54 Cin]， 外 0， 1, 轨 ，$w+l 一 ， 使 得 


ffz*) 在 每 一 个 圆 张 【ti, in] 上 的 变 差 不 超过 一 ， 在 每 一 个 


半径 0&15| < 1， srgt ~ wt 上 按 引 理 6 一 样 安排 个 点 m4， 且 
乔 下 的 # 一 mCN 一 1) 一 1 个 点 都 设 为 堆 。 
现在 采 估 计 1f(z) 一 $,,C2,f1)1, 为 了 确定 起 见 ， 令 Hi < 
argz < wa。 设 “。 是 一 个 分 点 , 它 满足 
arg eu 一 aI 必 YY < 下 argtutt— argz > 7, 


将 积分 (5.67) 分 制 为 二 个 积分 : 


{ 一 一 一 几 一 小， (5.70) 
5!=] 五 n 
其 中 在 1， 中 积分 路 线 是 道上 时 针 方 向 ,而 1， 中 积分 路 线 是 顺 上 时针 
方向 。 

令 


FO I WE 4 ek [2 - sD.(a) | ， 


2xir! 一 2 
则 在 4 中 交换 积分 次 序 后 得 
i= | 起 F(2,t,z) df ‘oe) 
-| | eC) da 
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+ 请 Flbstsr)dtaF le) 
= (5.71) 
其 中 二 ti, 是 点 列 {&;}, 于 一 23 中 满足 
arg Ui, Eargt < arg bi, 
中 的 点 ， 
为 了 伍 计 下， 将 它 表 示 为 
ey (Sit {fi 
一 | | FCEsr, 2)at) df (0), 


iel Ati 
其 中 在 求 和 中 的 ”表示 , 当 了 了 二 1 时, 外面 的 积分 是 从 * 到 总. 再 
令 
天 一 十 on， (5.72) 


其 中 a 是 求 和 了 中 使 54 一 妇 | < 十 成 立 的 那 部 分 ,而 "是 


求 和 I 中 使 {din O— bi! i < 二 不 成 立 的 那 部 分 , 经 过 一 些 计 算 ， 


再 利用 引 理 8,(5.65) 及 (5.69), 可 以 得 到 
a BE e.mail a 


LF 


> lrc 上 | 


< 到 
x (om D (2) A zD, C2) | dé | 
‘+ [【D,(z) ED)! 一 

Se 

27 人 Mm 
2 

2xr | ma 
过。 ns. (5.73) 


nrt! 
对 于 一 ， 我 们 有 
一 十 ed 人 ' 
u 5 i 


1151 


7! 
1 全 一 5 二 01> 到 
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二 Et) 2D, 2) 7 
让 5 一 DG) dE) 
一 07 十 ci。 《5.74) 
在 (5.74) 求 和 是 对 指标 人 一 1,2,-… ,#5 一 1} 中 某 个 子 集 求 
利 。 设 b> 是 这 个 子 集 中 最 小 指标 值 ， Te 考虑 到 点 如 的 选择 ， 
我 们 双 
与 1 
< 3 Ne" wel 


”> 


- 和 1 十 和 
了 -和 tC— D .Cdo| 

1 1 Cy+1 i 

r! Lag rél&dpSot1l ' : DCt)at 
ll1 
rim 


max 1 p(t)at|. (5.75) 


了 > ER 二 
Ri 72) 的 右边 的 积分 中 , 化 到 在 半径 上 积分 ,一 个 联结 点 
与 原点 ， 另 一 个 联结 点 与 +: 与 河 点 ， 利 用 引 理 6 及 D,(z) 的 
二 7 之 zz 时 ,有 


| Eo pC8)at| 
< If (= Dp -Cd 
十 > pC5)as| 
| 《1 — x)'r"dz 十 2re -V 
eT 


r] i 
(441)(n + 2)-- .(z 十 r 十 1) 
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_ 
十 ie v 


(5.76) 
当 / 一 ”时 ,在 半径 [0,1!] 上 积分 ,需要 利用 不 等 式 
= | < |t—rl", 
| Eo—# 
县 与 (5.76) 不 同 ,这 里 有 
| (+ — WY! VY 
| DO < rr + | 
(5.77) 
将 (5.76) 与 (5.77) 代 入 (5.75) 后 得 到 
Re ef RT 1 
eile< le Te a 
2 SP 
2 (n+ Cs 2):- n+? 十 了) 
Se 
2 | 区 | 
A (5.78) 


Le 
对 于 和 a; 有 同样 的 估计 式 . 因此 ;从 (5.78),(5.74), (5.73) 
与 (5 72) 海 到 
a (5.79) 


n+! 


现在 问 到 等 式 (5.71), 青 估计 1,， 这 里 可 以 应 用 引 理 7， 因 为 
琶 数 
v0 ~ 


[4 
在 扇形 arg 5 所 arg $arg t, i 
当 V1 寺 ， Jp(0): 2; 
当 |t| 守 1， p55 "i 2 
祥 -来 , 引 理 7 的 条 件 是 满 呈 的 ,因而 从 《5.71) 可 以 得 到 
| 站】 < 扫 ji ladf' Ce): max I Crit) de 
5 


,4126 


S| 
| DDD | 
Dlz) SD.) 


N 
SS (5 80) 


内 (5.71), (5.79) 与 (5.80) 得 到 


[fl es 


对 于 积分 1; 存 同 样 的 估计 式 ， 因而， 从 (5.70》 就 推出 了 
(5.68), 
定理 3 证 毕 。 
注 为 了 判断 估计 式 (5.68) 的 精确 性 ，. 我 们 定义 有 ?= 次 有 理 
通 数 进行 逼近 上 时 的 最 佳 遥 近 : 
RA inf sup fz) 一 si， (5.81) 
其 中 
rx) = 2 lex 1， 


[I] (1 一 zz7 


且 下 确 界 是 对 任意 ”次 多 项 式 p.《z) 及 任意 的 点 列 {m4}, 《=1， 
2 而 取 的 。 

若 在 (5.81) 中 下 确 界 是 对 国 数 r, Cx) 的 某 个 固定 的 分 母 而 到 
的 ， 则 将 对 度 能 量 记 牢 必用 atbtoe，…as) 显然， 对 其 个 点 列 
{mi}， 二 二 1 2 22， 成 立 等 式 

RCf) = Rls ae)。 

现在 取消 数 

fs) = zn) nr] 7 一 0 
它 属 于 类 8,H,， 利 用 KonMmoropoB 准则 "(或 参看 il3anblx 的 
著作 9 ) 吉 以 证 有 明 ， 对 任意 的 点 列 {ar}, 二 1,2,.…,#，、 其 
泪 佳 到 近 的 委 建 况 训 入 为 鹤 , 因 而 有 
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RCi,) pe R,(f 0 ,cn ) 


1 
gtr +t TNMa+ 2 nr 1) 
这 当然 (5.65) 和 精确 到 一 个 因子 ln 

目前 还 不 知道 (5.65) 引 左边 的 并 的 精确 估计 式 是 什么 . 

Chui 与 Shen《 沈 克昌 》 在 文献 [31] 中 对 其 他 -一些 遇 数 ， 
PycagW 也 对 站 他 一 些 洱 数 作出 一 些 估 计 式 , 这 里 不 准备 进行 介 
缁 了。 但 是 我 们 要 指出 ,无 沦 是 具有 给 定 航 点 的 有 理 函 数 逼 近 , 还 
是 任意 极点 的 有 埋 函 数 副 近 在 数字 滤波 器 的 设计 中 部 有 重要 的 应 
用 ,下 一 节 我 们 将 要 介绍 的 最 小 二 著 求 逆 的 有 理 滑 数 的 到 近 在 数 
字 滤 诈 串 的 设计 中 也有 重 变 的 占用 


$ 6 最 小 二 滋 道 的 逼近 


设 国 数 F(z)e HX《iz| 之 1)，F(0) 关 0， 我 们 的 同 题 是 寻 
找 一 个 N 次 多 项 式 Qntz)， 使 得 满足 
[1 — Qa) FOOD, = in: 由 — Prts) Fl) (6.1) 
{NCs 


这 里 的 下 峭 欠 是 对 所 有 次 数 为 N 的 多 项 式 Py(s) 而 取 的 ， 且 在 
二 由 的 范 数 上 由 定义 为 
ADR ,sop {3 |, rele 《62 
如 果 这 证 的 N 次 多 项 式 Qn(z) 存在 ,由 称 它 为 函数 F(z) 关于 N 
次 多 项 并 的 菇 小 二 屠 逆 ， 当 池 数 F(z) 是 实 系数 多 项 式 时 , 这 个 
关于 guw(z) 的 存在 及 唯一 性 问题 可 由 引 理 来 证 明 . 
引 理 1 设 函 数 F(z)e 二 《1z| < 1)，F(0) 天 0， 则 问题 
(6.1) 中 的 最 小 二 张 逆 gw(z) 是 存在 月 唯一 的 ， 
证 设 
inf Nl Py(z)F C2) 1 


CPN #)} 
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则 存在 丸 次 多 项 式 序列 Py,(z)， 使 得 
lm 和 ~ Pal FCO =— 4 {6.3) 
由 此 得 
[Pvte) Fle) l,i+ 1 (6.4) 
由 于 F(0) 汉 0， 天 此 存在 辐 域 1z| 志 5， 使 得 F(x) 关 0。 因 而 
存在 常数 汪 > 9， 使 得 
min| P(A! Fm > 0, (6.5) 


对 茹 数 Pn,iCz) F(z) 用 Cauchy 公式 ， 利 用 (6.4) 及 (6.5) 可 
知 , 存 在 常数 M >0， 使 得 在 |z| 和 5 上 ， 
Pass M 天 一 1;2， (6.6) 
因为 {Pn.itz)} 是 有 限 维 空间 ,因此 利用 多 项 式 系 数 与 多 项 式 的 
关系 ,由 (6.6) 及 Weierstrass 定理 知 ， 存 在 子 序列 {%,}， 使 得 多 
项 式 子 序列 Pyists) 在 1z| 安 革 中 一 致 收 化 到 某 仿 多项式， 记 
作 Ontz)， 因 而 由 (6.3) 就 得 到 了 
1 — Qn() FD- Lt. 
现在 来 焉 明 唯 一 些 。 设 还 存在 一 个 X 次 多 项 式 Gy(x)，, 满足 
| Gy(2) FC = 1, 


则 由 
< (Qn(z) 十 Ce 
< 三 一 Qn(Cs) FD); + 二 
‘1 — On FO EL, 
得 到 


| a — Ou) FC6)) + 1 0 — G(s) roo, 
Ls (1 — On(z)) ral 
+ cw)rcal,. 
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利用 上 L: 是 严格 赋 范 空间 ,因此 存在 某 个 数 a， 使 
1 — Q(z) » Flx) ~— oll — Gs) + PFO))., 
若 a 关 1， 则 
FCs) Ont) 一 aGraD) 一 1 一 ac 
利用 FFC07》 关 0， 因 此 得 到 
1 一 
PD 0 
这 就 推出 1! 一 0， 因 而 以 (6.7) 看 出 ,(6.1) 只 有 唑 一 解 。 
车 ma 一 1， 则 
《OOxw(z) 一 Gn(z))F(s) 一 0 
由 FC(0) 关 0 就 推出 


On(s) = Gn(2), 
引 理 1 证 毕 
我 们 还 可 以 用 下 列 解 线性 方程 组 的 方法 求 出 Qn{s*). 


令 du 一 | ECKese)12d6， 则 定义 内 积 为 


Ca) 一 Ce eT) dd0). (6.8) 


设 太 次 多 项 式 pail): Re Lys 是 在 上 述 内 积 意 义 下 正 交 ， 
唤 ] 
1,， 当 Xj 
(i a es (6.9) 
已 知 "3， 若 规定 ql 的 首 项 系数 为 正 的 ， 则 这 样 的 正 交 多 项 式 


gi(z) 是 唯一 确定 的 ， 
显然 , 通 数 一 Je Ldp), 且 


F lz) 
a 
虽 二 候 | Keie7 da 
a hs el ee 
2 信 1EKea)l [FCe'®)1id0 
0 《6.10) 
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因而 有 


Ee — On | — 1 — OnFY, ~ inf | ~ PrFll, 
PF 上 {PWN} 
intlii —p 
| 人 » 


这 样 一 来 , 昌 正 交 多 项 式 的 理论 知道 (或 从 天 中 最 佳 玛 这 的 特征 
林 质 知 裤 2 多项式 Ow(z) 满足 关系 式 


( 一 Oy? 一 0 一 0,1， AN。 
显然 有 
1,0) 一 于 人 Fm emag 
五 上 2 dx 


一 云 | FeoOeed9 一 FUOYBs, 
《6.11) 
其 中 5 是 只 当 了 一 0 了 时 为 1 共 他 情况 下 为 0， 
这 样 ,由 (6.10) 得 到 
《9Oxwy2i — FOO) Ojos j= 0,1,. -NN, (6.12) 
若 令 Qn(z) 一 qo 十 912 十 … 十 94n2”， 则 由 上 式 得 到 线性 方程 
1 
de di dy fo co 
dy ds di dw 4 0 
: | Wy 
dy 是 do lgw 0 


基 中 co 一 F(0)， 月 dt 是 驯 数 | FCe*”)|? 的 第 下 个 Fourier 系 
24 一 二 | PKCe'e)1ze todd, k= 0,1,.……,N, (6 14) 


显然 有 
4 ec di 
中 此 看 出 ,系数 和 矩阵 也 一 dis} 是 一 个 Hermiman-Toeplitz 正 
e443 . 


定 息 阵 , 其 正定 世 可 以 下 列 公式 看 出 。 对 任意 复数 m， ,vy 
有 


此 bY 
H.~ > >3 dlptd, 


540 0 


一 工 FC 二 mee + 
2r J 


十 ume |ig8 > 0, 
且 当 且 仅 当 wy 全 部 为 零 时 ,上 式 才 为 零 . 


若 
F(z) 一 三 cz (6.15) 
则 
IF(2) = > > CE” 一 三 Cr 
由 此 得 到 | 
di 一 3 ctsEs (6.16) 


因此 ，d 可 以 通过 (6.14), 经 过 离散 化 后 ,用 快速 Fourier 变 
换 来 求 出 di， 或 者 也 可 以 通过 c。， 用 卷 积 方法 ( 见 (6.16)) 来 求 
出 di 

对 于 最 小 三 苹 逆 ,我们 还 可 以 证 明 它 有 一 个 重要 的 性 质 . 

引 理 2 最 小 二 乘 逆 在 闭 圆 |x| 委 1 上 没有 零点 ， 

证 考虑 入 次 正 交 多 项 式 pw(z)《 见 《6.9)) 的 倒数 多项式 


加 1 » A rT =  。 
zx pw ( 士 )， 它 也 是 一 个 入 次 多 项 式 , 对 于 j 一 1,2,…,N， 利 
用 (6.9) 可 以 得 到 


{eo CH) 0) ore 0 


由 此 


Qn (C2) 一 enar pu ! ); (6.17) 
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其 中 cw 是 某 个 常数 ， 

已 知 ， 正 交 多 项 式 pw(z) 的 所 有 的 零点 在 单位 网 |z| < 1 
内 59， 因此 从 《6.17) 者 电 ， 最 小 二 委 道 的 所 有 霍 点 在 单位 图 
i8g| 之 1 外 引 理 2 让 毕 。 


引 理 3 这 Flz) elz| 一 1)， PO AClsl < 1), 则 
lp.(0)!: = es (6.18) 
证 在 31 王 和 的 条 件 下 ， 因数 天 在 |z| 和 1 上 可 被 多 项 式 


一 致远 近 ,因此 正 交 多 项 式 系 {gi} 的 线性 组 合 ， 可 以 在 测度 
1 i 下 M7 拓 4 这 FE 二 痪 上 
dp 一 pe 1FCe)1i49 下 平均 帝 近 前 数 FCeay， 根 泥 Parseval 
等 式 ,就 有 
十 四 > 1 
之 lexl 上 A 


下 le i |2 ali 
Pe ee se d= 1 6.19 
| 2x. Ke | ” ) 


一 二 IF(e®) la8 


= 3 Fl eo ra er Yd 


pe 


pe 2 dz 
pe i FC ) vrs) 3 


-Fi C6.20) 
比较 (6 19) 与 (6 20) 就 得 到 (6.18)，3 引 再 3 让 毕 ， 


注 若 F(z) 在 iz| 一 1 上 有 究 ， 二 则 也 成 立 
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公式 (6.18)， 
定理 1 (CheiChanco) 设 Fa)e Kxzl 之 1)， 一 一 € 
Flz) 


lm Hl On FR = ms — 0nd) 一 0 


| FC) 
证 卓 实 上 ， 由 天 本 的 对 于 正安 多 项 式 系 的 展开 式 为 


二 四 


亲 内 《4 oa) Prlz) 


《0) Dy mkC07 Pl2), 


+*=0 


其 中 极限 是 在 LX|z| 一 1) 或 LKdz)》 下 来 理解 的 ， 而 级 数 
F(z) 的 最 小 二 乘 道 OQw(z) 能 表示 式 为 


N 


Qnl2) — DD) Ong) ,pls) YPC2), 


+=0 


5 re Pel#)) pk， 


二 FC0) py PiCO) plz), 


去 亚 昌 
因此 就 有 
由 一 ovwGD FCDRE 一 人 一 ov 
一 二 FC0). 六 Ped) ea 


N+1 


= 1F(0). 3 lpKO) P= 0, 
(6.21) 
其 中 极限 关系 是 利用 引 理 3 而 得 到 的 。 


注 孝 H(z) 在 1*|<1 内 解析 有 失 , 县 万 Boy ls z|< 
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1)， 则 定理 1 也 成 立 . 

如 果子 数 人 还 有 进一步 的 结构 性 质 , 则 可 以 得 到 定理 1 
中 的 逼近 的 阶 的 估计 式 ， 为 此 需要 下 列 由 Cyerxa 证 明 的 二 个 引 
理 ， 

引 理 4 〈Cyermatesa， 定 理 2.5) 没 单位 圆周 上 da 一 nz) 
Fizs |， 其 中 aksy 六 0 及 满足 sw?Cz) ELipa,， 了 0 0 之 wu 
1， 册 在 (6.8) 喜 义 下 的 正 交 多 项 式 p.(x) 有 下 列 浙 近 表达 式 ; 


Pr C4) ~ (zz i 十 of sa )|， iz| 守 1， (6.22) 


nett 
其 中 
Es) = ep| 一 jnnKee) 与 十 |， 1x| > 1， 
(6.23) 
册 而 有 
OES es Le eh 6.24 
(2) rE |z! (6.24) 


引 理 5 (CyeThg"* ,定理 3.3) 设 单位 圆周 上 dp 一 n(x)|dz;， 
日 n(z) > 0， n(x) ELipas 0 一 一 1， 于 是 对 任意 函数 Cs) € 
AC1z' 委 1)， 任 意 自然 数 入， 有 


/Cs) 一 2 a wale) | eBEntf,iz! < IlnN, 
r=0 


et 
(6.25) 
其 中 
“| Kem dn— i fea a em) dd, 
(6.26) 


5 为 不 依 蜗 于 六 的 癌 数 ，E. (f,1z| 和 1) 是 函数 1f(4) 在 |z| 志 1 
上 用 六 次 多 项 式 各 近 时 的 最 佳吉 近 惩 《 见 第 二 章 43 中 公式 
(3.3))., 

事实 上 CyeTHa 在 文 贾 [190] 中 ,对 一 般 的 具有 一 定 光滑 度 的 


PE 


曲线 所 图 的 区 域 上 也 可 以 得 到 类 似 于 (6.25) 的 估计 ， 
由 于 要 证 明 这 二 个 引 理 需要 用 到 正 交 多 项 式 理论 中 很 多 知 
只 ,因此 我 们 就 不 在 这 里 证 组 了 ,有 兴起 的 读者 可 参看 CyerHa 的 
ey 
定理 2 (Chui-ShenH) 设 函 数 Flz)€ AC|z| 二 1), F(z) 


€ Lipe, <ae<l1, 且 国 数 eo K(a, be): 
K(a,b,c) 一 {flf(z) 在 1zxi 过 1 内 解析 ,在 |z| 所 1 上 f(x) 
有 无 穷 多 次 微 商 , 且 满 足 


[fe 25 < rr 本 0,1,2,………}， 
其 中 a。 0,5 之 0,c 之 0， 又 设 和 N 次 多 项 式 gw(z) 是 函数 F(x) 
et 


1 < 
ps | Ogle ee NW, G60) 
其 中 是 不 依 帧 于 的 币 数 。 


进一步 ,在 (6.27) 的 人 上 能 指数 还 不 能 再 改进 。 
证 “在 定理 2 的 条 件 下 ,为 了 要 应 用 引 理 4 及 引 理 5 , 取 
“2) = PO, lal 一 上 
于 是 由 引 埋 4 可 以 得 到 次 正 交 多 项 式 gp, (z) 的 渐 近 展开 
pls) = ga (1 + es) 2E), lzl > 1, (6.28) 


其 中 g(z) 由 (6.23) 确 定 ，g (x)&€ AC]z| 之 1), 上 且 


Se 一 1， 6.29 
lgCa) | TE | z| 《6.29 ) 


而 c.(z) 在 jz| 守 1 上 一 致 肥 宰 . 
由 (6.11),(6.17) 及 (6.28),《6.29) 得 


| 1 z” pntls) FPCDOPSE 一 F (0), 


”27 
[ay 
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c= FO se) ( 1 十 o(az)). (6.30) 
现在 取 引 理 5 中 的 1(z) 一 二 ， 则 由 《6.26) 及 C6.20) 得 

a4 一直 | PCT I Fe®) Nd 一 FU FA), 
ee 

Dy cpls) — Qn(z), 

航 莽 站 
这 样 一 来 ,由 引 理 5 得 
QnCz) CC 


1 
max | a,(3, zl <1) ny, 


其 中 由 第 二 章 $3 中 定理 1 的 推论 知 ,在 定理 2 的 条 件 有 


rob 
Ev( 汪 ， lz <1)< CM 8 rl,2,..., (6.32) 


现在 设 + 是 渤 e- 汪 !+ Nt 的 最 小 整数 ,因此 白 (6.28),(6.29》， 
(6. 30) 结 合 《{6.31) 与 (6. 32) 就 得 到 


iF 《z) 一 


9 
|s 人 — Qn (®) 


po Qn (a) 


1 上 
—eN /eb 


< CN:。 要 
这 就 证 明了 (6.27). 
为 了 断定 所 得 的 估计 式 (5.27)》 是 精确 的 ， 考 虑 下 面 的 例子 。 
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设 
f(z) 一 人 十 > azt, lz| < 1， (6.33) 

其 中 令 
at 一 exp CE 上 守 3， (6.34) 


且 ao， ai 与 0 是 选择 得 使 满足 
1”a 单调 下 降 趋 问 于 零 ; 
2” 二 阶 差 分 ， 
zax = G041 一 220t01 十 之 0, 二 0,1,**'。 
由 此 应 用 Abel 变换 二 次 ,可 以 证 明 当 1zi 一 1 时 有 


ee)1 一任 十 Ser 


0 


之 


Re (2 十 Dac)| 
2 r=1 
28 十 1 
+ sin 2 9 
3 > A gag 


2 sin 一 


| sin (t+ 1)0y 
-A ey 
> 0, 
fs 0, | zl < i, (6.36) 
此 外 ,还 可 以 证 明 , 在 |z| 一 1 上 ,f(z)€ CGC™, 事实 上 ,我 们 有 
[fe IYOPW ED ka 


[Sd ] 


(6.35) 


Eis 
< (cer) rt! +| tre ds 


tery 


< (cer)’t! 十 et | rtele-sgy 


r 


[要 


El (er)! 十 ctetiT {er 十 c) 
2 


2 citer per, 


即 
fz) EE KC ,cc), 
取 F(z) 一 1 显然 F(z) € A(z! 过 1), 有 F(z) € Lipa, 
Is 
0<< si 
现 设 Qwtz) 是 通 数 F(z) 的 最 小 二 条 逆 ， 则 利用 《6.28) 与 
《6.29) 得 


ee es We A Flz) || 1 _ 
和 Ov | aa | ovc9| 
ee 
| 1 
ze 
其 中 。 为 某 个 正常 数 ， 其 个 人 大 路 昌 这 
us 
ee On | - = > 
> | a dr 
F+1 1 
> - < 站 SN 
这 就 说 明了 估计 式 (6.27) 中 NN 上 的 指数 二 ， 一 般 地 说 是 不 能 再 
改进 了 . 
定理 2 证 毕 . 


注 从 定理 2 的 证 明 可 以 看 出 , 若 函 数 F002) EK(a,b,r), 而 


是 属于 其 他 可 微 消 数 类 , 则 也 志 以 得 到 类 似 于 (65.27) 的 估计 式 . 当 
然 ， 逼 近 的 阶 就 不 -~: 定 有 那么 高 了 。 
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§ 7 有理 函数 腺 近 在 数字 汕 疲 器 设计 中 的 应 用 


这 一 节 中 ,我 们 将 简单 地 介绍 数字 滤波 器 设计 中 的 一 些 问 题 ， 
以 及 如 何 应 用 有 至 函数 逼近 的 方法 来 实现 这 个 设计 。 
设 {x*。} 是 和 输入 信 号， 此 信和 号 经 过 某 个 递归 数字 证 让 器 后 得 
到 答 出 的 信号 为 {y。}， 这 里 “递归 ”两 字 是 表示 后 面 的 输出 信号 
可 以 与 前 面 某 一 段 输出 信号 《当然 也 与 前 面 一 段 的 输入 信和 吴 ) 有 
关 ， 这样 就 能 大 大 地 提高 效率 。 这 样 一 来 在 时 域 上 的 滤波 方程 
为 ， 
yo = Daixs ji 十 之 Diy (7.1) 


r=0 


其 中 放 与 N 是 在 设计 中 事先 给 定 的 数 ,而 {0}, ?一 0,1，……，M 
与 全 },， i 一 1;2,."-,N 都 是 设计 参数 ,这 也 是 根据 设 订 的 需要 
来 确定 的 值 . (7.1) 中 前 一 个 求 和 是 刻 划 了 攀 动 的 平均 ， 而 后 一 个 
求 和 是 刻 划 了 自 回 归 。 车 所 有 的 5 0 ,i 1,2,.…*,N，。 则 对 
应 于 无 递归 的 数字 诗 站 器， 
令 
oj 一 0 当 了 > 对 或 7<10 时， 
五 一 0， 当 了 >>N 或 上 <0 时 加 二 一 1， 
则 滤波 方程 67.1) 可 改写 为 
{aon} 站 {rs} 十 {5,}c* {ys 一 0， (7.2) 
其 中 二 个 序 询 {es}， tp 的 卷 积 得 到 的 序列 4r。} 为 ， 
rs 一 >) GCap-n (7.3) 


不 一 
对 于 任意 一 个 序列 {c.}， 定 义 其 Z 变换 为 ， 
Cftz) 一 SS ckzt， (7.4) 
42-= 


令 后 若 z 在 单位 圆周 jzj 一 1 上 ， 设 x 一 5， 其 中 了 即 是 过 去 
常用 的 纯 虚 数 ， 一 所 w 三 x*， 称 w 为 频率 、 对 于 所 有 的 序列 


二 作者 和 


{6} ，{7sj，{4o}，{6。} 过 渡 到 频率 域 , 即 考虑 其 Z 变换 ， 
RO a Ta 


Plz)= > qnz* 一 Daz", 
0 (2) = 3 bz = 1 Sb,2" 


么 用 二 个 序列 卷 积 的 Z 变换 等 于 这 二 个 序列 每 一 个 序列 的 Z 变换 
相 乘 的 性 质 《 这 容易 从 2 变换 的 定义 及 比较 〈7.4) 的 展开 系数 得 
到 ) 可 以 得 到 

PIX(z) 一 QCz)Y Cs). 


因此 ,我 们 说 , 生 频 率 域 上 ， 
Y{z)} 一 H(z)X{#), {7.5) 
其 中 
H(z) 一 PCz) mt "+ onz™ (7 6) 


Q(z) 1 一 Bz 二 .二 bnz™ 
是 一 个 分 子 为 M 次 ， 分母 为 N 次 的 自 埋 函 数 。 称 有 理 函 数 H(z) 
为 这 个 数字 滤波 器 的 传输 锐 数 ， 称 1HKe”)! 为 这 个 滤波 器 的 拔 
栖 谱 ， 
令 
H(z)} 一 3 Ret (7.7) 


天 四 一 上 


称 序列 {及} 为 脉冲 响应 。 根 据 上 鸽 的 讨论 , 利用 (7.5) 容 易 在 时 
间 域 上 得 到 
{y,} 一 《re * {bh,}, 
即 
了 而 [Xe (7.8) 
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由 此 看 出 ,着 {xz,} 是 单位 输入 脉冲 : 
l, n= 0, 
A to 攻关 0， 
划 由 (7.8) 得 到 
yl 土 2，……， 
因此 称 {如} 为 单位 脉冲 响应 或 脉冲 响应 ， 
在 数字 汪 波 设计 中 有 二 个 重要 的 概念 , 即 “ 稳 定性 ”概念 与 “ 因 
果 性 ”概念 ，。 
定义 ”我 们 认为 数字 滤波 器 是 稳定 的 ， 如 果 对 于 任意 和 的 有 界 
输入 {z,}， 其 输出 {y。} 也 必 为 有 界 。 我 们 认为 数字 滤波 器 是 有 
因果 的 , 如 果 对 任何 输入 {x,}， 若 对 任意 整数 训 , 当 = 私产 时 ， 
xz 一 0， 则 对 输出 {y,} 而 言 , 当 ”= 委 台 时 ,也 有 y 一 0， 
引 理 1 要 使 数字 旋 波 器 是 稳定 的 充 要 条 件 是 ， 对 防 冲 响应 
序列 { 太 } 有 
5 Ih| < 十 oo。 (7.9) 


证 充分 性 ， 若 (7.9) 成 立 , 量 对 输入 {x。} 存在 常数 M， 使 


[zw 委 M .zz 一 0, 士 1， 士 2， 


则 
jy。| 一 | 3 hat | MD lhl<+m, 
ed i 
必要 性 ，。 若 [7.9 不成立 ,由 令 
| 有 | 
Xs -和 若 pe 0， .A 0 

0， 其 它 情况 . 

显然 ， 
Ix 委 1，z2 一 0, 土 1. 士 2, 

但 


yo Dy ri 一 >) | 人 一 十 co， 
二 


烛 配 一 加 


和 


旭 给 出 {y,} 是 元 界 的 了 ， 因 此 (7.9) 成 立 ， 

引 理 1 证 毕 。 

引 理 2 权 使 数字 滤波 器 是 有 因果 的 充 要 条 和 件 是 ， 对 于 脉冲 
响应 序列 t 刀 } 有 

p= 0 R12,..-, (7.10) 

证 ”充分 性 。 设 57.107 成立 ， 且 对 某 个 整数 m,， 当 # 所 坑 

时 ， x 二 0。 则 当 ww 守 m 时 ,有 
3 一 入， hx tt 一 之 hixe_ 0 


Ke 
必要 性 。 对 任意 整数 m， 沽 虑 输入 【zj 
We | 六 十 1 
0，n 闫 霓 十 1， 
因此 按 引 理 2 条 件 ,应 该 有 


当 nw 时 ,，y, = 0; {7.11) 
另 一 方面 ,由 《7.8) 得 到 ， 当 及 现 时 ， 
yy ,mt (7.12) 


比较 (7.11) 与 (7.12) 得 
0 

引 理 2 证 毕 . 

定理 1 中 要 使 数字 滤波 器 是 稳定 的 与 有 因果 的 充 要 条 件 
是 ,由 (7.6) 所 确定 的 传输 函数 上 (xz) 是 闭 图 |z, 和 1 上 的 解 
术 纯 数 ,如 当 (7.6) 中 的 分 子 与 分 母 是 不 可 约 时 ， 其 分 母 Q(x) 在 
闵 园 |z| 委 ]1 上 没有 零点 ， 

证 ”充分 性 、 设 细 数 H{w) 在 闭 加 |z| 委 1 上 解析 , 则 H(z) 
在 |zx' 委 ! 上 有 震级 数 肛 开 , 且 收 和 敛 半径 为 p > 1， 因 此 在 (7.7) 
的 展开 式 中 ， 

六 一 和， 天 一 1 《7.13》 

且 由 Cauchy-Hadamard 公式 有 


Li 


Tm Wi 一 3 p>1, 
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因此 


ZB) hl < 十 co。 (7.14) 


二 一 
由 此 ,由 (7.13) 与 (7.14) 应 甩 引 理 ! 与 引 理 2 证 得 了 充分 性 。 
必要 性 ， 在 定理 1 的 答 件 下 ， 用 引 理 1 及 引 悍 2 知 (7.137 及 
《7.14) 成 立 ， 因 此 ,由 Weierstrass 定理 知 ， 


十 到 
r=0 


在 lzl < 之 1 内 解析 , 且 HCz)€ 4AC|z| 所 1)， 由 于 HCz) 是 有 理 
函数 ， 且 它 在 闭 贺 1z| 雪上 连续 ， 因 此 它 的 极点 必 在 单位 贺 
lzj > 1 外 , 即 H(z) 在 |zj 过 1 上 解析 . 

定理 ! 得 证 . 

在 很 多 实际 问题 中 ， 往往 需要 对 传输 函数 H(z) 的 振幅 
1HCeir)| 有 一 些 要 求 ,这 就 称 为 理想 传输 函数 的 岩 幅 ， 今 后 记 作 
Jer)1。 例 如 : 

1? 低 通 涉 波 强 一 一 闫 要 通过 输 宇 ， 保 留 原 来 低频 信号 的 振 
幅 * 布 将 高 频 信号 都 变 为 零 , 即 

， 1，|o|< cs < 
Con) 1 一 类 他 情况 ， 

2。 高通 滤波 器 一 一 天 要 通过 输出 ， 保 留 原来 高 频 信号 的 振 
幅 , 而 将 低频 信号 都 变 为 容 , 即 . 

0, lol or, 
He”)| 一 11 ， 北 他 情况 。 

3° 带 通 滤波 占 一 -党 要 通过 输出 ,保留 蘑 一 个 频率 范围 的 

原点 信号 的 振幅 ,而 将 其 他 频率 范围 的 信号 都 变 为 堆 , 即 
， Ly Onze| < ox, 
人 

4 上 带 阻 读 波 器 一 一 吉 要 通过 输出 ， 使 某 一 个 频率 范围 的 信 

导 变 为 零 , 而 保留 其 他 频率 范围 内 信号 的 振幅 , 即 
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| ji ff, 00 al ox, 
ae 下 人 
由 于 能 实现 递归 数字 汗 小 跨 的 通 数 是 有 理 函 数 ， 
Co 
册 此 我 们 需要 找 一 个 形 如 (7.6) 的 有 理 国 数 , 使 得 满足 下 列 4 个 茶 
件 。 

1 |HCei?)| 能 “很 好 地 ?逼近 |Hi(ei**)|; 

2 当 |zj 委 1 时 ，0GCo 关 0， 这 是 保证 能 实现 稳定 及 有 办 
果 的 滤波 的 充 要 条 件 ; 

3 gg 0M 以 及 和 pw 是 实数 ; 

4 arg H(ei*?)， 有 "“ 较 好 的 福 质 ”. 

对 于 条 件 1 有 一 些 处 悍 方 法 我 们 以 1 中 低 通 滤 证 器 为 例 . 
由 于 1 及 (e*)》| 是 一 个 连续 水 数 ， 而 1H(e”)! 是 在 ol 一 we 
上 有 间断 点 ,因此 由 数学 分 析 中 知 , 不 可 能 用 连续 函数 来 遂 近 一 个 
间距 虽 数 ,因此 需要 对 IH/Ke*)| 作出 一 些 修 改 ， 例 如 ,修改 以 向 
的 连续 函数 为 

i, lwl 志 ww 一 8, 8 之 0,， 

{H.Cei)| 一 40， |o| 兰 oo 十 8， (7.15) 

线 注 函数 ，ws 一 上 魏 ijol 委 oo 十 E， 
当然 ,在 os 一 上 所 |ol 委 os 十 中 也 可 用 其 它 光 滑 函 数 , 使 得 
阔 数 IH.(e”)| 有 各 种 不 同 程度 的 光 语 性 ， 

但 是 , 昌 寻 找 形 如 (7.6) 的 有 理 渴 数 来 逼近 [H.Ce*)| 也 不 是 
一 件 容 易 的 事 , 因 此 有 时 候 将 在 边界 |*| 一 1 上 确定 的 函数 开拓 
到 单位 圆 fz| < 1 内 的 解析 冰 数 各 ,Cz)， 使 得 

[B00! = HC)|, izi = 1, 
例如 , 妈 艇 拍 强 数 空 间 中 的 外 函数 区 可 


~ 主 本 ‘ > 
H.(%) 一 exp {二 | eS ln HCei) la 《7.16) 
2 1) -= 一 了 


“了 即 
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jn ! 闪 (reze)| 元 ' Plw — la tHei)|ldr, (7.17) 


其 中 P,(rz) 是 Poisson 核 。 由 于 解析 了 质数 唯一 性 定理 , 当 方 .(z) 
在 |z| 一 1 上 有 一 段 弧 上 取 值 为 零 时 ，H.Cz) = 0， 迪 此 还 需 修 
改 函 数 ” 有 .Ce*) 为 : 


1 当 Jw| ow 8 8 > 0, 
[H.Cer)! = 4 2, 当 -Tol 2 wT 65 > 1, 
适当 的 函数 ， 当 w, 一 a 所 |w| 守 ws 十 8， 
(C7.18) 
使 得 14,《e*)i 有 一 定 的 光滑 性 、 例 如 ，Chui~Shen 在 文献 [31] 
中 , 取 ‘ 
IH.Cei*)| = expul ww), 
其 中 
um) 一 
0， 当 lol< 委 9 < 一， 
ln s 十 ee ea 一 Cn 当 < |w| < 天 9 一 一 ， 
js， 当 # 守 Jw| 守 9,， 


1 
B,Cz) 
都 在 1z| < 1 内 和 解析, 在 jz| 二 1 上 属于 C= 且 属 于 类 K(a， 
如 ,4)《 见 $5 中 定理 2 内 的 定义 ), 其 中 a 为 某 个 常数 ， 乌 > 
"的 任意 数 . 

我 们 在 $6 中 介绍 了 求 通 数 请,(x) 的 最 小 二 乘 道 9w(x) 的 


方法 ,并 且 给 出 了 用 二 通 近 妃 (s) 的 估计 式 ， 因 此 就 可 以 
N 


用 元 作为 传输 函数 来 设计 滤波 器 ， 此 时 在 通过 带 lol 声 
N 


ac 一 5 一 及 及 停止 带 x 之 1w1 ws 十 61 一 抽 上 分 别 有 估 计 
式 
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在 文献 [31] 中 还 证 明了 由 《7.17) 所 确定 的 函数 各 ,Ce) 及 


| 1 2 a lzt = 1， 
IDwCz !| Swe largz| < 0;, 


[J 4 #4 
< Nie Wn is 一 1,， x 守 |argz 守 0 


1 
| 
妞 果 我 们 四 其 他 方式 在 《7.18) 选择 适当 函数 ， 例 如 使 函数 
站 (zx) 在 lz| 一 【1 上 属于 中 由 《 见 55 中 定义 ), 则 也 可 以 用 4 6 
中 最 小 二 乘 逆 方法 得 到 类 似 于 (6.27) 芍 估计 式 。 当然 ， 也 可 以 用 
§ 5 中 插值 方法 来 得 到 类 似 于 (5.68) 中 的 估计 式 . 
此 外 ,在 对 函数 应,(z) 求 出 其 最 小 二 乘 逆 9y(x) 后 还 可 以 
设法 求 村 次 多 项 式 Pu(*), 使 得 满足 
1 Pukz) 一 On (Cz) B,C), 一 int Gv) — On(s)A,Ce)l,, 
(7.19) 
其 中 下 确 界 是 对 所 有 的 对 次 多 项 式 (7.19) 而 取 的 ， 由 上 L? 中 
逼近 定理 知 ，Pw《z) 是 存在 唯一 , 且 只 要 解 M 十 上 个 未 知 数 的 
M 十 1 个 线性 方程 就 行 . 
[Cputs) 一 QnCOAtz) zildz| = 0, j= 0,1,...,M, 


a 


| Puls) zildz| 一 『 Ow (2) .C2) zildz|, 


j= 0,1,.*-, M, (7.20) 
显然 有 (人 参看 56 定理 1)， 
Py) — On Sl — On YR — 0 


因此 ,也 可 以 用 函数 2 人 2 来 设计 滤波 回 。 


On(s) 
称 用 人 设计 的 滤波 器 为 全 极点 滤波 器 , 它 是 稳定 且 有 因 
果 的 , 称 用 过 没 计 的 沽 波 器 为 零点 一 和 极点 滤波 器 ， 它 也 是 
稳定 且 有 因果 的 ， 


此 外 ,由 于 1H.《e*)i 是 借 函 数 , 因 此 容易 证 明 ， 
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a a 二 | citoln :Hl els)idew, 天 一 0,1,2， > 
tt 一 


是 实数 ,而 由 (7.16) 所 定义 的 通 数 在。(e》 有 下 列 宪 级 数 展 开 式 ; 


右 :(z) 一 > cz (7.21) 
#0 
其 中 
ce 一 es 
2 
Ce ee” dE: Gi Die “Ok {7.22) 
t=3 £1 ti in 


也 是 实数 。 这样 一 来 ,通过 解 线性 方程 (6.13) 所 得 到 的 Qn《z) 就 
是 实 系数 多 项 式 。 类 似 地 ， 通 过 解 线 福 方 程 组 (7.20) 所 得 到 的 
Pulz) 也 是 实 系数 多 项 式 ， 

这 样 一 来 ,在 设计 滤 改 器 时 所 需 训 的 4 个 条 件 就 已 满足 3 个 . 
至 于 第 4 个 条 件 , 很 是 复杂 ,在 Chui 与 Chan 的 文章 中 ,对 于 
取 (7.17) 的 函数 | 揣 .(e”)!， 对 这 二 种 设计 ,传输 认 数 的 和 司 角 在 通 
过 带 中 都 几乎 是 线性 函数 ,而 对 全 极点 设计 ,其 传输 函数 的 幅 角 在 
停止 带 中 也 几乎 是 线性 函数 。 

此 外 ， 我 们 还 可 以 用 Padé 甬 近 方法 求 出 实现 逼近 的 有 理光 
数 , 其 方法 如 下 : 


求 有 理 函 数 阁 s(s) 一 上 人 中， 使 得 满足 
Qn lz) 


Qx Co s) 一 PCz]) 一 DC， (7.23) 
其 中 Puy(z) 一 名 十 pz 十 十 pe Qnle) = gt qz+ 
ha + qnz*, 
这 里 可 以 取 go 一 1， 因此 (7.237 就 化 为 解 线性 方程 组 : 
Cu CM | 4 CMI 
Cur em i ual | | =| ur | (7.24) 
i CMHN-2 ~" CM a ei 
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江 中 汝 帮 盖 0 时 <- 一 0 站 ch 大 之 0 是 申 (7.22) 流 确定 . 像 
上 语 一 样 ， 可 以 看 出 ， 这 个 方 理 是 有 和 解 的 , 在 求 电 了 9。， = 一 0， 
1，…。 “NN 以 后 , 白 

+ 


Pi = Dc ,qns k=0,1,..…-,M 


m= 


就 可 以 求 出 多 项 式 PC2). 
有 理 函数 H(z) 一 ee 油 冻 为 函数 自 .(z) 的 (mya) Pade 


Ow Cs) 
通 近 式 ， 目 前, 有 一 些 ( 如 文献 [12]) 研 究 Padé 捞 近 式 es 9 收 
北 到 殉 数 六 ,Cx) 的 问题 。 这 里 ,不 准备 详细 讨论 了 。 伺 是 ， 我 们 


要 指出 ,用 Pade 遂 近 不 能 保证 多 项 式 gw(z) 的 零点 必定 在 单位 
同 |z! > 1 外 ,因此 就 不 能 保证 用 函数 Ha(z) 一 oe 所 设计 
的 滤波 器 是 稳定 的 。 为 此 得 要 作出 一 些 钻 改 。 

了 于 COx(z 一 和 十 27 十 十 qz Onv(0) 一 和 关 0， 
可 以 求 出 其 最 小 二 乘 道 (aa) 一 避 oi 并 中 大 为 菜 个 生 然 数 . 


要 据 $6 中 引 理 2 知 ，Ai(z) 的 零点 全 部 在 1z| > 上 外 ， 对 此 
AiCa), ena Re Bw(z)， 此 时 Bw(zx) 通过 万 次 多 
项 式 类 Hk 的 双 最 小 二 溢 道 .〈 参 看 Chut 的 著作 )。 

自然 地 会 站 : 当 多 项 式 @w(ks) 在 |z| 和 所 1 中 没有 零点 时 ， 
其 通过 Hk 求 出 的 双 最 小 二 沙 逆 Bw(z) 是 从 等 于 Qn(z)， 答 案 


事实 上 ,我们 取 
Of(z 一 ae 一 7 cu 天 0。 (7.25) 
人 ， 
AiC2) 一 Ga 十 Cg 十- 十 Qtz4 (7.26) 


sz) 在 3 二 杂 最 小 二 彝 逆 , 则 由 $6 中 (6.13) 知 ;向量 a 二 
Ce 人 本 满足 线 | 性 方程 组 
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ca p, p= [a,0,...0]7, (7.27) 
一 一 -一 一 一 


上 + 1 个 
其 中 
1 十 |al 一 如 0 c 0 
—B 1 十 |al? ~—a 0 
0 : 
“0 (7.28) 
—a 
0 -…-- | ee 
由 (7.27),《7.28) 求 出 
Ai(z) 一 2 fC1 十 .十 lzl2t) 


i al? 二 -+ lal™*+? 
十 El 十 … :十 jclt zz 十 -十 akzk]。 
(7.29) 
而 4iLs)》 在 区, 中 的 最 小 二 蒋 逆 ,或 者 等 价 地 说 ，Qw(s) 通过 
了 的 双 最 小 二 乘 逆 为 
Bl2) = bor — bz, (7.30) 
其 中 系数 bt 与 刀 , 可 以 用 同上 面 一 样 的 方法 求 出 ， 但 是 为 了 
简化 并 使 结果 更 清楚 想见 ,我 们 应 用 下 面 的 步 购 来 求 。 
令 


ft 
d= lal:, ci— ud’, (7.31) 
ti=0 


于 是 就 得 到 线性 方程 组 (参看 (6.13) 及 (6.14)): 


: a Oc 
dt ic? dicici| [8 
d 安 2 名 a a i CR 
chs 和 * ee » 
a Dae Sa | se) Vo 
Rd i=0 
由 此 得 到 
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CCRCGRHAI > de 


4[( er 人 一 全 ci- | 


bok (a) bo 一 


(7.32) 
+ 
— CRCktl > dics ci 
be) ms bk = 一 二 2 
[3 de; ) —d (> ee | 
r= 0 1=1 
(7.33) 


由 此 当 aa 一 一 2， 且 &== 1 时 ,可 以 得 到 
Bi(s) = 虽 i(s) = bo 一声 gs 
-合约 

显然 ，9,(z)  B,(s)， 

但 是 ， 多 项 式 Qn(lz) 的 双 最 小 二 科 道 “最 终 ” 还 是 能 保留 
guwks) 在 1z| < 1 由 没有 零点 的 性 质 ,我 们 有 下 殉 定 理 。 

定理 2 (Chui?”) 设 N 次 多 项 式 Bw,ilx) 是 N 次 多 项 式 
Qnwlz) Cxw(0) 闫 0 经 过 了 的 双 最 小 二 乘 首 , 则 要 使 当 不 一 十 co 
时 ，By.Atz) 在 |z| < 1 内 闭 一 致 收敛 到 Qn(z) 的 充 要 条 件 
是 

Onvwftxl) 天 0，|z| < 1， (7.34) 

证 ”必要 性 、 若 多 项 式 Bw.ilx) 在 |z| 二 1 内 闭 一 致 妆 鳅 
到 Qntx)， 由 于 Qn(0) 冯 56， 且 当 |z| < 二 1 时 ， 由 $6 中 引 理 
2 知 Bn.uilz) 天 0. 因此 ,根据 复 变 图 数 论 中 已 知 结果 知 , 在 1z| 过 
1 di，Qx(z) 天 0。 


充分 性 设 在 |zi < 二] 中 ，Qw(2?) 去 0， 因此 
Dt 


《jz| < 1)。 此 外 ,显然 18n(e”)| 有 界 ， 因 此 根据 $6 中 定理 ! 
的 注 成 立 
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i li 一 .和 (ON 一 0。 (7.35) 


此 外 ,因为 By,i(x) 是 多 项 式 Ai(z) 在 Hw 中 的 最 小 二 乘 
逆 , 且 8@wkz)e Dr， 四 此 
ix — Bxli S| — BanaAi Qn 十 | 一 At@nw2Bw tl 
< — BuaAi)NhllOnl, + 1 
AiQ nll Bn.tlle 
ll AQnllOnlls + | Bn,rlle), 《7.36) 
共 中 外 |。 是 单位 器 周 1z| 一 ! 上 连续 函数 空间 中 的 一 致 范 数 . 
由 于 对 所 有 DE wn, 其 L* 范 数 都 是 等 价 的 ， 因 此 存在 常数 c， 
使 
1Pl。 和 cllDll;, De Hy. 
这 和 样 一 来 , 利 月 (7.36), 就 有 
| 如 ww A cl Bn,xll; 二 clQnl; + cllQw Ban,xll; 
< clQnli + cll Oo 4xl(l Onl, 十 和 Bl 


因而 有 

《1 — elll— AQnl) NB 

< cllQnil; 不 cl1 < Ai On Ow 
由 (7.35), 从 上 式 得 到 


Bm Bn. < clQnlls, (7.37) 
由 (7.36) 及 (7.37) 推 出 ,存在 常数 4， 使 得 
[On 一 Buaiz < dbl — AiQnl. (7.38) 
最 后 簿 从 (7.35), 从 上 式 训 立刻 得 到 
lm lx — Buntlh: ~ 0, 
由 此 利用 Cauchy 公式 就 立刻 推出 ,在 |z| 过 1 内 闭 一 致 地 有 
lim Bn Cs) ut Onts), 
定理 2 得 证 。 
注 、 从 (7.38) 及 (6.21) 看 出 ，Qw(x) 被 其 通过 IT， 的 双 最 小 
二 乘 送 Bw.4(z) 的 逼近 全 计 式 为 


* 452 9 


+ 


18x 一 8wil dn CO BY Foo (7.39) 


| 
下 面 候 设 Qn(z) 在 iz| < 过 1 中 有 零点 时 ， 那 么 其 通过 Is 
最 小 二 滋 逆 Bw.i(z)， 当 名 % 忆 十 吕 时 的 情况 又 如 何 呢 ? 我 们 先 
从 简单 的 一 次 多 项 式 情 况 开 始 . 
对 于 由 (7.25) 所 确定 的 函数 Q(z) 一 一 z， 我 们 从 定理 2 
知道 , 若 lal 之 1， 则 


lim 太 is) 一 a 一 zy 
+ 


且 当 fal 一 1 时 ,由 (7.31) 知 ， 
d 一 1，cj 一 十 1 


因此 ,由 (7 32) 及 (7.33) 得 
BL) ey bo,t = 二 13 
一 全 二 = 
十 3 。 凶 填 3 


因此 Bunz) 的 零点 为 【1 十 吉 )=~ 


现在 设 la| 和 1， 我 们 仍然 可 以 研究 Biukks) 的 收敛 性 ， 
现在 有 4 一 | 天生 1， 因此 令 


2 一 已 全 EE | (C7.40) 
我 们 有 
cj 一 df (7.41) 
用 (7.37) 知 ,(7.32) 的 右边 为 

ng tgig lg 六 Et 


bo, ee] Er 


4 1 + 
8 【Le3 tt 一 si(% gttig Htigs_,g; )] 


i=0 了 加 
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+ 
EREL+I 了 4 和 


[2 ea) el 位 ee 
类 位 地 (7.333 右 边 可 以 改写 为 


(7.42) 


上 
ggAtt D> gt 18i- Bi 
Bb we -~ sl. 。 《7.43) 


[人 ee 一 (> et) | 
观察 (7.42) 与 (7.43) 右 边 ,我 们 发 现 ,这 与 (7.32) 及 (7.33) 右 边 
是 一 样 的 ， 只 是 在 《7.42) 中 多 了 一 个 因子 = 进一步 , 在 (7.40》 
中 gj 与 8 的 关系 式 便 等 于 (7.31) 中 ci 与 4 的 关系 式 。 因 此 , 当 
la| 之 1 时 ,或 者 说 & > 1 时 ,定理 2 的 收 敏 关系 就 给 出 了 


二 zone) > 8, bul) 1, 


因此 结合 这 两 种 情况 ,我 们 有 
[rq， 若 lel 守 1,. 


lim bam) 一 41 (7.44) 
人 | 去, 若 lei 天 上 
及 
ji ke) == 1, (7.45) 
因此 得 到 下 列 定理 . 


定理 3 (Chui?”) 令 0 一 az 一 2 0<lal 之 1， 且 
Bi.iCx) 是 其 通过 Bt 的 双 最 小 二 科 道 ,于 是 
dim Bis) 二 二 (7.46) 
一 般 地 ,我 们 有 
定理 4 设 Qn《z) Ey 且 可 以 写 为 
Ontls) ba (Ca, Te z)- ‘ap z)On_a CX), (7.47) 
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其 中 Ow.m(z) Ew。 且 当 |z: < 之 1 时 Own-.l2) 0， 


Olol 1, ?=1,2,...*.,m, {7.48) 
用 wz) 记 作 Qwx(z) 通过 HH， 的 双 正 交 二 乘 逆 , 则 
di Bwi(s) = Onlz), (7.49) 
其 中 
On (2) 一 (i 三 z)- s (hs s) On(2). (7.50) 


证 正面 给 出 Lee 的 证 明史 
根据 定理 2, 只 要 证 明 Qnlz) 与 OGw(x) 在 Ge 中 有 同样 的 
最 小 二 人 这 是 很 显然 的 。 et 考虑 二 个 测度 


dx = 二 1OxwfKe2)129。，。 di 一 16w(e2)1d6， 


好 然 有 
dp = Ioan dF, 
同时 ,我 们 有 
O50) 一 le om) On 0), (7.51) 
若 用 
Aifz) 一 an oz 十 … -十 GZ 
及 


(9) 一 各 十 全 5 十 十 rt， 
应 地 记 作 Qw(x) 与 3 On(z) 在 TT 中 的 最 小 二 丧 逆 ， 于 是 有 
Crfaoey et 一 [ONwC07,0, 07 

及 

Ca dlT = [OwC0) 0... ,0]7, 
由 系数 和 矩阵 的 求 蔷 ( 风 (6.14)), 可知 

C= laonl:C, 
因此 ,用 《7.51) 及 和 矩阵 C 的 非 奇 共性 ,容易 看 出 
[oa sar) 一 [aa -5 

即 44(Cz) 二 44Cx)， 定 理 4 证 毕 ， 
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推论 ”对 于 定理 4 中 的 Or(a) 及 Bn4tz)， 

lm 1BwKCee)| 一 一 -一 上 一 -10wCee)，lol < 

t+ laraa “em 

由 此 起 出, 若 多 项 式 Cw(e) 在 |z| 之 1 内 有 零点 moa en， 
则 调整 一 下 污 数 因子 ,最 终 仍然 可 区 保持 其 淄 幅 谱 。 因 此 ,在 冲 波 
器 设计 中 ,我 们 可 以 用 [er .cs1Bwa(e) 来 代替 Ow(z) ,此 时 用 


Putlz) Puls) ony pe 中 
on 


时 ,就 很 接近 于 0 的 族 幅 谱 , 且 这 样 的 滤波 器 县 稳定 的 且 有 
nN 
内 果 的 。 


车 肥 《7.17) 中 的 函数 作为 1H,Ce*)|}， 风 Padé 逼近 中 的 位 
相 在 通过 带 中 也 几乎 是 线性 的 (参看 Chui-Chan 的 工作 252)、 
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第 四 章 “Bergman 空间 中 多 项 式 及 
有 理 函 数 的 逼近 
设 函 数 (办 在 单位 圆 |x| < 1 内 解析 , 且 满足 


Il 会 但 三 和 | Ko 一 DY 
lsl<I 
< 十 00， p>0,g 之 1， (0.1) 
由 称 fe B85C|z| 过 ]) 或 简 记 fe Bi。 当 PP 一 1 时 ， 这 空间 称 
Bers 空间 号 ,对 于 一 般 的 了 P， 可 称 这 空间 为 Bergman 空间 ,有 时 
也 仍 称 Bers 空间 ， 这 空间 是 H?(1z| 过 1》 空间 的 推广 。 事实 
上 ,容易 看 出 , 当 1€ 85, p> 之 0,93 之 1 上 且 
lf SM 

时 , 其 中 常数 不 依 蛤 于 4 > 1， 则 可 以 推出 fe Hr; 有 反之， 若 
je Hr, 则 对 任何 g > 1，Fe B35, 

如 果 阔 虑 揽 平 面 上 的 单 连通 区 域 D, 其 边界 记 作 了 ， 它 至 少 
由 两 个 点 组 成 ， 设 函数 w 一 p(z)，p(z) 一 0，p'(zs) :> 0, 将 
区 域 D 保 角 有 映射 到 单位 贺 jw| < 1，zme， 而 用 z 一 卡 w) 记 
作 其 芭 通 数 。 

现在 设 落 数 f(z) 在 区 域 DD 内 解析 , 且 满 足 


MissS{2 et {li naB eC) drdy | 


bp 


<+%0, p>0,9>1, (0.2) 
其 中 称 
PC .a (0.3) 
1 — |p(2) |’ 


为 区 域 口 的 Poincaré 测度 ， 则 称 Fe B;CD)。 当 2 二 1 时 , 将 
BAD) 记 作 4(D)， gq 之 1， 我 们 称 为 Bers 空间 中， 对 于 一 
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般 的 p， 就 称 BD) 为 Bergman 空 涪 . 

丈 然 在 Hardy 空间 Hr 上 存在 著 有 娃 前 数 及 多 项 式 的 逻 近 
定理 ,因此 自然 地 会 间 ， 在 Bers 空间 或 一 般 的 Bergman 空间 是 
天 包 在 在 着 有 理 函 数 及 多 项 式 逼 近 定 理 ， 我 们 将 在 这 一 章 中 介绍 


$ 1，Bergman 空间 中 的 一 些 预备 结果 


Bergman 空间 中 的 通 数 有 一 个 积分 表示 式 : 
定理 1 《Chui-Shenc24)y 设 函 数 fx) 在 1z| < 天 -1 内 解析 ， 
MDA EL | DV eldsdy < +o， C11) 
其 中 Pr 之 1, 4 > 1, 则 
3 一 1 仿生 Ce s-2 f(re') 
| 0 (1— zre ') 


j(s! = 


宗 


rAdrdt, iszl < |, 《12》 
证 设 
2) 一 >) cizts 1zl < 1, 
0 


.我们 有 级 数 展开 式 ， 


9 一 1 二 fC9S 十 去 ) 
Cr 


x*, |zi < 1， 


将 它 代 入 到 《1.2) 的 石 边 ,利用 P 守 1 及 9 > 1, 可 以 将 积分 号 与 
求 和 号 交换 。 这 样 -- 来 ,由 (1.2) 的 右边 得 到 


人 Ya 机 Te 十 下 
1 re Die tskr drds 
;总 CE 
a Re rot nl (1— +’) dr ers 


" 488 。 


< rg 士 太 ) 


= 5 rT + eat = f(a). 


上 

定理 1 证 毕 

推论 ” 没 函 数 f(x) 85,，p 之 1,，g 之 1， 则 
DL < MAD, sl < 1. (1.3) 


(1— |z|) 
这 显然 可 以 从 定理 1 的 结论 (1.2) 及 (1.1) 推出 。 
反 过 来 ,我 们 可 以 得 到 上 列 定理 。 
定理 2 (Shen-Wuem) 设 函 数 &(z) 定义 在 单位 园 1z|< 
LN, 且 满足 
le 会 本 二 | tlre edray <+o049) 


rie 
则 


f(z#) 一 oa 一 De pdpdg (1.5) 


属于 8;， 且 存在 常数 c,,,， 它 只 依赖 于 ?与 9, 使 得 
fps SE cplgly.ss p>1,g9>1. (1.6) 
证 这 里 用 Zygmund 一 书 2&2 上 的 想法 来 证 明 这 个 定理 。 
1” 首先 证 明 , 存 在 常数 4 盖 0， 使 
Re[4 十 《一 rpeke ?ll rpc i rs > 0, (1.7) 
其 中 0 之 1, 0 和 p< 1, gg>!1, 00, p22x, 
事实 上 , 仿 了 一 ree'* 一 Re ， 则 


RefA+ (1— ree PH][l— rpe 0]e 


4 
= [(i— 2Rceos t+ RI Acos gplll 


4 
—2Rcos t+-R')’, {1.8) 
其 中 
Rsin 
tgD= 一 一 一 一。 1.9 
1 一 Reos 《15) 


忆 于 1 一 Reos 之 90， 因此 1@9| 一 3 


因此 , 当 业 很 小 时 , 设 Iy| 二 6 时 , 由 (1.9) 看 出 由 也 很 小 
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这 样 一 来 ,从 (1.8) 看 出 ,此 时 对 任意 的 4 > 0, 公式 (1.7) 成 立 ， 
现在 设 |w' 之 6。> 0， 且 具有 十 述 柏 质 的 4 找 不 到 , 即 阁 在 
A DA S00) yi 之 ER 1(R; 二 1), 使 得 
(1— 2R;cosg; 十 RI + Ajcos gqg®, < 0, 
其 中 9 与 更 ; 的 关系 由 (1.9) 确定 。 由 此 得 到 
《1 一 ReosV 十 RY)! < 0， 
而 这 在 | 下 | 送 & 之 0 时 是 不 可 能 的 ， 因 此 -1.7) 证 毕 ， 
2° Se 及 ， 著 虑 


me 2 AbCpe'®) 
Se x — CE (1 一 rpe'? Ys edpdm 


和 je 《1 — pp) gl pe'?)pdpdp, 
bi tJ0 


9 一 1 用 1 十 (1 一 rec 7) 
一 1 一 时 
x | v 《 P) 《1 本 7 Pei 一 
gCpe'? )pdpdop. | C1.10) 


2 一 rt 0Sr< 1, 


由 于 《1.7), 我 们 有 
由 十 【1 一 rpe' 7) 
(ii 一 六 PEK9 ¥’)4 


= Re [A+ rp I > 0, 
{1—~— 2rpcos(0— pp)+r’ 22) 


Re 


现在 我 们 来 证 肖 
sO ls < clel C1.11) 
因为 ,着 《1.11) 成 立 ,由 于 
5 一 全 人 GeoaCoee)odode 
1(a 一 Ce 0 ,C1.12) 


4 
则 比较 C1.11) 与 《1.12) 得 ， 


1 i ee 
dos < MSO + Bhai < ( 二 Be 


， 和 610 。 


其 起 8 是 由 


| 9—1 [ 《1 ~ p)' gpe'r)pdpg | < Blel,.s 


x to 
这 样 就 能 得 到 《1.6}， 因 此 ,问题 就 化 归 为 证 明 (1.11) 成 立 ， 
3? 设 8(z) 一 Reg(x) 十 iImg(z)， 不 妨 只 考虑 实 部 8(Cs) 
二 Reg(z)， 且 认为 g:(z) 之 0 ,否则 由 gCzx) 的 表示 式 81(2) 一 
2(z) 一 87《z) ,其 中 
8(z), 当 Reg(z) 之 0， 
0， 当 Reg(z) < 0, 


当 Reg(x) 之 昌 

—g(2), 当 Reg(lz) < 0， 
以 及 1atz)| 一 g(s) 十 gi 《zx) 可 以 分 别 考 注 gi (lz) 与 gi(s) 
而 得 到 结果 。 

因此 ， 下 面 就 认为 g(s) 是 实 函 数 ， 且 在 lz| 和 工时 g(z) 
之 0. 

这 样 一 来 ， 
Ma arm A ty 


(1 一 rpeicg 89 


= 


Ei C2) 一 " 


aloer)pdpdp + i ot |e) 


a Cp) 


» Im es alpe' pdpdg 
《1 ~— rope ™)s 
U(r) iV(z), z= res, |z| i {1.13) 
其 中 由 于 (1.11) 及 g《e) 之 0， 拓 此 
HP- 一 1， (1.14) 
已 知 ( 或 参看 定理 1)， 
24+f (1— pp) 可 PT 支 1，|z| < 1， 


内 此 当 g(x) 三 1 时 ，S(z) 三 4 十 1, 即 
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9—1 1 一 KB 一 向 和 
| | (1 — pp) :Re 了 十 人 ree ; ) 

T 0 J9 《] — rpe' Ps : 

* podprdp 三 A 二 1, |xz| < 1, {1.15) 


这 样 一 来 ,对 任意 的 p 之 和 人 1, 由 Halder 不 


等 式 及 (115) 有 
2 一 工 由 i _ 2N4-: 有 4 十 (1— roegi ?))s 
ee x [| | Wa 《1 一 rpeie 人 79 
p 


mol a 


人 十 《] roe 9 7) 

he e's)l?pdnd 

(Toe) leCpe'™) ?padndy 
下 《1 es 9 

0 


£4] 
<(C+0 | 


Re 4 十 《1 一 rpetxe-m)t 
Re re wy ls) pdpdp, 


因此 ,再 用 (1.15) 可 以 得 到 ， 
Ww < (4 二 DL 
fe- 
A+ Cl— rpc-e) 
-Re “ 村 ey lelpe ) lrodpdw rdrdo 
& CHF 1 人 一 上 区 (1 一 pre Cpe'r)|?pdpdp 
< A+ rie(s) (1.16) 
四 《1.14), 应 用 最 小 模 原 理 可 知 , 当 1z| 过 1 时 ,U(xw) 之 0， 
否则 5 2) 二 0， 因此 ， 由 (1.13) 知 $5(x) 二 0, 这 样 一 来 ， 
《1.11) 显然 有 成立 , 因而 忆 (1.12) 推出 《1.6) 也 成 立 . 
利用 核 函 数 所 二 中 一 sp 六 当 一 0 时 的 值 为 4 十 1 


《1 一 zpe '™)! 
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以 及 gLz) 之 0， 可 以 推出 5C0) 为 实数 ,因此 
$00) = U0),. 《1.177) 
由 《1.14) 知 , 消 数 《51z)》 在 单位 圆 |z1 < 1 内 解析 。， 利 
用 * = 0 处 平均 值 公式 点 (1.17) 得 


UO = 50 = 4G 一 盖 


。 [DCreie) + iV re)l?rdrdo. (1.18) 
此 外 ,应 用 Vs) 在 一 0 处 平均 伪 公 式 , 有 


Cw) 2 | (1 一 re20(ree)rdrdg】 . (1-.19) 
由 于 当 jz| 和 上 村，V(ks) 之 0， 因 此 
RefgB ts) + iV(s))? = (U(x) 十 vie)]t 
X cos[lpargCU(s) + 1V (2))], C1.20) 
其 中 
一 < arg(D(z) + iV(s)) 一 (1.21) 


为 了 下 询 的 需要。 我 们 来 证 明 一 个 不 等 式 (参看 文献 [212]， 
第 二 着， 406 页 ): 设 1 p= 十 oo , 旦 户 天 3， S， 7， 9,.……, 则 存 
在 二 个 常数 与 5， 使 得 

isin BI? 1 rcosph i Bcos BD), |®| 《1 22) 


事实 上 , 可 以 假设 全 守 0， 因 为 cosp? 关 0， 因 此 在 引 一 的 


邻 域 中 ,存在 数 《也 可 能 是 负数 ), 使 得 
icospP > 1, 
此 时 ,不 等 式 《1.22) 对 任意 5 安 0 都 成 立 。 固定 :， 选 取 5 足够 
大 ,使 得 在 区 间 | 0, 和 三 | 的 其 他 范围 中 有 
5 cos 由 ) 之 1 十 


63» 


1cospD + (cosD) 2 1 


员 此 不 等 式 《1.22) 得 证 . 
现在 到 @ 一 argCU(Cg) 十 玉 (z))， 利 用 《1.21) 与 (1.22) 有 


(Ue) 十 VC ECU) + V2)) cos [pargCU C4) 
+ V(r) + SCU(z) 十 Vi(2) IL cos(argU (x) 
十 下 (ec)]7。 (1.23) 
男 一 方面 ,显然 有 
(Ui(g) + Vi(s)){cosCargCU (2) + iV (4) )))? 
= IS(z)l? [costargs Cz))]? =— [U(x)]?, 


因此 ， 由 上 式 得 到 
和 | 一 DC + VOD) 

X [cos(argtU(z) + iV (zx)))]rrdrdo 

| a 《1 — ri) U(re®) rdrd. 


0 v 


I A (1.24) 
此 外 ,比较 (1.18) 实 部 与 《1.19), 得 到 
和 | (1 一 rts) 十 To] 


p 
I 


0 


X cos[parg(U {tz) + 1V (4))]rdrdo 一 [UCO)]? 
Ee rm | 全 (1— rr) UI(re®)]?radrdo,. (1.25) 
0 


x 0 


这 样 一 来 ,利用 《1.23),《1.25) 与 (1.24) 就 得 到 


生疏 f [Gt + CD 和 dr 


元 


Ne { | (1— rr) U(re'))rrdrdg 
王 D0 
Bs 1 f3a 
十 s[2=2 2 | | 《1 一 mree)rdrdio]r。 
了 ou 


因此 ,利用 Hilder 不 等 式 很 到 
全 二 上 | |e C1 一 ra-21SCree|rrdrde 
uy 
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9 [2 
< | | (1— reiiU(Cret) rrdrdo 
4 :00 


+ 13| E EE C1 一 rlUCre™) ?rdrd0, 
邓 


sh < [1 + (els ET) ole 

利 压 《1.16) 就 立刻 得 到 ， 

sO < A+ DN + (ase) le 

这 样 一 来 ， 对 1 之 p 二 十 ,pp 到 3,4,5,'*， 就 证 明了 
《1.11), 基 而 就 证 明了 《1 15)， 

为 了 履 研 究 1 < p < 十 co ，p 一 3, 4， 5 时 的 情况 , 我们 
需 观 一 人 定理 .。 

Riesz-Thorin 定理 《 丛 看 Zygmund 的 文献 [213] ,第 二 卷 ， 
144 一 148 页 ) 设 与 R， 是 对 应 虽 具 有 小 度 为 上 与 > 的 空间 ， 
设 了 是 定义 在 R， 的 所 有 简单 函数 f 上 的 线性 算 子 ， 又 设 算 子 了 


: 剖 卫 - 1 上 EE 1 1lT\rn 
河 时 是 (2 十) 型 与 (2 二 ) 型 , 妈 
ITilr & Milfl 上: lH < Mi, (1.26) 


其 中 点 Cai;PL) 扎 Cay,P,) 位 于 正方 形 
Oael, OPEl 


中 ,于 是 算 子 工 也 必 是 (二 ,二 ) 型 ,其 中 
+= (Dw + 8 一 (1 — B+ B01 < 1) 
(1.27) 
:Tl < MM, fl. C1.28) 
特别 地 ， 当 a 之 0 时 ， 则 算 子 可 以 唯一 地 开拓 到 整个 空间 
LL"”, 即 


"6s 


| au < +eo， 
4 


且 保 持 范 数 关 系 式 (1 28)。 
证 在 《1.27) 中 国定 :， 因 而 也 就 国定 了 4 与 8, 考虑 函数 
lg) = oz) zm, H(z) = (1 — 3)8. + zB,, 
它 是 带 B8: 0 志 Rez 所 1 上 的 解 折 函数 , 且 


0) 一 ay M0)— Bp, 
al)~= a, 了 ID 一 Bi， 
alf) = BAD = pp. 
对 于 任意 的 简单 函数 瞩 由 对 俏 定 理 知 ， 
HT sup |, mil (1.29) 


可 以 假设 有 Fh 一 1, 辐 定 了 ff 与 8 后 ,考虑 积分 


i= | Tf* gdv, 
R, 


今 
f 一 |fleits, g~— lele”, 
且 引 进 函 数 
下 一 ets, (1.30) 
Gr tel i eo, (1.31) 
其 中 暂时 假设 


o>0, pl1, 
当 z 二 + 峙 ， 积 分 
ow = | TF.* Gdy {1.32) 
就 等 于 i 
着 1 一 0， 则 令 F, 三 0; 车 8 一 0， 则 令 G6, 三 0， 
这 样 一 来 , 车 简单 函数 f 的 全 部 取 到 的 非 零 值 为 c.，51，,"**， 和 看 
X， 忆 为 对 应 地 取 到 这 些 值 的 集合 的 特征 函数 , 则 


oll 
Fe Perilei| > Xs ci eile'™i, 
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类 位 地 ,对 于 G， 也 有 这 样 的 表示 式 , 只 是 将 指数 换 为 
《1 BCz)) (C1 一 8)， 
显然 有 
TF, 一 Sesilol Th. 
将 这 些 表示 式 代 入 《1.18), 可 以 看 出 ,P(xz) 是 指数 为 ea > 0 
的 常 系 数 的 有 限 线性 组 合 ， 因 此 
1 (zr) 在 0<Rez< 到 1 内 解析 ， 
2” P(tz) 夺 0 委 Rez 扫 ] 上 连续 且 有 界 。 
现在 芳 虑 任何 的 z，Rez 一 0. 由 于 Recaks) 一 m， 央 此 对 
《1.32) 用 Hilder 不 等 式 , 再 利用 《1.26) 就 有 
[oto] TF GN EMF «iG ,C1.33) 
Ei 和 关机 al i 


但 由 (1.30) 得 


1 一 一 
9 -= ] 2 =—= ] 


Lb 


IE 一 Mf ~ Wf 


且 这 个 不 等 式 对 @ 一 0 时 也 对 、 类 似 地 有 


le sys = el eol ,= lal ee 一 | 
庆 志 | 汪 训 I 
由 此 ,从 《1.33) 推出 , 当 Rez 一 0 时 ， 
[gz SM, . (1.34) 
类 似 地 可 以 证 明 , 当 Rez 一 1 时 ， 
I (2) | < M,. (1.35) 


这 样 一 来 ,从 函数 @(x) 在 8 中 的 性 质 , 由 (1.34) 及 《1.35)， 
利用 Phragtmen-Lindelif 原理 06[ 知 ， 
上 一 || MEM 
因此 , 由 (1.29) 就 得 到 了 (1.25), 
两 种 极端 的 情况 a。 一 0 及 # 一 1 不 可 能 同时 发 生 、 若 4 一 1， 
则 8 一 bi 一 1， 昌 ac>0， 像 上 耐 一样 ,定义 F,, 但 G. = &， 
就 不 依赖 十 x 了。 由 于 
IG = lel = 1， 
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因此 由 (133) 一 样 地 可 以 得 到 (1L34)。 若 < 一 0,， 则 a; 一 = 
0, 但 有 < 1。 像 上 面 一 样 ,定义 Gs， 但 fF, 一 f, 其 他 就 一 样 的 
可 5 

最 后 利用 简单 函数 在 空间 Le 上 的 完备 性 ,就 容易 将 算 子 工 
的 定义 推广 到 空间 L*” 上 , 且 保留 (1.28》 仍 成 立 。 

Riesz-Thorin 定 奸 证 毕 ， 

现在 回 到 定理 2 的 证 昌 。 为 了 应 用 Riesz-Thorin 定理 ， 了 到 

Ri= R= {|z| < 1}, 


Py en I RN A 
x 
Lf eCpe?) 
T(g) T | | 4 ) C1 zpe 9)4 
Xpdpdp, sc ELr?r(dn), 户 之 1 
T(g) 阿迪 是 (二,， 二) 型 (+, 二 ) 型 是 指 
上) 和 Me ,ss NIT), S Malely,, (1.36) 
其 中 Mi， 与 M:， 为 常数 , 且 
0 委 c oe Bs BAEl, 
则 TCe》 也 是 (十 ， 坟 ) 型, 即 
IlTCa) hy ,a < < Mi ‘Milgl,s, (C1.37) 
其 中 
gl—i)amt ft, B= (1~t1)# + (1 38) 
现年 对 任意 的 pp 一 3, 5,.…, 取 


P+1. 人 


剖 然 , 由 已 经 证 明 了 的 结果 《1.6)，T8& 确实 是 满足 (1.36), 即 是 
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(PP 一 il,p 一 1) 型 及 《 户 十 1,p 十 1 型 。 因 此 , 若 取 


pp 十 1 
2 
2p 
显然 有 0 之 过 1， 尺 而 有 
| p++l1 1 
= Dat (1—tt) 
对 《 Da 022 2p p—l 


dm | 
2p p+ p 
点 
P= (1— 28+ ,= 2 
{由 《1.37》 推出 
5 本 = es 
ITellps SE Mi Me 
定理 2 完全 证 毕 ， 
现在 我 们 给 出 空 闻 88, p 之 1，9 之 1 中 这 罗 的 表示 式 ， 
定理 303 任意 一 个 在 空间 B;, p 之 1 > 1 中 的 线性 证 
画 (1),， 划 由 fE Bt, pp 之 1，9 之 1 有 表示 式 ; 


-a 


x flpe'r)g( pe )pdpdp, {1.39) 
共 中 ge BY， 十 1 反之 亦 然 ， 
p 


证 用 Hilder 不 等 式 , 容易 看 出 , 若 f€B?, ge By， 
‘> ya 十 pe 1，9 > 1, 划 由 《1.39) 所 定义 的 线性 汉 了 是 有 
内 护 ， 闪 此 ,只 赛 证 明定 埋 3 的 前 一 部 分 就 够 了 ， 

显然 ， 89，p 之 1，9 之 1 是 Lr(dp》 中 的 子 空 司 ， 其 中 
dk 一 了 二 上 (1 一 pripdpdp。 因 此 ， 由 泛 浮 分 析 知 道 ， 空间 
LrCdp) 由 任意 一 个 线性 泛 冰 1(f) 有 下 列 积分 表示 式 : 
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TD — 全 二 (1 — PY po)G( peir)pdpdg, 


(1.40) 
其 中 GE Lr(dp)， 十 二 一 1 | 
p 
特别 地 ,对 任意 的 z，|z| 二 1， 上 取 
2 I 
C5) (1 一 芒 )9? 
它 在 1! 和 1 上 解析 ,因此 属于 8?,p > 1,q 之 1， 因此 由 (1.40) 
得 类 
1 9 一 1 
rar)- 一 
人 《1 一 Pe TN (1.41) 
] 一 zpe 3 
其 中 天 (，) 表示 对 《的 冰 数 求 演 函 ， 由 定理 2 知 ， 


和 1 1 
glz) 一 | 一 一 一 cp 一 二 一 1] > 
(i 号 9 、 ”py p 9 


(1.42) 
因此 可 以 推出 ,对 任意 的 jf € B81,p > 1,q > 1!， 用 定理 1 有 


Cy i 


下 


- 二 上 | a A 


ah 下 (to pr Glpe™) pidpdp Jrardw 
re (1l— speir)s 
pi £=1| | 《1 一 omGCoco|2 一 上 
el raa 记 
. jt ee flre ) 
| 局 《1 一 pe'rye -9) rdrdgj|odor 
P 一 | 信和 人 
加 x Hf 上 人 ‘Gpe'?)f pe'?)pdpady, 


这 就 证 明了 定理 3， 
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| 


$2. Bergman 空间 中 的 Hardy Littlewood 型 定理 


大 家 知道 ， 在 H? 空间 中 有 Hardy-Littlewood 不 等 式 , 即 研 
究 阴 数 的 连续 模 与 函数 导数 在 某 个 圆 土 的 范 数 相互 关系 的 二 个 定 
理 。 在 Bergman 空间 中 也 有 这 样 的 一 些 定 埋 , 这 是 在 1987 年 由 
沈 演 昌 - 邢 富 冲 - 张 有 光 得 到 的 宅 "，, 但 证 明 比 前 者 复 杂 多 了 。. 这 里 
所 介绍 的 定理 中 有 一 部 分 在 下 一 节 将 要 介绍 的 Bergman 空间 多 
项 式 通 近 中 是 有 用 的 。 

我 们 在 引言 中 已 经 定义 了 Bergman 空间 Bi, 0 < 一 < 十 co， 
4 之 1， 我 们 还 可 以 定义 空间 8?，。 其 中 每 一 个 函数 f(z》 在 单位 
贺 |*f < 1 内 解析 , 且 满 足 


suPCI 一 (zf1(s)i 过 十 ,9 之 1， (2.1) 
且 其 范 数 定义 为 
Nfl. = supC! 一 |z 上 9 一 | FFCz) |, (2.2) 


令 
于 1 
oralos SsoB) DOAE) et) | ,C23) 
其 中 上 为 自然 数 , 且 当 7 一 1 时 ,下 标 ! = 二 1 省 去 ;及 
Ja~is dr lad,0 < p< 十 oo， 
i Cs) so, 会 $7: 
lsupC — 11) Dp = %, 
(2.4) 
其 中 太 是 单位 图 jz| 二 1 本 身 或 其 任何 子 区 域 ， 
Mo.alr sf) ,ze dr el, 《2.57 
显然 ,《2.4) 与 (2.5) 都 是 刻 划 对 应 区 域 中 涵 数 f(z) 的 某 种 范 数 
《或 拟 范 数 )。 
今后 用 cb ca 或 cf， 表示 常数 ， 
首先 我 们 研究 所 谓 正 定理 ， 即 由 函数 的 连续 模 来 估计 其 导数 


9 47i* 


的 范 数 ， 
引 理 长 亏 富 冲 P27 没 函 数 f(z) € B84,0<p < 十 c，9>1， 
则 令 


1 1 
"一 min 入 PE A ppen (2.6) 
就 有 


[ee 0 covy (2.7) 


BPtl sero 


若 ro < 一 , 即 4 之 2, 则 不 必要 求 f(z)e B34, 而 只 机 fs) 在 


Iz| 过 1 内 解析 即 可 ， 
证 令 
g(r) lr 0<SrS19>>1， 《2.8) 
容易 证 朋 
当 1<4< 2 时 ，8g(Cr) 在 区 间 0 和 r 和 1 上 单调 上 升 ; 
当 2<9< 十 中 时 ，&gKr) 在 区 间 0 委 r* 委 2r。 < 天 1 上 也 单调 
上 上升 ， 
因此 ,对 任意 9 > 1, 及 任意 ',0 之 + 万 70, 有 
g(r) < glr 十 ra) 
即 对 于 和 任意 r,0 委 上 < 委 ro 有 
rl— rr+tr)l— (r+r}] 9 二 1 (C2.9) 
由 于 对 于 任意 一 个 在 1z| 过 1 内 解析 鹃 数 F(z)， 
MF) 一 于 |. IF(rea)lrd6，p > 0， (2.10) 


是 r 的 上 升 函数 ew:， 因 此 
全 KGrerern) ~ fre®) le 
< | HC + reero) ~ Hr 十 mc)Hag， 


由 此 可 得 _ 
1 所 re) 一 fla) a 站 rf1 — ri gr 
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1 


3 站 
人 Treero 一 Treeag } 


s {ee 十 ro)[1 (Cr+ rdr 
2 
[IG + re fr 十 reelrae 
27, 3 
- {Go ls — #0 lrdy} ， 
这 就 得 到 了 (2.7), 
jp 一 十 oo 时 的 证 明 是 显然 的 ,因为 只 要 利用 最 大 模 原 理 即 可 
引 理 2 设 函 数 f(x) 在 单位 圆 |z| < 工 内 解析 ,1 一 9 六 2， 
0<p 扫 十 oo;0 一 r< 扫 只 一 1 或 0<r < 中 委 1， 则 


fy < < Zs (ge < cy} (2 11) 


证 令 e 一 二 (CR 十 )， 由 (2.8) 中 gCr) 的 性 质 及 《〈2.10) 


区 | t £ < 了 
人 


避 | | 民工 一 efie®) lads, 


此 苑 《2.117, 引 理 2 证 毕 。 
引 理 3 当 0<<p 所 rr 二 1,g9 之 1 时 有 


了 


Pl] ~— pp) ey te 十 t= )h 一 ( 十 4 9 


其 中 < 一 max(29 ,1). 
证 当 1<9 委 2 时 ,由 (2.8) 所 定义 的 Kr) 性 质 就 得 


-ost 与 和 -C+ 与 本” 


(2.13) 


当 2<9 < 十 co, 显然 有 
fl p27 


Ss ca 
比较 (2.137 及 (2.14) 就 得 到 (2.12)。 
引 理 3 证 毕 。 
引 理 4 令 nm<p<r 扫 1 其 中 ro 由 (26) 确 定 ， 户 一 p 才 
了 一 了 i 
了 则 


taee 一 中 二 [G 一 他 十 (2) G15) 


1 
Dep r+ ) op. (2.16) 
x 


证 明 是 初等 的 , 只 要 利用 当 0<9 < 开 时 , sin6 > 二 9 即 可 


定理 1( 沈 - 琉 - 张 ) 设 fx) € Bi,0 < p 所 十 00， 9 > 1， 
则 
es, oaakt1 一 大、 (2.17) 


让 


Ce) 


BFCisi<r 
证 1 首先 设 1 所 十 %， 


中 确 7 了 7 全 。 


对 国定 的 9, 令 ms 和 p<r 宝 bm 一 o 十 二 了 工 ， 函数 
f(ze*)(p 一 rz) 在 jz| 委 训 上 解析 ， 因 此 由 Cauchy 公式 
得 ， 

jze22)0o 一 zz 

二 帮 5e) 2.18 
2 | Ts di.1z| < po. C2.18) 
两 边 求 导 后 得 ， 
f(ze ep — rz) ?+ 2r 拓 ze 多 am 一 了 rz) 
we 
2 上 (Ct— zp — rey 
令 二 ], 得 
2 一 rz -3 一 A 卫 ER 
"Cp 2 2xf | (Et— zp— ri)” 
由 此 得 


(zeiayeier yx- 一 flbe') -一 flze't) 
f(ze' eeep, ) 人 a TP dc 


在 上 式 中 , 令 z 二 P 得 
f'(pe's)e' nk pp — roy 
2x 
ee 


- eirdp 
~ (pe — pYlp — rpeir) 


因而 有 
|f'Cpe®)| < me ) foe) 


-pe'?— plilp — roel 


由 Cp — re) ~ 7) < 7), 


以 及 应 用 引 理 4 得 
Lb eos nr i 
-+ 
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十 cl 一 *7| 克 ptete) — fCpe's)| 人 = 
GO 


Cll le oe 
& cll | [Gt (yop 


foe) C000) (2.19) 


若 用 flpue*) 一 f(ze'”*》 人 民 蔡 (2.18) 中 的 f(ze*) 得 ， 
Cp 一 rz) [PCoieia) 一 flze®)] 


+e 


1 Kee 一 Htem 
2xi | 二 z yp 人 db, 
令 z 二 Pp 得 
Cp — ro) fC pre®) — fpe®)] 
1 1 ie) 一 了 MB 十 了 
可 区 上 dA crdp, 
由 此 有 估计 式 ， 
fCpe’) — fCpe®)| < at 二 


Ce Dy 


-*|pe®*— pllp ~— roe’?]’ 


< cl1 _ 了 人 |f (pe erro)— Mec dp。 (2.20) 
ee 

比较 (2.19) 与 (2.20) 就 得 到 

Ct Eda NE een 

eT 
i 小 |f (pei?r®) = ee) dg, (2.21) 

| 

1°. 没 1 所 pp 之 十 0, 则 由 (2,21), 用 Minkowski 不 等 式 及 引 
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理 3 得 到 
fC lygo amen 一 全 人 (1—p) | (Cpe®) lrpdpa9 
< ce 一 of LE ire) 
— peeosoeo)]} /id — 1) + (Yr] ya 
人 人 ee 
— iCpe') rodpdo)” [Ge po 
te A 


1 
. 


“Hiloerorm) 一 Keiee Hodpra0) / 


[oo (oD 


ro oF or 


1 
“fmeretm) — fCoe') ?odesd | / 


-Ge] )e 
cssl—r ls wea ps fd 
< ep l CO—r) 三 [a 一 rf 十 (®)e] 
+ (l= | -一 
[y+ 可 
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二 1 


1—r 
区 ca (eye dp 
+ cosefl 一 r)opefl 一 ri) 


< cr 一 Don 一 nm 站 


P 
ee 上 
ye 
epawe.al — T/C— 7), (2.22) 


20 设 p 一 十 0, 奈 (2.21) 及 引 浊 3 得 
sup (1 — pf'(pe®)| 
< 二 ell 2 ry 人 os ps dP : 
-+ 人) 
十 cf(l 一 r) pf dp 3 
vu [0 本 六 十 (2) 中 
| x 
Ee ee (2.23) 
一 F 
现在 设 0<Pp < 1， 像 上 面 一 样 ,考虑 水 数 
LFCpiem) — flze®)]p 一 rz) ， 
其 中 2 > 0, 下 面 再 具体 殊 定 。 mpcdps1， 0<r<1. 
显然 ， 它 在 lz| 所 p， 上 解析 ， 内 此 对 于 lx| 三 p 二 p<p! 有 
Cauchy 积分 表示 式 ， 青 取 z 一 p， 有 
[feet) — flpe) Cn, — ro) := 
27 
[ [fCpre™) fp tm)]e'rdp 


2 {pe'” 一 p)Kapi 一 rpalt 


因此 有 
lf Cope) — flpe™)| 
二 Po ro) f lf (pe m) 一 floc)| dE 
2rlpy 一 p) 1- ie — roe'®l’ 
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由 于 级 数 
f(ze”) 一 fpe') 
《pl 一 72 
在 lz| < p, 上 解析 ,因此 利用 第 二 章 $3 中 的 引 理 2 有 
lf (pe™®) — fCpe’)l? 


< (二 


2x Cp: ~ p)? 由 一 Pr 
人 1 区 ee+g)) — fpe' 21? 
~ 1m 一 rotefy| 好 
令 
ip dp — pp—p 一 (lr), 
并 注意 到 


parotid ) -rr) (Lt+e) 
< 一 7) 
及 证 > pe- ，， 可 得 


ffCpe®) 一 大 pe | 


St i | fr 
(+) 
T fpe'etpy) 一 fa Cb le (2.24) 
~ 
另 一 方面 .对 任意 1 > 0, 否 数 jlre5)(p; 一 rz) 在 |z| 去 
A 解 柯 ,其 中 0<r 委 1， 因 此 对 |z| 所 pp 过 pi 过 pa 可 以 表示 为 
Cauchy 积分 ,网 边 求 导 , 令 z= 二 得 到 
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f(peie)eeKp — rp) t+ hrflpe' Np 一 ro 
0 E (pe terdg (2.25) 
Zr Ja (pr? — pp ~— roc?) 


同样 ,利用 (p 一 rz) 在 |z| 所 p 上 解析 ， 类 似 地 有 


2r(p — ro Tie) ed 2 
A 2 | (pe 一 bp 并 让 一 rpae 
(2.26) 
在 (2.26) 两 边 同 乘 因 子 fpe”*) 与 (2.25) 相 减 后 得 
f'(pe)e lp 一 ro) :~ 全 
,1 fpet®) ~— fpe™) ,ing 
| (pe 人 py)'(pi rope) YY 
从 而 得 
1 i pfel 一 rp 六 [| pereto) — flpe'®) 
[fpe2)| 和 De 国 Co | dp, 


用 上 面 一 样 的 方法 ,利用 第 二 章 $3 中 的 引 理 2 有 


re < (B) Ps) 


(pi — py? 
.| Hee) flee) oo 
wr |e 一 rpeirl? y 
在 上 式 中 令 


Ip— hp ppm"), 
则 
1 3 
pr —n)(t+r)<20—r), 


因此 得 


吧 


人 
If pe 1? 二 (&) | Re 


» 4090“ 


于 lipe tt™) 一 天 pe dp 


pt|l — re’?lt 


|f(p e+ Lo flp 1 yo 


A | 1 — res 


+ cxAl—ry ?lfCpe™)— Hoc 人 
上 一 reirn 


由 此 利用 (2.24) 得 
fCpe®))? < ell — 71)? | Telerr) ~— Hp)? gy 
|1 一 re 
十 cl 一 Pet 一 了 


- fp etp) 一 上 Ct jpre’ 了] 


- [1— re ee 
ye pe — Hpe))? 
cl r) | 11 — refs) dp。 
(2.27) 


这 样 一 来 ,利用 Fubini 定理 及 引 理 3 就 有 
ps | (1 — py) ?lf (pe) |rpdpd0 
cl—r)? 
| ) (1 一 pf pe tm) — fpe™) ?pdod) 
上 二 elr 
[ [0,.0C psf)l? 


clC— 的 三 时 re dg 
er 
< ce 一 Do 一 DID 全 二 
= 


‘Tepe l ~— 7,1)]? 
oT {2.28) 


3. 更 在 从 圆 环 转 化 到 加 
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19 设 9>2 即 rm 一 工 ， 


着 ?+ 之 270, 则 由 引 理 1 得 
HR, < HC) ss, 
二: 【| 天 Cs 时 we isl rl < 2 Cx) i? i 


藉 此 ， 由 (2.22),，(2.27)《 当 7 二 00 时 、 修 改 一 下 上 面 不 等 式 用 
(2.23)) 可 得 


B30r0 <is| ry 


1 让 了 l= 
(| Cx) hpos cn Sc-: wo. 《2.29) 
若 ”< 2r。， 则 由 (2.29) 得 
Hhone, Sh < er 


6 i ion 


一 
25 没 1<9 去 a 
Hf Oligone, < 了 | 天 (sz B8($<is < 


ec - 
1 1 十 
2 
top.ol 1 一 了， 1) 
一 对. 者 i 


定理 1 证 毕 。 
对 于 高 阶 导数 ， 用 一 各 较为 直接 方法 可 以 得 到 下 列 定理 ， 
定理 2【〔 沈 - 邢 - 张 0) 没 函数 js)€ Bi,， 1 所 户 入 十 co， 
9 之 1, 则 对 任何 自然 数 坟 与 !， 有 
Uf Cs SE ee 上 | (2.30) 
[Ci—r?+ 9g"] 
1 


证 设 Pp 一 2 十 es 对 1zij 一 pp 二 pys 用 Cauchy 公式 


和 对 


后 得 
A ivy kl fp 
foe ) ~ Ma A 


和 Cope’ i 一 pe 论 )k+1 


ei Wd Ld 


dq 


DD ) fnew 
ee Klp fF m=0. dN 
x i- (peitw+9) i pe ett 


设 o 空 7,《 见 引 理 1 中 定义 ), 由 引 理 4 及 上 式 得 
fper) | Em 


epte gp, 


一 人 mm eitm ley 
轴 2 ( ji | dp- 
本 
由 此 ,从 上 式 , 利 用 Minkowski 不 等 式 及 引 理 3, 用 上 面 一 样 的 方 
法 可 得 


1 


Vs kb C1 pO) lf RC pe jeodedb } 


Og, a fy) 

< cp | 一 一 一 一 一 = dp。 

Ce 二 

后 类 似 于 定理 1 证 明 中 的 3, 可 以 将 圆 环 转化 到 圆 ， 就 最 后 
交 
定理 2 证 毕 ， 
推论 1 设 1<i 志 一 1, 守 2, 央 
wall 区 这 rsf) 


Ff) Een TFI 
证 出 (2.30) 得 


四 1 
( +1] 
[CL 
,483 。 


2 2 PE ep.osmpsll — rf), 上 


nel — rf) (a (1+ TE7 
WR 


< ce | 1 4( 一 一 ) 


+ 中 ) 
lr 


‘wooo l — rf) 
< 了 pg To Nl 
推论 2 设 函 数 f(x)€ 8;, 过 wp 8, 站 7 < M5t-°, 0 < 一 
a 安 如 其 中 大 为 自然 数 ,出 5 


《二 
lf CO spun cr < 忆 p 9 天 aa Gry 


这 利用 (2.30) 将 om,,e(6,7)1 二 M8” 代 人 可 得 。 

下 面 的 定理 是 用 范 数 《 氢 范 数 ) 的 第 二 个 定义 (参看 (2.4)) 来 
得 到 类 似 于 定理 1 的 结论 。 为 此 ,需要 用 到 分 数 次 微 商 的 定义 及 
一 些 性 质 %"31, 

设 函 数 f(z) 在 1z| < 1 内 解析 , 且 


f(z) 一 >， cz 
n= 
则 对 任意 实数 #， 定 义 
D’:C Df)(z) ~ py Cn 十 1)se,z*, (2.31) 


1:C154)(2) 一 立 (十 1) "ec,z", (2.32) 


这 二 个 算 子 是 微 商 及 积分 的 推广 ， 因 此 可 以 称 为 分 数 次 伺 高 及 分 
数 次 积分 ,它们 有 下 列 性 质 : 

1? Da1o1 一 了 一 12De， 

2° D:Drf ~ D°Dif, 

3° 1°71"f 一 


» 484 + 


45 若 用 Drretof (x) 表示 Df (EL) sd, 
则 有 Dze'sj{s) 一 Def(ze®), 


5s ef 一 二 | (na Ly fz)ds, (2.33) 


6° Dr 一 (世相 1) = DD ME) HD) 
dz Pp 
十 z"f'™ (x), | (2.34) 
其 中 Milz) 是 z 的 天 次 单项 式 。 
7" 对 任意 自然 数 及 正 数 p, 存 在 二 个 常数 ctsc: 之 0, 使 
得 
<| Drf(re')|edg pA | | fHCr et) rd & c 
: (2.35) 
这 些 性 质 者 是 很 显然 的 ,这 里 证 明 性 质 7° 
首先 ,由 等 式 (2.34) 容 易 得 到 (2.357 右 边 的 不 等 式 。 为 了 证 明 
(2.35) 左 边 的 不 等 式 ,注意 到 
fs) = | Dire Yd, 
就 有 
|fCr eo)!| < ,sup， [Diflsre®)l, 
天 此 ,用 极 大 函数 定理 ( 现 Duren 一 书 %9) 有 
> [flre®) ?a < oo IDiflre’*|rad0, (2.36) 


由 于 f(z) 一 2D'fCz) 一 f(z)}，, 利用 (2.35) 就 得 到 


» If'Crei) hed < (es,+ 1) | 1D:TCreeyjaae， 
然后 再 对 n 用 数学 归纳 法 ,就 可 以 得 到 (2.35)。 

为 了 下 古书 写 的 方便 ， 对 于 在 1z| < 1 内 解析 函数 f(x) 及 
0 < 所 户 所 十 cosr 之 0, 令 
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1 1 
R 二 a = or Mf ed} ,0 <p<+io, 
sup《1 一 PP 疡 一 00， 
[i 
(2.37) 
其 中 
Mf,r) 一 全 IfCree)rd3| ,0 rl, 
设 f(z)€ H?, 则 在 C2.36) 中 可 以 考虑 7 一 1 的 情况 . 
引 理 5《Flewt 文献 [59] 中 定理 3) 设 0<p<1lr>>0, 且 


函数 f(z) 在 单位 圆 |x| < i 内 解析 ,并 满足 
RA 1) < 十 oo， (2.38) 


则 了 e 呈 * 且 
Mo(f,1) < ecR,AIf). (2.39) 
证 由 C2.33) 得 
Mg 证 Rp 2 二 a i Gg 
JRese) 一 A Pn 5) (Res)adg ,0 < R 一 1， 
(2.40) 
因此 
(Re ef oH Roe ds, C2.41) 


令 0 去 ,nm 一 0,1,2,--… 于 是 1 一 mm 一 0 一 In 一 


Lon 之 gf 之 o,; 因 此 
sup THRe®)) sup THCRe®)|Ap,C0), 


于 是 由 (2.40) 得 
lf(Re')| < eo 5 nm (1 — oC Rae ) do 


二 中 


cc D2 "pC0), 


= 
因而 有 
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十 本 
|f (Re®)! Se BY 22182697， 


| 
MFR) Se Dl 20 | ps0)d0, (2.42) 
nel re 


己 知 ( 例 如 ,参看 文献 58] 引 悍 3); 车 zw(s) 是 单位 圆 |z| < 1 上 
次 得 永 数 旦 满足 条 件 ， 


M(lw,p) Eo 0<Sps1， (2.43) 
令 0 达 7 之 1, 且 对 每 一 个 zr1z| 过 1, 令 
wr (a) = sup ] (7 


~ 
于 是 对 0 和 pp< 1 有 
fr wi( pe )d0 < ec 《2.44) 
现在 令 wkpc 二 ,717i( Ros npe*)1?， 由 于 
x 
> (ga, 一 .了 。 A ee > (qs 十 .0)) = 和 


因此 对 于 = 一 宁 oaii(o 十 o.-z)eo, 取 9 一 王后， 


9) < ao (2.45) 
因为 
Mi(w ,0) < Mr, Ro, +1) < Mf rut)s 
因此 由 (2.43) 及 C2.44),C2.45) 得 
| ”we)ae < eM sau). 
这 样 一 来 ,由 (2.42) 就 得 到 
MFR) Se DY 2 eM Tf ya) 


nl 
sc > | CMI ,do 


1 
一 < | (1 oIMe(I "jo)do = eR? CC， 
vy 
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引 理 5 得 证 。 
引 理 6 设 1 委 bp 到 -Hoor>0， 且 冰 数 jtx) 在 |z1| 之 1 
内 解析 ,并 满足 


1 
RoomPDe -of lf(pe®) ra0} dp 一 十 co， 
{2.45) 
而 feH? E 
Mf,1) ceR, (I 'f) C2.47) 
证 由 (2.41) 及 Minkowski 不 等 式 得 到 


M1,R)Se | (1 — oiM,(CIT’f, Ro’Ydo. 
昨 比 和 用 MHz 增加 性 就 立刻 得 到 (2.457)。 
引 理 7 设 1 和 过 十 co,p 这 0,6 之 0 且 Mp) 是 [0, 1] 上 
正信 可 油 函 数 , 则 
| (| 一 p)te"! 全 {(p— oo} hlo)do » dp 
< C1 onip)dp, (2.48) 


证 这 用 Minkowski 不 等 式 就 不 难 证 明 ( 或 参看 flett 文献 
[5813[ 理 5 或 文献 [5?])。 

引 理 8 (Flett31) 设 0<p 和 所 十 0 ,8 这 0,r>0, 且 限 数 f(x) 
在 |zi 过 1 内 多 析 , 则 存在 两 个 常数 c 及 c; > 0, 使 得 


oR,.l BD) A R,,sl 了 < 及 (下 )， (2.49) 
交 若 9 之 1,f 记 0,49 十 好 这 1, 对 任意 f& B5 有 
olpsfls, < "fl, < eps . (2.50) 
全 十 十 多 可 本 十 对 户 


证 首先 指出 不 等 式 (2.49》 左 边 不 等 式 可 以 从 右边 推出 来 ， 
因为 用 499'f 代替 了 利用 分 数 次 微 商 性 质 即 可 。 
令 a 一 7 一 上 8， 因此 了 之 a 《由 于 8 之 中， 因此 为 了 证 明 
(2.49), 兵 要 证 明 
Rp a1°f) eR f) (2.51) 
就 行 。 我 们 再 指出 ,这 只 要 对 于 两 种 情况 (ea)a 之 0 及 (Ba 一 一 1 
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证 明 即 可 。 事 实 上 , 若 a 一 一 7 之 0, 且 力 是 7 十 1 的 最 大 整数 ， 
部 0 之 i 过 m7 十 1, 因此 只 要 对 a,m 次 应 用 (5) 的 情况 , 然 
后 对 于 a 一 轨 一 1 用 一 次 情况 Ca) 即 可 ， 

现在 设 > 0,0 过 p< 达 十 20， 在 下 面 的 积分 中 用 p*”"' 人 代替 
Pp; 利用 村 《1,6) 的 上 升 性 ,得 到 


人 
RS Ce 站 一 | (一 oreraM48CPfo)dp 
一 【pc 十 of 《1 一 pgetD HMC, pret ) predp, 


< ha — pp oiMe( lf, pp)ptede。 {2.52) 
1 若 1 志 pp 过 十 0, 则 由 引 理 6 得 
Ml°f,p) Se fe — riM fpr)dr 


— co Co—o) Mf, 《253) 


由 此 利用 引 理 7, 令 psp™r™ yd a, Alo) Ss Mf,0), 
及 (2.52),(2.53) 就 立刻 得 到 (2.51)。 
25 若 0 二 yp 达 1, 则 由 引 理 5 得 


Mo) < of C1 — rMIF ordr 


= co Cp— a) Mh)dg, (2.54) 
由 此 利用 引 理 7, 令 一 ln=plr 一 a) 5 = pa,hto) = Mi(f， 
a) 及 (2.52),C2.54) 就 得 到 (2.51)， 
a>0p 一 十 co 时 情况 类 似 地 可 证 。 
当 ac 一 一 1 时 ,由 第 二 章 93 中 引 理 4 知 ， 若 p(s) € 8?， 
0<p 二 2; 则 


Mg’ yp) < 


Ls MCP) oct 《2.55) 
一 p 


由 此 , 利 月 分 数 次 微 高 的 性 质 
三 Ca) 一 (< .zj PC ~ ps) + zp' OD, 
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有 
M‘(I ip) < Mp'p) 十 M'(w,p), (2.56) 
其 中 + 一 minCp,1)。 四 此 ,由 (2.56) 及 (2.55) 得 


Mp0) Se 二 一 Mp,1). C2.57) 


由 此 令 ps 一 fpz),0 过 8 二 1， 由 《2.57) 得 


MA fm) 3 Se M,Crip), 


这 就 得 到 (2.51), 其 中 = 一 一 1。 

G 盖 一 1 一 oo 情况 类 似 地 可 证 ,这 只 要 参看 第 二 章 43 中 引 
理 5 可知, 

引 理 8 证 毕 ， 

引 | 理 9 设 4g 之 1,p 记 0,9 十 Bp 之 1, 则 

MyatapCr DS OC) ~ MyerspCT rl Df (EIt) (2.58) 

证 因为 DftCzx) 及 [D(z)]0 与 1(z) 的 前 个 系数 无 
关 ， 因 此 不 妨 认 为 1{0) 一 … 王 fi3(0) 一 0。 这 样 由 分 数 次 
微 商 的 性 质 7°*, 得 


We 1— op) Lf OCroes) rdgpdp ~ Pa er 
- I | DifCree’®) ?dbpdp, 


即 
Mopar sf ts)) ~ Mor » DIFCz)). (2.59) 
由 此 ,利用 引 理 8 及 (2 59)， 我 们 有 
MpgrapCr DEF ~ Myr ft) ~ Mo ,Df) 
~ Mp,eropkr 1 DID41) ~ M,.orsptr DID) 
~ Mopsrpplr ， [D5]'*’). 
引 理 10 设 g 之 1,p 之 0.4 十 Bp 之 1,， 和 有 
wp.gtapC 6 D1), ~ tp.al Bs f),, (2.60) 
证 ”因为 由 分 数 次 微 商 性 质 有 
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5 17 (7) peeeera 


= DF) ori) 


,a it 26 
DAR Te 
由 此 及 引 理 8 立刻 得 到 引 理 10. 
定理 3《 沈 - 邢 - 张 "8H) 设 函数 fls)€ 8?,， 0 之 p 所 二 +00， 
9 之 1， 则 
opal 1 r,f) 
1° MHz sf (4)) < cp i ; (2.62) 


2 若 1 志 pp 过 十 ,gq 之 1, 对 任何 自然 数 匀 ,1! 有 


Lo {op,g » 1) 
Mer, fi)) < Cp,94 | * Cw - rT dp。 


[OQ—r) +op] i 


(2.63) 
证 1°. 设 0< 达 PP 所 十 ;9 之 1， 
人 1 
UF Oggones — {| Iferee) teardo) ， 
2 A 
因此 由 定理 1 得 
ad all 一 rsf) 
Muar fl Seer. C2 64) 
A、 若 + 之 闻 , 则 由 (2.64) 得 
et 《2657) 


B， 若 一 六 , 则 由 单调 性 及 (265) 得 
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MiCr faD) < Mea (1, fa 


1 
ic [3 人 2) orl 已 ， 


li—r 


| 


对 于 一 般 的 g > 1, 作 算 子 D 了 ,根据 引 理 8, 它 是 从 8 到 B? 空 


闻 芋 的 有 界线 性 算 子 , 且 有 有 界 道 算 子 Fe 六 此 再 由 引 理 9 与 
10 得 


Mo solr ,FCs)) “wn Mopar sD pC8)) 


了 一 下 
oe a baa 


| We 了 
op.al 1 ] 
mv 5 
2" 利用 定理 2, 其 他 部 分 与 1* 中 的 证 明 是 类 似 的 ， 


定理 3 证 毕 . 
为 了 得 到 上 上面 定理 的 逆 定 理 ， 我 们 需要 下 列 有 关 二 个 函数 相 
莱 的 差分 的 引 理 。 


引 理 A135 
Ai{fCre aCre')} 
— DI (0) A aretha tere"). 


(2.66) 
这 个 引 理 的 证 明 是 直接 的 ， 
定理 4 ( 沈 - 邢 - 张 *")》 工 设 1 委 训 魏 十 co， 且 x 六 是 下 阶 
连续 模型 的 画 数 , 且 


| 2 人 di < -oo， (2.67) 


叉 没 f(z)€ Bl, HO)= f(D) 一 =" (0) 生 
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Mr 2, (2.68) 


Gor) 
划 
my (<2 ar, (2.69) 
2. 设 0 二 p < 1 且 yz(D) 为 一 阶 连 续 模型 函数 , 且 
上 0 a < 十 oo， (2.70) 
又 设 ftx)€E B83 及 
Moalr sf < =, (2.71) 
则 
eh pai » 2 4 a (2.72) 
证 1° 首先 设 i1 志 ?所 十 oo 及 g 一 2, 不 妨 没 0 到 天 二 
1 
和 则 


A?{fFCpei2)}) 一 AsffCoe) 一 大 Cp 一 ce)} 
十 AKCe 一 加 ec2) 


-Ai {5 二 Aero 一 人] 


X=1 


十 > ime 人 (hk— tr)" lf Cp 
1 J 


es 
一 5Hr)esjdr | + AIfiLCp — h)e®]} 


一 了 十 7 十 了 7 《2.73) 


Ce 
寺 1 Tedeedo} 


一 EE 和 本 | 之 (一 Di 人 * ) KG 二 1) 


号 | (# 二 tm31 本 fm[Ka 一 万 十 rerorm]dr dpdn) 


wi 


"4393+ 


dS 一 工 前 一 
ng re Co ) 


1 
a 全 | lf [Cp— ht r)e ti] | prdgpdp 1] er 


1 人 
TD a Chr) Mol bt r,s) )dr 
< emf en) 

(2.74) 

由 引 理 11 得 


/一 避让 人 总 (7 ) a eittorca DA} A VE Cp — ho]} 


t=t gi t=b 


A (2.75) 


jw Not 了 到 0 hol 
+ 二 > 


|As{e'tit ce7)1} :ee JAs{e't?} | 


; !) ERCE+ TE) 
-| 了“ 
3 


1 
一 2 一 De 


可 
mm [G47 ' A | eitetrtatap0dB di 一 天 
ge 汪 和 


L (2.76) 
因此 ,关键 是 要 估计 fCp 一 和 ee], 和 十 ?了 宕 #7TtAf[(Cp 一 
ei} 十 1 之 nn 及 AI{f[(Cp 一 4)e®]}, 
由 于 0) 一 0) 一 … 一 ff? X(0) ~ 0, 因此 
forCp es h)e'sl rr | [pmlce eor- 罗 potle'™ ta 


一 贞 


"《p 一 B+ “pp: .pi dp,- ‘dpe 
办 而 
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{0 上 上 [ke 一 RY 
由 上 | 和 fCp—b)e pr pr i J dodpn i jodp} 


< fete serlledopdp} do -dps 
Fa 
i 3} pC 
去 2 全 | lf pe') rapdp) < cp 8) {2.77) 
此 外 ,用 引 理 11 得 
Ar{f[Cp— 4)e*]} 
= A7{ilCp — Aereth] — fl(p ~ he™l} 
Ari FICo ~ Aes lp 一 bereredgr) 
四 一 上 
-| (7) A eA 
1=0 
{Cp— 7 dd ad 
因此 由 (2.76) 得 


1 


{f 玉 1Ay{flCe 一 he2]}1zdeode 
| 


A |- Cs 1) aitftCp 


— eol} Mn- dgpdo} | 
3 7 J AP[Ce 


和 | | dpdp| ad， 
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(7 
Fe 3 
一 上 Jeia]lipdgpdp 人 (2.78) 
于 是 不 断 闻 用 (2.78) 及 (2.77) 得 
$ 


{fastece — syee1) Ira0oae } 


> Ss J AS 产 [(e 一 #)e’] ey 


< 由 IF [Ce 一 人 eq] PY 
+ ("7 ) ff IAif tl 
— ADe*]lradpdp } 
< | IF[Ce 一 co] usodr 


2 
+ [1 flr — heelraondp | } 
二 
< cp(h)， (2.79) 
类 似 地 可 得 
htti™ 


下 Artif [Cp — be] ?dOpdp | Eps 区 名 
1 


(2.80) 
。 由 此 从 C2.74) 一 (2.80), 得 到 


» 496 9 


[BC (7 ) Keew) 
< 


Br < 


! 
(于 < 人 < + Wi hsg sc en 十 7 secim<e 


» 
安 cpex(8) 十 con。 [| "2 dt + cp.nyCh) 


< e227 HD go, (2 a 
< 4 en), ; 


各 
< cp | dias, 


¢ 


因此 ,应 用 引 理 2 得 
wl6,f), SE Cp.a [2a (2.81) 


2” 再 设 1 二 p< 二 十 90, 9g 之 1。 由 分 数 次 微 商 的 性 质 , 利 
用 引 理 8 与 9 得 ,在 条 件 (2.68) 下 ,由 
Mpls, Fa pr Mpar ,D7 1 ) 


A 171)") 
得 
Mr ,D7 DE es 
因此 ,由 (2.71) 得 


wpa8, CD Ff)), < co | “0a, 


又 由 引 理 10， 


.A 3 rg 
因此 最 后 得 


opeld sf), < Cp4'n | a, 


3° 当 ? 了 二 oo 时 ,证 明 与 1° 及 2° 是 类 似 的 。 
4° 当 0 二 P< 二 1 时 , 先 考 虚 9 一 2 时 的 情况 。 
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我 们 采用 文献 [26] 的 证 明 方 法 
首先 证 明 在 定理 的 条 件 下 ,对 0<p<1,， 0 二 py 二 1,0 之 


1 
二 到 一 有 
有 


人 人 He 一 Dea 一 Koselredode 和 2 
(2.82) 
事实 上 , 取 点 列 一 (1 一 (二 )】)ak 一 0,11， 


则 
ffCp — el — flpe®) le < 2 1fUCp + hn)e™) 
有 天 
— fl(Cp+h)e®]l? 
p 


< EI tftce + eriad] 


Pd 
< Dh 有 sup lf'tCe 十 fci] I?, 
Fp 证 


利用 极 大 函数 的 性 质 ( 见 Duren 文献 [36] 定理 1.9)， 对 于 
图 |z| 一 ! 内 钱 析 瑚 数 f(z)， 
[sup oped leae < ef UCRe) ed0, p>0, RL 


~—~a0<PeR 


(2.83) 
因此 ,由 上 式 得 


| BC 一 De 一 focala8 


< > (het < 办 77 人 | 站 [Ke 十 biti)e'] lid 


只“ 是 


一 : > (Chit 一 如 YL 一 和 
*=0 
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[irre + he lrag 
<2 PG. ft + ers 


-下 一 De+Deoldem 
J 
因此 ,用 Fubini 定理 得 
一 此 『m 
全 六 HG 一 ee 一 Keceirododa 


十 


EE 六 一 下 寺 上 - 
和 jc = Daf | fCme®) elm 一 Duo 


Oi a 下 1P[Ce 十 9eajlepdodg 


入 
和 


中 oma eS If (pe'®)|?pdpdd 


Se (bj <2| "v2 dr, 
上 3 


现在 青 证 明 , 对 0<h 过 过， 
| as | 六 [Kpe®™”+™) — flpe'’)|rpdpdld 
去 | 2 de, (2.84) 


0 上 


事实 上 ,首先 由 第 二 章 $3 的 引 理 5 知 ， 


| 已 ie 
sup| re 4 未 supli(Re™)|, Or<RA<1. 


因此 ， 对 任意 p:0 之 p< 之 1 一 和 有 取 pp 一 p 十 二 > 及 数 # 


Re 


我 们 有 


de A rei 
S| |: < slKoc) 
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k=1 PL 
内 此 有 下 列表 示 式 
KB+AN 站、 < te 
fpestm) 一 fC pe ) or ire®). tr? 
0 二 . 《2.85 7) 
此 外 ,再 天 用 第 二 章 $3 中 引 理 4 
| 
"| Rr } 
< 对 全) 人 (Res)ead } ,0 <r<R<L, 


其 中 4， 是 常数 ,由 《2.85) 及 Minkowski 不 等 式 , 在 假设 了 


砍 _ 
一 后 ,下 
A 和 4 下 , 有 


| fCpererm) 一 Koceleae 


不 


3 Gd 3 A 


< ) rt-Dn (a) 
和 


"a 


-Dp 
p 


°) “26 


多 Ras 
< o£) freee)1os0, 
因而 有 
人 和 oem) - Kpe's) epapal 
< (习作 人 iocof(e -全 ma 


» 300%» 


SS ci 二 I Ca) ls Bf (lr) 


天 
本 
<el ty) 人 


“4 ?了 


这 就 证 妥 了 (2.84)。 
不 妨 设 {0) 一 0, 风 由 f(D 一 | 了 59d5 ,对 任意 1,0 < r< 
1, 可 得 
Kore)le < (| fp) do 了 
取 点 列 re 一 (1 一 (全 ) )r， 万 一 0,1 ,2 ,用 象 在 得 到 (2.82) 
时 的 方法 ,可 以 得 到 
[Mires)lrae < Cr ~— 0) Nf Cpe™) edode. 
注意 到 7 一 二 ,并 令 + 一 全 就 可 得 
[tr < ro — 0 fre dragar 
一 此 » 一 = 
< | (1 ~ £7 [ If Cre ) ?ddr, 
下 一 
六 此 ,再 用 Fubini 定理 得 
上 |i(re’**)|rnadrdo 
<) {i — dr | | If lrse's)irrdrdo 
3 ~—x/0 
i a 1 
<| (一 Do | | IF Cpe'?) rpdodg. 
和 一 四 dj 了 
< Of DN spor cst 


* S01* 


< (1— Dm" di 
二 


< 4 2 d+%， 
汪汪 i 
因而 1(w) € BP, 
现在 设 0<5 < i 0 一 天 < 天 5( 因 为 一 5 之 和 之 0 的 情况 是 
类 似 的 ), 对 于 0<p 二 1, 有 
上 |fCpero+s)) — fpe®) | epdpdy 
< | [fCpe "s+h)) 一 1[Cp 一 在 》e Ke 二 SI) ] ippdpdg 
二 | | Be 一 Peerp1 一 拒 Ce 一 人 ce 人 
和 | | (tCp 一 人 cz] — fpe') 1? 


.podpd — 1+ ht i (2.86) 
由 引 理 2, 以 及 利用 (2.827) 


1 < | Mo — ke] — fpe's) lrpdody 


: 扩 {flCp 十 je > fCpre ®t) lr p, + kh)dpd0 
一 
”全 He + bye] — Koe®) rordprdl 
"0 de, (2.87) 


类 似 地 也 有 
Js6 全 至 汪 ds, (2.88) 


外 引 悍 2 以 及 利用 (2.84), 像 上 面 一 样 有 


上 区 4 f IfCp 一 上 ee] — flCp— h)e'st® |tpdpd0 
一 下 4 
» S02* 


<e| 妆 吕 C2.89) 
比 绞 (2.86) 一 (2.89) 就 有 


| | If pe™®tt) — fCpe®)lrpdpdd Se 人 交付 dats 


即 
# pele) } 
wpal5,1) Se, 什 二 zz (2.90) 

5% 当 0<p 过 1,9 之 1 时 , 则 像 在 2° 中 一 样 用 分 数 次 微 高 
性 质 就 可 以 得 到 (2.72). 

定理 4 金 部 证 毕 . 

注 ”着 在 定理 4 中 不 假设 0) 一 了 (0) 一 一 加 (0 一 0 
成 立 , 这 样 与 原来 的 函数 只 差 一 个 (” 一 1) 次 多 项 式 ， 因 此 对 这 样 
的 函数 f(z) ,有 


copgfa， 门 。 安 Sy 2 dr cicp,e,nd” 多 


其 中 cf 是 只 与 f 的 前 # 项 Taylor 系数 相关 的 数 ， 
推论 1 对 p>0,g 之 1]， 


Molr sf ) A 
的 充 要 条 件 是 


<a <1 


KB 人 < Mep,snd”, 
2° 对 es Se 则 


MArt?) < 委 人 


的 充 要 条 件 运 
pl; Mess (fC0) — 0). 
这 利用 定 淮 3 与 定理 4 就 不 难 证 明了 。 
最 后 比较 一 下 两 个 范 数 M,.oCr7sf) 与 |flpoon ， 
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对 1<9< 委 2， 
1 


Ma — rH ode lfKroer) raorodro) 


1 


> 4 rip)e lf rpc) ederpdro} 


-2 
= fp ?HIC%) B§ (ls <r) 和 
类 似 地 ,对 4? 之 2， 


Mopar yt) 安 le Bl er)® 


§ 3. Bs 空间 中 多 项 式 的 最 佳 通 近 


在 这 一 节 中 , 我 们 介绍 Bergman 空间 B83 中 多 项 式 逼 近 的 阶 
的 估计 也 及 其 道 定理 ,我 们 应 用 上 一 节 中 的 记号 。 此 外 , 令 
polf) 一 in Is)》 一 QCx) lp.gs (3.1) 


其 中 jx) € 8B8， 0 之 p 过 十 20，9 之 1， 而 下 确 界 是 对 所 有 * 次 
多 项 式 80,.Cx) 而 取 的 。 

定理 1( 沈 - 邢 中 YY， 开 - 苏 YY1) 设 涵 数 f(s)€ B40<<p 二 
十 co，9 之 1, 则 对 于 任意 自然 数 ,存在 常数 ,使 得 


of < eone (Lf). (3.2) 


证 1 ， 设 1 委 p < 十 cc。 
于 是 象 在 第 二 章 $3 中 证 明定 理 1 时 一 样 构造 Jackson 算 子 
《这 里 可 以 取得 更 简单 一 些 !) 


Pasl®) 一 HL) KrerKsC9 一 9)48，= 一 re 


其 中 


< 504 。 


# 
bi 


sin 五 天 


Klt) 一 
sin 1. F 
2 


B, 一 『 K,CDde 一 2 十 1) 


《参看 Haroacoa 著作 *”'), 就 用 Ps(z) 来 遂 近 帮 *)， 象 在 那 昌 
一 样 ,容易 得 到 估计 式 (3.2), 
2. 设 0<p 过 1, 象 在 第 二 章 8$3 中 证 明定 理 2 时 一 样 ( 这 里 可 
拟 取 那 里 公式 43.41) 中 研一 0), 取 
二 CA int 
5 2 二 (1 —¢)te 


a | (se Ye) di, p<1, 
flea 1 


2ri 一 此 
(3,3) 
其 中 
全 一 Fi， 放 一 0，1，2， 
在 (3.3) 中 取 f(s) = 1, 则 
ce 
由 此 可 得 
je 一 oz 六 一 人 | eo) 一 Ke] 
rf [ee 
: ( 外 dt, (3.4] 
显然 有 


1 一 #"+t 


1 一 此 


FOAL 一 人 sx) ) eHr, (0<p<1), 


|z| = 1。 


» S05e= 


于 是 由 第 二 章 $3 中 引 理 2 知 ， 
HD) — oes Dh [| (人 pe |f(x) — Kzpe')| 


ot+} FE 
dp ) 


Se A IE 0 ND — fzer) 


1 一 p*te' nt+Dp 


1 一 pe'? 


tat+Dy 


int+o) 
上 二 


1 一 er 


一 cd4po)K1 一 oz fa 一 Kxcie)le 


| 3 十 1 tat Dp 
si 一 一下 
= 49， 
SETD -一 
2 
从 而 有 
HC) 一 oes Ns S er Aip Ye 和 (1 一 rl) 
1 1 
-| 人 pe — Ks) 
看 十 1 《cz 十 电站 
2 E 三 dxd 
Wr ” 
型 筷 -一 
2 
可 nz 十 1 tatlr 
Ec Ap')? — | a 
sin -一 


-el 
| (1 一 is 和 让 人 ss)》 — (ze'?))?axdy 


es 506 + 


# 二 1 (十 切中 


sin 9 
SoA 1 ore 有 | 一 一 一 | do (35) 
SN 
[ 


现在 对 确定 的 p,，0 <p 二 1, 取 a= pb 1, 并 利用 不 等 式 


| sinn9) < 委 plsin8i，z 一 0 1 2 


sjin? > 2 41, 0 
所 


从 
DE 


可 得 
nn 十 1 Catl}p 


e Sin SR vp 
2 
ome) ——— |) wm 
si 了 


sre nin 中 
< (一 三 -- 站 区 < 十 1) 十 ! | 


< (3 | | pl (n+ +1)Cn + 1)d0 
i (r+)+il(5) dn} 
< > ee i 由 (3.6) 


再 取 po 一 1 一 二 1 ?由 (3. 5) 及 (3.6) 得 ， 


iCz) 一 oe(z 人 = co A 


2 1 
i 元 | [2C5a + 1)] ?3x(tn + 1) 


“wh (Fo 省 


» S07 * 


< 
en +1) A ro. a (3.7) 
由 
Tn) 一 lim (n+ vy (a 二 + 避 
知 ,存在 自然 数 ,只 村 之 m0, 就 有 
(nt! > 工 Cat)| <2re). 
因此 ,只 要 
Ci 一 Max farce + Iya! 1 Ca + &) 上 ， 
订 呈 1] 2 -973 | 
则 对 一 切 自然 数 x， 有 
Gt etd) < 
从 而 有 
[Lel- < (3.8) 


(no 1) 
这 样 一 来 ,由 《3.7) 与 (3.8) 可 得 
fiz) 一 az SE cen 1 和 Con 


1 只 


所 cpln 十 1)"n 十 Da 了 1) 


定理 1 证 毕 , | 
为 了 对 于 具有 高 阶 叶 数 的 函数 得 到 更 精确 的 估计 式 ， 我 们 需 
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要 下 询 引 理 ， 

引 理 1 没 函 数 Ks) 在 1z! 过 | 内 解析 .月 f(x)€ B83， 
0<p<i+o0, 9>1, RN f(z) e Bs, 

证 对 于 zz 一 r+e* 0 < 近 > 扫 1 我 们 有 


Ho — KO = | 2 Kreoar| ~ |f err Yr 


< {feadr < rsup Je， 
于 是 由 极 大 国 数 定理 (例如 ， 可 参看 Duren 文献 [36] 中 定理 1.9) 
可 得 
iz) 一 0)N?., SE | rl 一 六 ?9 dr 下 rsup .|f (re™) Id 
< er) rG — rar|™ fCre) lag 
em 让 天 《27)||8 
因此 由 
| S cpClf C2)l ,eo + ICO ,0) 
就 立刻 得 到 3 引 理 2。 
定理 2(《 沈 - 邢 ) (参见 文献 [i179],[209]) 对 任意 阻 数 f(z)， 
f(s) € B10 之 p< 十 00,9 之 |【 及 任意 自然 数 wm 之 2, 有 


we Co 上 [4 
PHAD < op (4,f e 


其 中 是 自然 数 ， 
证 用 数学 归纳 法 来 让 明 ， 当 起 一 0 时 ， 即 定 球 1， 现 在 设 
《一切 时 , 定 翰 人 2 成 立 (说 是 一 个 自然 数 ) 枝 证明 不 一 如 十 1 时 , 定 
理 2 也 成 立 。 此 时 ,定理 的 条 件 为 站 (ee B81,L<p<+%， 
> 1, 要 还 明 , 对 任意 自然 数 # 之 2, 有 


Pralf) < ， re to0p,4 (2+, J | (3.9) 


由 条 仁 知 ，(F Cx)" B84,0 之 过 十 2034 之 1, 按 归纳 假设 ,我 
们 有 


。509 ， 


PN) Ss FT 1) > 
< pj 全 oo (二 ,Pet 


这 说 明 存 在 * 一 1 次 多 项 式 2。-,(s7， 使 得 


上 /CD — Qo los ops (BF) C3.10) 
今 
ee da oo， (3.11) 
于 是 
ce 1 、， 
PCD one ( 方 ,Ai ) 人 Ma) < +o0, 
由 引 理 1 知 ，P(s)eB;i 0<p< 十 co> 1 由 此 应 用 52 中 
定理 4《 取 那里 的 vt) 二 Mte)5 ,可 以 得 到 
wp ql ts FF ) < cpad(n)ry 
于 是 由 定理 1 得 


pHaeoF)SE cons 一 上 一 ， P) < cy Mn) 


£ 1 
一 5 cop,g (5 ft) (3.12) 


由 于 | 0。 a(#) 尼 是 一 个 确定 的 = 次 多 项 式 ,显然 有 


pif) pre FY. (3.13) 
比较 (3.12) 与 (3.13) 就 得 到 了 (3.9). 
定理 2 证 毕 ， 
现在 我 们 要 了 研究 逆 定 理 , 为 此 需要 几 个 引 理 ， 
引 理 2 设 了 (8) 是 # 次 三 角 多 项 式 , 则 对 任意 p,0 < p< 
十 00， 有 


* SiO * 


上 1T(0) rdg < em) |T .C0) 1ra9. (3.14) 


证 1 所 < 一 oo 时 的 情况 可 参看 Hixonpckni9 或 TH 
Mancas2og 的 著作 ,也 可 参看 Doranoat 的 节 。 现 在 证 0<p < 一 1 
时 的 情况 。 

考虑 冰 数 cosn(i 十 1)z 的 全 部 零点 ， 

和 人 1 0 km 2, 2n + 1), 
(3.15) 
其 书 ! 是 某 个 非 负 整数 ， 容 易 证 明 。 
sinn(!{ 二 + 1)(r— +r) Xx 
ran) 一 0 * cos— 3 
sin 2 
是 nli 十 1) 次 三 角 多 项 式 , 且 满足 
0,， 1 区 此 ， 
tel) De 十 人 i 一 名. 
因此 ,对 任意 一 个 4 次 三 角 多 项 式 T(x), 令 


30+btx) 一 了 一 一 一 一 一 一 | ， (3.16) 
《7 十 1)sin > 


它 是 一 个 发 ! 十 1) 次 多 项 式 。 这 样 一 来 ， 
Drtl+1) 


>, ri A) Satria) 


i 
Uritx) 2nCt + 1) 人 


本 加 cosn(! ee 1) "eS 时 
acAHD(CY) 二 T) 1) 之 《一 1 六 
七 一 人 
“cig Sr x) (3.17) 
是 nCi 十 1) 次 多 项 式 , 且 在 不 二 1,2,…*,2n(! 十 1) 处 取 值 
为 零 。 容 易 看 出 ，riolzx 十 x4) 是 伪 三 角 多 硕 式 ， 因 此 ，ris(x) 不 


= 中 


包 有 和 家“ sin si 十 1)Cz 一 x4) 这 样 的 项 ， 即 不 包 有 项 cosn(i 十 
1)x。 这 样 一 来 , 由 (3.17) 得 
Sr0Cx) anG+DCcos 们 1 十 1L)x 


3 本 人 二 1) 
1 十 13、 x 
十 cosn(! + 1)x 一 1)tcr 3 x 
2nCf + 1) 之 《 Dtetg 7 srr) 


(3.18) 

其 中 nttiy 是 Sstrn Cs) 中 cosn(i 十 1)x 旁 的 项 数 、 这 是 
Riesz 播 值 公式 (参看 THwas 的 文献 [192] ,191 页 》， 
对 (3.18) 两 边 求 徽 商 ， 令 + 一 0, 由 (3.16) 得 到 


1 也 讼 ( 角 直上) 《一 1 t+ 
S$, 0) = T.(0) = 一 一 一 一 一 | 
uriK0) C0) 4ni+1) :m1 . 1 
EE Pit 
2 
人 机 
sin( 十 1 本 
Pe TCxi), (C319) 


Ts 
《7 十 1)sin 方 ， 


因为 等 式 (3.19) 对 任意 的 #* 次 三 角 多 项 式 Tu 十 x) 也 成 立 , 其 
由 # 是 变量 , * 是 任意 固定 的 数 。 由 此 从 (3.19) 可 以 得 到 


i si | 或 十 】 
ys PE a Pe 


tai + 1) i 加 
sin 可 

xz 
sin (#1 十 1) 方 
dy FR Ee Ti 


Xt 
(# 十 1)sin 7 


因而 有 
2 二 1L) 
1 (x) 1? < en? > 


kel 和 XL N21+ig 
#3in 本 
2 


ITCx 十 xD 


部 


812e 


£=1 有 
好 sin 末 
2 


站 2e0+ 1 Hi+lyp 时 
[T(z) radr < cn? >) | | IT Cr) 1?dz, 


容易 取 1, 使 满足 2《! 十 1)p > 1， 因 此 


2 (t+ 1 th 
3 en 
Pg] a 
ns1n 了 


由 此 就 立刻 得 到 (3.14), 引 理 2 证 毕 。 
引 理 3 对 任意 的 # 次 代数 多 项 式 p(s),， 4 之 1, 0<p< 
十 co， 


ps) fs, sc i Pp, Ce) ye C3.20) 
0 


其 中 mm 由 $2 中 引 理 1 内 公式 (2.5) 确 定 ， 
证 由 
P(re®) = ire's plre), 


利用 引 理 2 得 到 
人 rpire®)ra0 & eont|” LPCrer) lrae, 
两 边 同时 条 以 rC1 一 mr :1 并 对 "从 到 1 积分 ,可 得 
rps Cle < | rr — rr PCres) le 


Betroc lrl < 
! 2 

Som) ri rar [IPCre®) rd 
rp o 

con P, Cz)?,4, 


由 此 从 $2 中 引 理 1 得 
{Ps Cs ss 2 PCa) i 


Bhroclel ey 


bd p . 
< oo PCs) (oct ey 安 cy 二 (PC lyr, 


两 边 升 ? 次 方 可 得 (3.20), 引 理 3 证 毕 ， . 
定理 3 ( 邢 - 苏 ) 设 多 项 式 级 数 序 列 5,(x) 在 下 列 意 义 


» F133" 


下 小 化 到 单位 加 内 某 个 函数 g(z)， 


Jim 四 ! | | (1— 7 |S.(2) 一 gz)1prdrde 一 0， 
(3.21) 
其 中 9 之 1,0 过 pp 过 十 oo, 则 es) 在 |1s| < 1 内 儿 乎 处 处 等 于 
某 个 8*(z)。 
19? g*(r) €B}; 《3,22) 
2° 在 |1zl < 1 内 闭 一 至 地 有 
lim 5,(z) 一 8 (2)。 、3.23) 


证 1 设 1<p 过 十 品 ， 考虑 任意 一 个 闭 贺 jz| 和 ep 天 :. 
取 p 与 1 满足 po 近 m 委 rr< 1 出 (3.21) 知 , 任 给 6 > 0, 存在 自 
然 数 NN, 当 n,m 之 NN 时 有 


二 | (1 一 Pr- Cn 一 S (sjrrdrd6 < 8. 
.4 全 


〖 


(3.24) 

此 外 ,由 Cauchy 公式 ,对 |z| 所 p, 我 们 有 
[0) — SD < Fer yh Se) — sabre®) ta0, 
fr > pis {3.25) 


由 此 得 
|S — So)| Se | 18 Creey — SCrer) ?ag, 
因而 有 
| [S.C2) 一 So(s)1(1 Oo ri irdr 
< ‘| : 1S re — Sore?) el ~ rrdrdo, 


由 (3.24) 知 , 序列 {S。(s)]} 在 |z| 所 > 中 是 Cauchy 序列 ,因此 在 
lz| 去 ” 上 一 致 地 有 极限 ,极限 函数 记 作 g*(e)。 
im S.Cs) 一 如 ()， 


.314" 


由 Wejerstrass 定理 知 ，4*(z) 在 1x, 达 1 内 解析 , 
由 此 对 任意 的 w < 1， 
Em 人 13.e — eC eC ~ elidrdy ~ 0, 
(3.26) 
比较 (3.21) 与 《3.26) 得 ， 
(le — #701 ll) idrey ~ 0. 
由 此 立刻 看 出 ,在 [|z! 二 ! 内 几乎 处 处 地 有 g(s) 一 9*(x). 
最 后 从 (3.26) 知 ，g*(x) € B87 
2. 设 0<p 过 1， 我们 也 考虑 贺 |x| 志 p 过 1, 上 且 有 地 pi 与 p; 满 
足 p< 二 ppi<l1. 
从 (3.25) 出 发 ,利用 第 三 章 $3 中 引 理 2, 我 们 有 


Ss) 一 号 LE = ye 
1 SnD < Ty er Cp 0) 
人 liCres) lrde} ， 7 之 pys 
即 
[SD — SD Ee) Nflrer) ld,r > n> n>. 

下 面 的 讨论 与 上 面 完全 一 样 , 因 此 可 以 认为 定理 3 证 毕 。 

定理 4《 沈 - 邢 ?9) 设 函 数 0Cw》 在 正 实 轴 上 单调 上 升 ， 
且 对 于 一 切 自然 数 ,都 存在 2" 次 多 项 式 Pw(z), 使 得 满足 不 等 
式 ; 


6 1 
Fa 一 Por Ca) s,s < 过 2 全 )， 


0<p< 玫 十 oo 和 g>> 1， (3.27) 
其 中 圈 是 一 个 非 负 整 数 , 是 一 个 与 元 关 的 常数 , 则 
1 若 1<p < 十 oo 且 
| 2 a < 十 oo， (3.28) 


» S13= 


或 
2? 若 0< 训 一 1 上 且 


[经 QJ, < +00, {3.29) 


出 有 fCx),，… ,f(z)€ Bs, 上 且 对 1 志 P < 之 co 有 
(opisf'") < [2 da 十 | 2 zn, (3.30) 


而 对 0 二? 二 1 有 
orsisf") Se || EL dn + | EL al. (3.31) 
证 这 里 只 证 明 情况 2°, 因 为 情况 1° 的 证 明 是 关 似 的 ， 
考虑 多 项 式 级 数 1 0.(z), 其 中 


Qolz) 一 Pi(z)， 
Q(z) 2 Par(z) 也 :* 一 区 gz ?下 一 1 527 “*» 
显然 ，Cu(s) 是 次 数 不 超过 2 次 的 多 项 式 。 


我 们 将 证 明 , 级 数 3 O83Cz) (> 一 0,1,….,m) 的 部 分 和 是 


Bi 0O<b<19>> 1 中 的 Cauchy 序列 。 事实 上 ,由 3 引 i 理 3, 我 


们 有 
上 人 加 (Cs 用 一 PSCs) 一 PEte) ss 


Em (ec 六 IP Cz) Pie-'(%) | 过 
rs 
2" py 
< (ce ) [|fCz) 一 Pre) ly., 
十 fC 一 Pa 


< 攻 v 的 + oa 二 


< cy (向 k (3.32) 
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出 (2.29) 推 出 
六 gr( 二 :)< +o0, 


因此 ,对 企 意 。 > 0， 存 在 由 然 如 ， 使 得 对 所 有 自然 数 1,*，!> 
和 及 一 切 v=0,1,: “ ,ms 有 


区 ‘oD < lo | 
< 于 2 ( 志 )<= (3.33) 


本 
这 就 说 明 | 0%)} ,NN 一 12 一 01 am 都 是 Bf 


0<p<1，94>>1 中 的 Cauchy 序列 。 由 定理 3 知 ， 存 在 淆 数 
fy€ Br 一 101 了， 使 
Em | 全 oo- /Co — 
且 在 单位 贺 |zj < 1 为 闭 一 致 地 有 
tm QP) 一 fa) 0,1, 


由 定 到 3 中 2° 
Em 3 oo - 1， lz| < ty 


Nt+a= 3 


因此 得 到 
fx) ee FDCs)。 Vo 0 1 
为 了 要 得 到 关于 oo 的 估计 式 , 我 们 研究 


上 
六 mx _ fze)le,, = | 六 mm ze- ZCet) ,eo 


十 | > [QCze's)— OE)] 上 


pp 
十 | Pom 一 Fo| 
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其 中 处 为 任意 的 自然 数 ， 由 此 利用 (3.32) 得 到 
Nf 一 fore) < e 飞 or( 二 ) 


a pi 
? 
+|> [OX xet) 一 QCs) 证 (3.34) 
利用 极 大 函数 原理 , 引 理 3 RC 32) 可 得 
| 2 ose om, < Pies) ~ gm, 


< > a 外 中 rl 一 rdr 可 {QF + pei?)) ?a0 
nw PE 
4 
~ eolslr lm., < ry tlm 


see ee 
将 上 式 代 人 (3.34) 后 得 
wh.rlt, fm Ee 5 QPr (2 ) +er 


Le 
是 
Se 训 
| 十 之 2"?0p Cr 外 
现在 我 们 假设 0 之 :<< 广 ' 则 存在 自然 数 多 ,满足 


2 < 2 
则 有 
二 = > a 请 [ 2+) 
a? Ee du < | 04 
mt+! (2 S a 盐 | 把 


及 
> 2 (ts < Sf 3 du a 2 


Pt 


1 sml 3» 


18 。 


出 此 对 于 0 < : < 二 可 以 得 到 (3.30)。 


着 :之 地 ， 则 利用 


cr < 人 4 十 1)og io，1 为 任意 正 实数 ,就 可 以 把 
awke) 的 估计 式 从 +z < 二 推广 到 + 十， 
定理 4 证 毕 ， 


推论 ” 若 函 数 f(x) 在 单位 加 |x| < 1 内 解析 ， 且 对 于 任意 
自然 数 ,存在 关 次 多 项 式 Pi(s) 满足 


ia) 一 Pr) bg, < 


[3 
2 (mta) A l,2, 


p>0,9>1, 
其 中 严 为 非 负 整 数 ， 0<a 志 1, 则 有 fls) ,fs) € B83, 且 
0C1), 0<e< 一 1， 
Op, (1517") 一 1 Ps 
peg ol alo )»e 1, 


事实 上 ,这 只 要 利用 定理 4, 并 取 90() 一 ” 即 得 。 
$ 4 Bs(D) 空间 中 多 项 式 系 的 完备 性 问题 


我 们 引用 前 几 节 中 的 记号 及 概念 ,这 里 有 趣 的 是 ,对 于 您 样 的 
单 连通 区 域 , 对 和 任意 函数 f(x) € B84(D), 成 立 

inflf(#) 一 Ps 0,49> 1,0<7<+o0?7 (4.1) 

也 就 是 说 ,对 于 所 样 的 单 连通 区 域 D, 多 项 式 系 在 Bergman 空间 
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85) 中 是 完备 的 ,其 中 g > 1, 0 一 < 十 oo 

对 于 Carathéodory 区 域 , 早 在 1934 年 MaprylteaBHd 与 Far 
rel} 就 独立 地 证 明了 ,多 项 式 系 在 Bf(D》 中 是 完备 的 (参看 第 一 
章 $4 中 定理 3)。 当 4 支 2 时 ， 有 很 多 作者 对 此 作出 研究 ， 例 如 
可 参看 Berst9 的 工作 Knoppp4 对 9 产 2， 考虑 8 (D)。Shein- 
gonl5 对 | 之 9 过 十 ceo， 但 对 区 域 DD 柜上 一 些 条 件 ( 参 看 Earle 及 
Mardent 及 Kanopppa 的 工作 ), 也 考 惠 B84(D)。Metzger9, 对 


9 > 但 候 设 映射 函数 的 导数 Cw) 瑟 , 此 时 仍 只 考虑 BCD)， 


后 来 他 推广 到 9 > 1 外。 Metzger 在 文献 [99] 中 ,对 {lwl < 1) 
作 一 些 假设 下 , 仍 只 考虑 BWD),9 > 1、1977 年 Burbea 在 文献 
[121] 中 ， 对 一 类 Jordan 区 域 , 推广 到 一 般 的 B85C(D), 0 过 ?二 
十 oo . 同一 年 Barbea 才 对 一 般 的 Carathtodory 得 到 了 最 一 般 的 
结果 ca 
对 于 非 Carathtodory 区 域 , Burbea 也 有 研究 9， 
这 一 节 主 要 是 介绍 Burbea 在 这 方面 所 得 的 有 关 这 方面 的 结 
果 吕 2 
我 们 需要 几 个 引 理 ,它们 部 是 属于 Hardy-Littlewood 的 "9 
引 理 1 (Hardy-Littlewoodk2) 设 上 p> 04,a 之 0, 则 在 侦 设 
平均 值 函数 M,(1,r 儿 参看 352 中 公式 (2.36) 中 定义 ， 这 里 假设 涵 
数 f(x》 在 1:| < 工 内 解析 ?满足 
MeCfsr) Eel rr) C4.2) 
时 ,对 任意 9g 之 p， a 
Medf,r < Kem) , (4.3) 
证 1 设 p 关 1 令 f(z) 一 8(z)F (zx),B(x) 是 郴 数 f(x) 
在 ijs| 竺 RR 过 1 上 的 Blaschke 科 积 ,显然 
[FCret)l* < ) 1FCRe7 


。 Rr dprr < R, 
Ri'—2Rreostg — 0)+r 


由 此 得 
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Mf) < [| [F(Re®)!? 


wh 


d8 


Ri— py? 
Ri— 2Rrcos(p — +r dg| 


< 让 加 rar 


Ri— ri 
“ RC 一 iRrcos(p — 0+ ri dp 


及 十 多: 二 


a 一 拉 


这 只 要 取 员 一 十 一 一 一 即 可 ,这 就 是 (4.3) 


< LANCPR)] (ED) CM fs RII 


和 . 设 p<l, 
1。 设 f(x) 在 1s| < 1 内 无 零点 ， 令 9 一 用 ,> 
此 ,9 也 在 |z| < 1 内 解析 , 且 岂 定理 的 条 件 (4.2) 知 ， 
Mulgr) < eli) 
因此 ， 由 1 中 已 证 明 的 结果 知 
Midqsr) < Koil 一?) 下 让 + 三 ， 


这 等 价 于 (4.3) 
2” 车 f(x) 在 1z| < 1 中 可 以 有 零点 , 则 当 0<r < 1, p 一 


上 了 
0 十 rH ， 


二 
p* 因 


Moff ree pe, 0<r<p. (4.4) 
由 于 明 数 j(2) 在 lzxl <p<1 上 可 以 有 因 于 分 解 ，f{(#)= 
Btz)F(z)， 其 中 B8(z) 是 flw) 在 1z| <e 中 的 Blaschke 乘 
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各 ,因此 令 
f(z) = (Blz) — DFE(z), f(s) ~ F(z), 
则 有 
.~ fx) 一 六 (gs) 十 fn), 
且 fl%) 与 f(z) 在 1z1 天 p 中 没有 零点 。 此 外 ,由 C4.4) 得 
Molfisr) 20,, Melfsr) 2 rp, 
现在 将 结果 1° 应 用 到 函数 ji(z) 一 FCp5)，151 < 1， 可 以 
得 到 


Py 
了 re} 
MPhsr) 去 2Ke, {1 一 万 ) 


es 


-et 
Ke!l—r) . 


类 似 地 
MA EKA 
因此 ,由 
Mf,r) < KM (fsr) 二 天 MPs7)， 
就 立刻 得 到 


MA EK 
这 就 是 (43)。 引 理工 证 毕 ， 
注 1 当 了 一 十 oo, 引 理 1 仍 成 立 , 这 可 以 证 明 看 出 《或 参看 
Hardy-Litrlewood 文献 [65] 中 定理 27)、 
注 2 若 a=0, 则 上 述 (4.3) 中 天 可 以 用 0(1) 来 代替 。 证 
明 也 是 类 似 的 , 且 更 为 简单 (也 可 参看 文献 [65])。 
引 理 2(Hardy-Lircrlewoodtc》 设 
Oi<pami o> (4.5) 
且 函 数 f(z) 在 单位 图 [sf < 1 内 解析 ,并 满足 
MA(f,r) So, RV fs) EH', 《4.6] 
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则 
NC TC rd ke, Cy 


20 


特别 地 , 若 取 /一 pg， 则 由 (4.5) 一 (4.7) 可 知 ， 若 f(z) e HS， 
91, 7 这 0, 则 


从 《1 一 (ol) FC) raduav} < clflpes, (C4.8) 


证 【首先 将 i 之 :的 情况 化 为 特殊 情 克 /一 5. 事实 上 ,由 
引 理 i, 我 们 有 


Im 


Ml) Ke 一 站 人 入 
因此 
[8451 Per Ke ME ITO — 1). 
2. 设 范 数 flz) 在 1z| 过 1 的 无 零点 , 令 


= 也 > 2 fx) = 


因此 g(x) 也 在 1z' < 1 内 解析 ,下 


EMgsr Ol [MAY ee’, (4.9) 
且 
PMs Fro | MET — 7) ka. 

(4.10) 
g(x) 一 > Cg ”一 (7 十 1 全 -起 5 az， C4.11) 
Be Sa C4.12) 

则 由 分 数 次 微 商定 义 由 。。。 ” 
ge — CEE) Cz) (4.13) 


类 似 于 旨 中 引 理 8 的 证明 ， 这 里 也 可 以 证 明 ( 或 参看 文献 [64] 中 


"$23 = 


定理 4 及 文献 165] 中 定理 30)， 
Milg1r) A KM:(h,r), K 是 常数 。 
因此 ,利用 (4.10) 一 (4.13) 及 (4.9) 就 有 


(4.14) 


| CMiCer yr ar <K | Lach,r YC — iar 


<K Tb.l { Rw 


r(2n 十 1) 


一 天 EA ei 
之 2n + 2 一 2) 


3 | 0 


Tl2% 十 2 一 一 
大 


中 本 
< c > | cs: cMHI81L) sc 
如 三 


车 再 注意 到 《4.30), 就 得 到 了 (4.7), 其 中 全 =。 
引 理 2 证 毕 。 
1977 年 Burbea 在 文献 [22] 中 引信 量 : 
tp = sup{qgl seatD) 一 十 coj， 
其 中 
nelD) 一 scorey 


[ 


(4.15) 


| (1 一 wl) gw) drdy, (4.16) 


其 中 jp(a 是 Poincaré 测度 , 它 由 (0.3) 确 定 。 容 易 证 明 ， 它 不 
依赖 于 映射 函 数 q(x) 的 选取 ， 事 实 上 ，, 设 另 一 个 映射 阔 数 w 一 
pe), pz1) 2 0,.9 (zs) > 0, 也 将 区 域 吕 映射 到 |w| < 1, 则 由 


分 式 线 性 变换 性 质 ,我 们 有 


Ca) = ee plz) 一 pzD 
i 一 plz) plr) 
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其 中 日 可 以 p(x1) >0 来 确定 ,由 此 得 
iw 《1 — a DL A 
(1 一 OKC2179(2) 了 了 


9i(z) 一 “ 


这 样 一 来 ,就 有 
C1 p(s) ) le Ol 
[oi pz)p)! ly (Cs)| 
li— ip gp) 1 lr 
1 一 pl)ple) 
我 们 用 5p(s) 记 作 * & 号 到 请 的 边界 T 的 距离 。 
引 理 3 


村 芭 15 二 1，z Eh. (4.17) 


证 从 保 角 映射 理论 (用 Schwarz 引 理 》 容 易 看 出 , 当 区 域 
卫 变 大 时 ， 函 数 1p(s) 变 小 。 因为 对 任意 点 s1€D， 区 域 1z 一 
zi| 二 52) 位 于 区 域 忆 中 而 函数 《zx 一 z1)/60Cz1) 将 画 域 iz 一 
#1| < 6p(z1) 映 射 到 圆 |w| 过 1, 且 注 足 标准 化 条 件 ， 因 此 根据 上 
面 讲 的 单调 姓 及 1p(x) 在 保 角 映射 下 的 不 变性 有 

1 
SCa) >» PW) . 
NL 
[6 Cx.) 
因此 ,在 不 等 式 两 边 令 * 一 “1, 风 得 
1 > 2pfsDSCz ze DD, 
另 一 方面 ,已 知 浸 数 
Jw) 一 二 C0) 二 


将 |w| < 1 映射 到 区 域 了 ,应 用 Koeb 的 二 定理 (例如 参看 Te- 


Jy3a8 的 文献 [63] 第 56 贾 )。 对 区 域 DD 边界 二 点 2 一 zo 十 e196p(z0) 
有 | le"5p(zo)| 446 C0)!, 
a 

. 524. 


__Pp(z0) .. 工 
PT 


《这 里 因为 pC%) 一 0)， 引 理 3 证 毕 . 
引 理 4 (Rurbea22) 设 D 是 有 界 区 域 ( 以 后 我 们 总 是 这 样 假 
设 的 》, 则 


{Sp (4.18) 
证 设 
dw) 0)w TT 
则 区 域 忆 的 面积 4 为 ， 
4 |) ecoPat > «(0D, 
1<i 
由 此 得 到 


A 
[2p(2)]™ < oe + ED. 
这 样 一 来 , 当 了 之 2 时 ， 


ua (D) 一 1) 2s) drdy < (2) .A<+o0, 
D 


因此 ww 委 2 
. 另 一 方面 ,着 9 二 1, 则 令 


(由 Ca) 站 3 bp OW ”, 00 天 0,|w! <1 


知 
DS | are(edxdy 
一 | Co lwl yw) dudo 
ml <1 
> lab dp dp +o. 
因此 tp 这 1, 


引 理 5 (Burbea®?) 


ea 526。 


1? 设 刀 是 一 个 Jordan 区 域 , 旦 边界 为 可 求 长 的 , 则 z=1; 

25 存在 一 个 Jordan 区域, 其 中 一 2， 

证 1° 已 知 (参看 Duren 的 文献 [36] 第 44 页 )， 当 边界 了 为 
可 求 长 时 ， 几 (we)e 于 .由 此 从 (4.16), 应 用 引 还 2 中 的 公式 (4.8) 
知 ,对 任意 9 > 1,pr(D) < 十 oo, 因此 如 所 1， 再 从 引 理 4 就 得 


ip™— 1. 


2° 现在 设 Qs 一 2， 3,:** 是 边 长 为 Bn 和 的 小 


1 
la 
正方 形 ， 它 们 的 内 部 蕊 不 相交 ， 且 位 于 某 个 有 界 区 域内 。 显 然 有 
> "外 :一 十 co, 我 们 用 一 些 非 狭窄 的 小 条 将 这 些 正方 形 连 结 起 来 ， 


这 正方 形 及 这 些小 条 合 起 米 构 成 一 个 单 连通 区 域 D, 区 域 吕 的 过 
界 是 Jordan 曲线 ,区 域 马 的 面积 有 界 , 但 由 于 8。 的 边界 到 法 可 
知 ,区域 D 的 边界 不 是 可 求 长 曲线 . 
设 1<9<2。 由 引 理 + 得 ， 
neD)— | 2 的 (az)dxdy > 49? | 68 "(as) drdy 


已 


> 42 || 62-Cx7dzdy 


0 
> V3) 5 el fdrdy 
Wy ba 


ee 


1 
+” 
因此 ip 之 2?， 再 用 引 理 4 就 得 tj 一 2。 
引 理 5 证 毕 ， 
现在 我 们 叙述 这 一 节 中 第 一 个 主楼 定理 ， 
定理 1CBurbea2a)y 没 是 一 个 Carathtodory 区 域 , 则 多 项 
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式 系 在 空间 8 名 DD) 中 完备 (参看 (4.1)) 其 中 0 一 请 性 十 oo， 96 
I(ip): 
Te a pipCD) < 十 cp， 
(1p, 十 00), 若 和 MP) 一 十 co 
《显然 有 1(1) 一 (人 1, 十 co) 上 2) 一 [2 十 oo 且 1(10) 一 {91 
(D) 到 十 o}。 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 还 需要 几 个 引 理 。 
引 理 6 多 项 式 系 在 B81z! < 1) 上 完备 ,其 中 4 之 1,0< 
F< +%, 
在 $3 中 我 们 实际 上 已 给 出 用 多 项 式 交 近 函 数 1(9) € 五 红 |z| 到 
1) 的 逼近 阶 的 估计 ,因此 就 顺便 得 到 了 引 理 6。 这 个 结果 也 可 看 
作文 献 [95] 中 加 权臣 近 的 一 个 特殊 情况 , 
下 面 的 引 理 是 将 一 般 有 逼近 问题 转化 到 一 个 特殊 玉 数 的 遥 近 问 
题 《 人 参看 上 haronov-Shapiro-Shieldsci 或 Metzgerg 与 Shein- 
gonem)。 
引 理 7 设 DD 是 Carathéodory 区 域 ,ge 六 zt),0<p< 十 co， 
则 多 项 式 系 在 BD)》 中 是 完备 的 充 要 条 件 是 ; 级 数 19 Cz) ]*? 
可 以 在 空间 8 多 D)》 中 被 多 项 式 站 近 .。 
证 必要 性 。 当 9 之 1 时 ， 
Lips 一 {fly le (edzdy 
oD 
由 G 一 lolDrdnde 一- 


iaw ll 


{4.19) 


< 
因此 Two ec BICD), 
充分 性 。 首 先 容 易 看 出 ， 算 子 Tf 一 f[p(w)][g"《w)]*? 是 
空间 B;CD) 到 BCjael < 1 的 等 距 , 同 构 双 注 人 映射 。， 因 此 ， 
设 fe 85CD), 则 Tie B83C1w| 之 1)。 根据 引 理 6, 对 任意 的 s> 
0, 存 在 多 项 式 P,(ww), 住 
HPAw) — (TO < 。 3 (4.20) 


和 


其 中 c, 一 max(2?"'，1)。 按 充分 性 条 件 的 假设 ， 存 在 多 项 式 
Pi(z) ,使 
NPC) — (pC) Se/(BIPil)es, (4.21) 
其 中 
liPls 一 maz| P(Aw)|, 


因为 通 数 P,[b(w)]€ A《1w| 所 1)， 因 此 由 第 二 章 $3 定理 
1 知 , 存 在 多 项 式 Ps wv), 使 得 


1P 一 Po)lz< Se 
max | PGCw)] — PAw)| Bz DP Me 


(4.22) 
因此 ,由 (4.22) 得 
I CPL GO)) — PRwD)TY Cw ) "Nl;,, 
Selty Cw) ri = erp D), 
HP Cw) — PAw) LDC) < 人 . 
(423) 
利用 (4.20), 有 
上 一 PP 区 7222 Set TH Pilly 
十 jd 一 PPA)y,0] 
< 一 PP )? 一 工人 ep (4.24) 


但 反 C4.21) 及 C423) 得 
PAG YP Oo ly SE cp PLE YF — Pb CG) ?HY, 
tlP [gC )? — 1,0) 


6 全 一 
co (Hp + (CPLD 一 Dr ) 


7 3 7 
一 5 -十 站 — [Jehs, | 
TT Pe 


二 
41 Pillecp” 
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由 此 从 (4.34) 得 
Tf 一 PiPA py < 7 


因此 有 
入 一 Pfp]* Plopll?., — Tf 一 PP) ls < 3 


(4.25) 
由 于 函数 Pfip]Ps[w] < 4 五 ), 因 此 利用 第 一 章 的 Meprenak 
定理 ,存在 多 项 式 P(>) ,使 得 


max |Pi[9()1PLp()] 一 PD < > 


241CD) 


因此 
lp 一 PtriPlgll?, < 二 - (4.26) 


比较 (4.25) 及 (4.26) 就 最 后 得 到 
lf — Pl$.s < 8, 
引 理 7 证 半 。 
为 了 证 明定 理 1 在 9 实 2 的 情况 ,我 们 需要 下 面 的 引 理 ， 
引 理 8 1° 若 g 之 491， 则 对 所 有 的 p,0<<p<< 十 00,84《D)CC 
五 式 冯 ), 且 这 个 注 人 还 是 连续 的 , 即 存 在 常数 c《 它 可 以 依赖 于 p， 
qi 与 9), 使 得 对 任意 f€ B83(D)， 
lf se- (4.27) 
2 若 g 所 9 过 29. 一 1, 则 [gp' C(x) ?ee BI(D). 


4 
证 1° 是 显然 的 ， 这 只 要 利用 io < 
2” 显然 ， 
[599 中 J Cw)in lo Iw) dudv,9 — 90. 


[| 


(4.28) 
不 妨 认 为 0€E D, 且 gp(0) 一 0, 于 是 p(w) 是 1wi < 1 上 有 界 
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单 叶 函数 ，w(0) 一 0， 因此 , 根据 变形 定理 (参看 Torya 文献 
[63] 第 58 页 ), 存 在 常数 M > 0, 使 


1p Cw)| MCl— wl), lw! < 1 (4.29) 
由 此 ,从 (4.28) 及 (4.29) 得 到 
| [ep' Ce) ls,,, SS (1— Iw ln drdv < to0, 
lw ll 


这 里 因为 假设 了 9 二 249 一 1, 旭 2 一 i 一 2 之 一 1。 
引 理 8 得 证 。 
为 了 证 有 明定 理 1 在 1 < 过 2 时 的 情况 ,我 们 还 需 朗 二 个 引 


引 理 9 令 1 委 : < 委 2, 定 义 


二 22 一 2” 


Galt) 一 ala 十 4 = 01，2。 


录 十 4 
一 1 之 这 一 一 L a 
F.C#) ee + 十 二 (28 Dl,n O051s2, 
2F _()—1 
号 at 罗 -It 一 Po 
G1) = 2 6 | pi ,7 一 1,2， <5< 2. 
于 是 


1 Im olt) = cut Ft) = ,lim GGA) Ts 
Lcd Ld 友 LE 


2° 当 1Ei7NH, FO) n= 0,1,2,.…*; 
no 1,2,..°; 
ult 


30 当 1<&; 之 2 时 ,FF 过 


4? 妆 1<r< 2 时 ，PFo(c) 守 Gt,n 一 1,2,.-*', 且 当 且 仪 
当 上 一 1 时 等 式 成 立 . 
这 个 引 理 的 证 明 是 初等 的 ,我 们 留 给 读者 自己 证 湖 . 
引 理 10 设 DD 是 Carathéodory 区 域 , 且 认 为 
lip < 2 11p) = (1p,%), (C4.30) 
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又 设 > 盖 0,1< 了 < 十 co, 且 满 中 


(1 一 +):=1—2, 0 > 如. (4.31) 
1 车 
(1+9 一 全 )> 2 一 :十 ta 一 1)， 《4.32 7) 
则 ; 
BYCD)CBHD),9 > 5. (4.33) 
2? 若 还 有 
s [s+ 41 一 二 | < 3. (4.34) 


则 [oC] BECD). 
证 1° 在 :之 1 时 ， 令 了 i 用 Hilder 不 等 式 得 


到 ， 
| 上， 一 | ~ C0) fen) [rdxdy 


J 


<{)» ee ae 
{ih 


D 


由 (4.31) 知 ,上 面 第 一 个 积分 是 88 (CD)》 中 摸 的 ?次 方 , 而 当 


z( 二 一 人) < <2—i1p 
a 2/ 一 上 


时 , 即 C4.32) 满 足 时 ,上 面 第 二 个 积分 是 有 界 的 。 因 此 有 
[EA < cllfliys,0» 


1_4y_ ， 
Ae DA ‘dxdy} S 


《4.33) 证 毕 ， 
2? 不 妨 认 为 ,0€ D, 且 40) 一 0. 因为 :之 1, 因 此 由 (4.32》 
直接 推出 ， 
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:+9 一 二 )> 2 一 C4.35) 


我 们 有 
Cp Yl 一 | [ee [gdzdy 


一 由 C= ly 
[Ed 


(4.36) 
根据 (4.35)， 在 |《w)i 上 的 指数 是 负数 。 同 样 ， 由 于 gCw》 是 
lw| 二 1 上 有 界 单 叶 函 数 ，4(0) 一 0， 因 此 估计 式 《4.29) 成 立 ， 
这 样 一 来 ,由 《4.36) 及 (4.29) 得 ， 


Cp) 2 妇 < 人 《1 __ [wl tidydy. 
lon < 


由 于 (4.34), 最 后 一 个 积分 是 有 模 的 。 

引 理 10 证 毕 . 

注 条 件 (4.31) 一 (4.33) 及 (4.34) 都 不 依赖 于 p，0 < p 一 
十 so。 这 点 在 应 用 上 是 很 方便 的 . 

现在 我 们 已 有 条 件 来 证 明定 理 1 了 . 

1. 设 9g 守 2,0 < 之 p 达 十 (可 参看 Bers6 的 工作 ,这 里 给 出 
Burbea 的 证 朋 》。 


令 0, 一 2 十 二 ,一 0,1,……， 因 此 8, 一 2。 由 Mapkyme- 


8H9-Farrell 定理 (参看 第 一 章 $4 中 定理 3), 多 项 式 系 在 88(D) 一 
B85$(DD) 中 完备 , 0 < < 十 oo。 

根据 引 理 8 的 2°, 当 9, 志 4g 之 206 一 1 时 ,， [gp']*r€ BECD) 
由 从 apKyITegHq-Farreil 定理 知道 , [gp']** 可 在 B%(D) 中 被 多 
项 式 有 逼近 ,再 由 引 理 8 的 1° 知 ,[g'] 玉 可 以 在 B 久 DD) 中 被 多 项 式 
一 臻 通 近 .由 此 立 用 3| 理 7 知 、 多 项 式 系 在 8 了 D) 中 完备 。 特 
别 地 可 知 , 多 项 式 系 在 B85《D》 中 完备 。 

有 反复 用 上 面 方法 可 知 ,多 项 式 系 在 8B 六 DD》 中 完备 ,其 中 
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0 去 9 一 20。 一 1 一 0,12， 
这 就 证 明了 情况 1 
2. 设 1<9<2, 由 于 1, 不 妨 设 
1 安 切 < 扫 2。 
这 里 只 考虑 pi,(D) 一 十 co 情况 ， 因 为 着 (DD) 过 十 c2， 则 
证 明 的 方 革 是 关 似 的 ， 只 是 在 引 理 10 中 出 现 了 严格 的 不 等 式 符 
号 , 且 在 定理 1 多 证 明 过 程 中 ， 常 出 现 ” 裕 " 即 可 。 因 此 ， 可 以 认 
为 
10) 天 《ip 十 co) 9 > Il SID 和 2, 
证 明 的 起 想 是 让 4 与 :变化 ,但 满足 引 理 10 中 的 条 件 ， 此 对 就 可 
以 研究 空间 B&D》 中 的 多 项 式 通 近 , 而 在 此 根据 引 理 7 ,只 变 证 
明 [mw]* 是 属于 3 的 了 有) 然后 不 断 地 用 迭代 法 就 能 求证 。 
因为 1 委 如 所 2， 根据 35| 理 9 ,定义 
ae 一 cu(zp)vas 一 ae(tp)， 
下。 一 Frip)C — Gip), {4.37) 
对 应 于 引 理 10, 令 
OO= 2.0,. = Oip)> Fnn™ 1,2s*°, (4.38) 
及 
1 六 一 RE : 
on 0,1,-……。 {4.39) 


注意 到 em 一 wel1p) 二 1， 因 此 在 (4.39) 站 ，s% 之 1 可 以 任意 取 ， 

现在 我 们 对 7 儿 星 钠 汉 来 证 明 , 对 所 有 的 0 二 p< 所 十 ,4 
F,， 多 项 式 系 存 B84(D) 中 是 完备 的 。 这 里 由 于 假设 ,A(D) 一 
十 co:9e 1(1p) 二 (tp, 十 0)， 且 由 于 1 中 已 证 明和 的 事实 , 可 以 认 
为 :三 9 二 2 

首先 根据 MapkytegHy-Farrell 定理 (参见 第 一 章 4 中 定理 
3)， 多 项 式 系 在 Bi D) 一 87) 中 是 完备 的 . 

根据 引 理 10 中 的 条 件 (2.32) 及 (2.34), 若 

59 一 1) 盖 2 一 十 ip 人 (nm 一 1) 及 59<1， C4.40) 

则 《qq ?PE Bi D)。 而 条 件 (4.40) 等 价 杆 条 件 
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2 


2 2 (4.41) 
#4—ip 9 

由 于 假设 jp 二 4 二 ?2, 因 此 总 是 可 以 选择 % > 1, 使 得 上 式 成 立 ， 

因此 ,从 (4.41) 可 以 看 出 , 当 

9 > 

了 ，[p]9E 8 了)， 因 此 ，[e]92 在 B91oCD》 中 可 以 被 多 项 

式 有 逼近 .利用 5[ 理 10 的] 卫 ,[o]”%? 在 B 约 加 ) 中 可 以 被 多 项 式 远 


近 ，4 > 六 各 一 ,再 应 用 引 理 7, 就 知 多 项 式 系 在 B84CD)》 中 完备 ， 


其 中 


0O<p<+oG9>Fo— Fip) = 2 
1p 


这 里 当 二 一 1 时 , Fs(10) 一 2 


现在 用 归纳 法 ,假设 多 项 式 系 已 经 在 8 儿 D》 中 完备 ,其 中 
0<p<i+o,g> Fik—o 0,1,..*,n—1, 
我 们 要 证 明 , 这 对 于 4 > 『F。 也 成 立 ， 


根据 引 理 9 的 3° 知 ， 一 > Fi。 因此 ,可 以 认为 /op <9 < 


之 ,因为 g。> F， ,上 且 由 引 理 9 的 26 知 Fy 一 Flip) 之 10， 


因此 按照 归纳 假设 多 项 式 系 在 B88*CD)》 中 完备 
根据 引 理 10 中 条 件 (2.32) 及 (2.34), 若 


好 
(1+9 一 他)> 2 一 5 十 pm 一 D 
aa 


2 [r+ 41—2)|<3, (4.42) 


则 由 引 理 10 中 的 2° 知 ，[gq'(z)]Y?€ B88:n(D), 这 里 由 于 (4.39)， 
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我 们 必须 有 
2 一 FP, 1 3 
1< 5 < el (4.43) 


Fs 
从 C4.42) 可 以 得 到 等 价 的 条 件 ， 


2 一 如 


3 
一 一 一 一 <:…< 一 工 ( (4.44) 
2 一 四 于 人 三 二 ?十 外 1 一 圭 ) 
在 op 


由 于 选择 4 使 <9<< 二 习 > 因此 


2—? 
i 
2 一 如 十 9 一 一 
Cp 


上 


进一步 有 4 十 4(1 一 工 ) > 0%, 且 由 引 理 9 中 # 个 函数 的 定义 知 ， 


当 9>G。 了 时 ,有 
人 (4.45) 


由 引 理 "中 4° 知 ,了 F。 之 G6,.。 因 此 , 当 4 > 下。 时 《4.45) 是 满足 


2—1p 3 
a 
2 一 tj 十 4 一 二 4 十 多 1 一 一 | 

fr Ga 


由 此 推出 [p']*?€ Bb*(D), 其 中 9g 之 FF，。 

这 样 一 来 ,利用 归纳 假设 及 上 这 讨论 知 ， 治 数 Lp ]"? 可 以 在 
B48"( 吕 ) 中 被 多 项 式 通 近 , 其 中 8g > FR,。3 引 用 引 理 10 的 1? 可知， 
[9 ]9 就 可 以 在 8 欠 D) 中 被 多 项 式 允 近 ， 其 中 4 > F,, 再 引用 
引 型 7 知 ,多 项 式 系 就 在 B 欠 D) 中 完备 ， 

由 引 理 9 的 1° 知 ，F, = PCzp) 一 tp 因而 就 正明 了 定理 1. 


注 当 ? 一 1 时 ,证 明 非 常 容易 ,此 时 ae。 一 2?， i 
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1 . 
丰 ,一 一 上 十 a 因而 (4.43) 是 


La 过 世 二 < 
n+ 1” 
厅 (4.44) 是 
1 3 
sy -7 一 汪 
1 二 9 一 过 +4(1 一 工 ) 
1 
? el 二 , 定 1 
要 本 | » # 时 ,定理 1 已 经 
0<p< a A 
证 毕 , 其 中 三 十。 因为 人 a 


因此 可 以 认为 ,1 <? < 之 ， 因而 就 可 以 推出 ， 定理 1 对 于 9? > 


1 十 一 一 也 成 立 , 由 此 证 明了 定理 1， 
天 


推论 ” 若 刀 是 Jordan 区 域 且 有 可 求 长 边界 ， 则 多 项 式 系 在 
8 欠 D) 上 完备 ,其 中 06<p 达 十 20,qg 之 1. 

事实 上 ,这 只 要 利用 引 理 5 中 1? 及 定理 ! 就 得 ， 

现在 我 们 在 非 Carathtodory 区 域 上 考虑 多 项 式 系 在 5 也) 
空间 中 的 完 省 性 问题 ， 由 于 对 于 非 Caratheodory 区 域 ， 一般 地 
说 ， 不 一 定 成 立 MapKyibeBH4-Farrell 定理 (参看 第 一 章 $4 中 定 
理 3), 但 是 对 某 些 具有 特殊 性 质 的 区 域 ,如 月 形 区 域 ， 它 在 交点 处 
收缩 得 较 锯 ,多 项 式 系 在 平均 通 近 意义 下 仍 是 完备 的 (参看 第 一 章 
$5 中 定理 8)。 因 此 ,在 这 里 可 以 引进 下 列 概念 。 

定义 设 0<p 过 十 0。 若 多 项 式 系 在 空间 B88(D) 中 是 完 
备 的 , 则 称 区 域 刀 具有 p-Farrell-MapxkyteaH4 性 质 , 焉 记 作 了 6E 
FM(p). 

引 理 11 设 D 是 有 界 单 连通 区 域 , 则 对 0 入 一 3， 


i rasa, < 到 十 co。 (4.46) 


证 因为 
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Jip’ sary ~ 4, 


其 中 4 是 区 域 也 的 面积 ,因此 不 妨 认为 p > 2。 
利用 14%"(w)| 的 下 界 估计 起 (4.29), 我 们 有 
Jf et rere 于 ecCoPrvanas 
好 Tew | 
= df {| (1 — |wl'y tardy < + 
这 里 用 到 了 2 <p <3， 引 理 11 证 毕 . 
引 理 12 设 吃 是 有 界 单 连通 区 域 , 则 存在 常数 c, 使 
1— loa < eV Bo(z), (4.47) 
其 中 55(z) 是 x & 品 到 区 域 D 边 界 的 距离 . 
证 由 (4.29) 及 引 理 3 得 到 
1 一 19(z) 且 一 45402191fz)1 = a(x) Ngo Cw )t™! 
ND 
其 中 邓 为 常数 ,由 此 令 < 一 2V MT 就 得 到 了 (4.47 )。 
下 一 个 引 理 是 将 一 般 汲 数 fz) 8D》 在 此 空间 中 被 多 项 
式 有 还 和 近 的 问题 ,转化 到 一 系列 特殊 函数 被 多 项 式 一 致 逼近 的 问题 . 
引 理 13 没 D 是 有 界 单 连通 区 域 , 令 0<p< +eo,9eEFCtp)， 
则 要 使 多 项 式 系 在 8B( D) 中 是 完备 的 充 要 条 件 是 玉 数 p"(z) 
(po ，a 一 0,1,2,-.…, 能 在 空间 88CD) 中 被 多 项 式 逼 近 。 
证 ”必要 性 。 由 于 当 ? > 1 时， 
Ip"Cp yl = [fpiet es drdy 


Dp 


-< | i: 中 1 «As dray 


总 


= 一 {Is Idudo = 
车 Ce 226 BD)。 因 此 它们 能 被 多 项 式 带 近 ， 
充分 性 设 f€ B82K(D), 容 易 看 出 ， 
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和 一 oC) Lh C0) e BEClw!) < 1). 
由 于 多 项 式 系 在 空间 Bt( w! < 1) 中 是 完备 的 ,0 <p 十 co， 
4 之 攻 参 看 第 四 章 83), 因 此 存在 多 项 式 8Cw), 使 得 


ITf 一 97， < 了 (4.48) 


按 充 分 狂 的 条 件 假设 ,由 于 8Lw) 是 多 项 式 , 因 此 有 多 项 式 P(z)， 
使 得 


loCp) Cp 2 一 Plls., < 3 (4.49) 

但 是 ， 
ITi ~ Ol 一 fei — QC1 — [wl )dudv 

一 ice — QCp) lg ldadxrdy 

EC pd 

= |f— OCpN gp) Py.,. (4.50) 
比较 (4.48) 及 (4.50) 得 到 

lf ~— Qo) Ye < > (4.51) 


因此 ,再 比较 (4.49) 及 (4.51) 得 到 
lf — Pl3,s < cpes 
其 中 co, 一 max(C22 ;1), 引 理 13 得 证 ， 
我 们 再 指出 一 个 初等 的 结果 . 
引 理 14 设 0<p 筷 po 过 二 00, 则 
BAD)IC BICD) 


My < mCDYT hd Sp Ep + (4.52] 
这 个 引 型 的 证 明 是 初等 的 ， 这 只 要 用 Hslder 不 等 式 即 可 . 
利用 引 理 13 与 11 及 (4.52) 可 以 得 到 一 个 有 趣 的 结果 ， 
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引 理 15 设 0 二 各 < 十 ce 且 DERMHCan) 则 对 所 有 的 0 二 
Pm, DEFM(p). 


证 显然 ,这 只 要 对 六 如 所 2 世 记 证 明 DE FM(p) 就 够 
了 ,因为 可 以 一 直 用 下 去 ,得 到 0 之 p 之 甸 时 也 成 立 ， 


现在 证 朋 p"(p 》Y?€ Br(D)，n 一 01 事实 上 ， 我 们 
有 


fp"Cp’ Yrs = WE I | rer ardy 


A | 


注意 到 0 < 各 < 了 < 3, 因 此 由 引 理 11 知 ,上 式 最 后 一 个 于 分 
是 有 界 的 。 
由 于 De 上 FM《(j), 因 此 对 任意 的 s>> 0， 存在 多 项 式 Plx), 
使 得 
tp(e 一 加 所- 一 一 一 
[xxKD)j’ 


i? n= 0,1,...。 
因而 用 (4.52) 后 得 
le 一 Pi < s. 


由 此 应 用 引 理 13 秽 ，D ft 下 MK 下 其 对 ! p< pA ps. 


引 理 15 证 毕 。 

推论 ” 若 对 某 个 po,0 志 P 过 十 0, 对 于 所 有 的 PP 守 po,DE 
FM(p), 则 对 所 有 的 0 < 之 p< 之 十 00,。 De FM(p), 

现在 我 们 应 用 文献 122] 中 的 思想 ,能够 证 明 下 面 的 定理 了 。 

定理 2 (Burbea1) 设 对 某 个 po,0 过 如 过 十 吕 ， 对 所 有 的 
p 字 Po，D EFM(p)、 则 多 项 式 系 在 8B 氏 D》 中 是 完备 的 ， 其 中 
0<p<i+m,9€ i(t), 

证 首先 由 引 到 15 的 推论 知 ， 对 所 有 FP 之 9, D&FM(p)， 
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即 多 项 式 系 在 所 有 38) 中 是 完备 的 ， 下 面 再 分 别 券 虑 两 种 情 
况 。 

1 设 9 宕 2?, 这 与 定理 1 中 证 明 情 况 1 时 的 方法 完全 一 样 , 代 
替 那 里 应 用 引 理 7, 这 里 只 概 应 用 引 理 13 即 囊 。 

2. 设 1 专 g < 之 2 仔细 地 观察 , 当 1 委 如 < 2 时 定理 1 的 证 
明 可 以 看 出 ， 应 用 引 理 13 及 引 理 15 可 以 得 到 下 面 更 好 的 结果 。 

设 DE FM(po 十 8), 其 中 8 这 0, 且 1 所 tp 过 2, 则 多 项 式 
系 在 B8 维 D》 中 完备 ,其 中 0 <p 所 pos 9 € 1(p). 

定理 2 证 毕 ， 

与 这 方面 有 关 的 工作 还 可 以 参看 BrennandsbB'20，Burbeat0， 
Hedberg'，MeprensH 3，Melzger' 沁 等 人 的 工作 ， 


§ 5. Bi(D) 中 多 项 式 的 最 佳 下 近 


在 这 一 节 中 ， 我们 将 对 区 域 台 的 边界 T 加 上 二 次 光滑 的 条 件 
下 ， 来 研究 3K DP》 空间 中 多 项 式 最 佬 逼近 的 阶 的 估计 及 其 逆 定 
理 。 首 先 我 们 来 证 明 几 个 引 理 ,它们 本 身 都 有 独立 的 性 质 。 

定义 1 对 0<< 生 1， 我 们 用 4z 记 作 定义 在 lwl 一 
上 的 函数 类 ,其 中 每 一 个 函数 ge《w) 满足 


liel,s ~ Sup, lelw)l + sup les) — Re 之 十。 
[A 
2” 对 a 一 1, 我 们 用 A# 记 作 定义 在 |w| 一 1 上 的 函数 类 ， 
其 中 每 一 个 函数 gC(w) 满足 
|e1 > sup lsCw) 十 sup eCwe') — 2g8(w) + glwe™'')| 


1 
WA 本 


之 十 0%， 
引 | 理 1 《参见 文献 [36] 中 定理 (5.8)) 设 解析 函数 f{z) 一 
wx 十 iv,|z| 过 1, 其 实 部 w€E MAF, ve AF, 因 而 f€ Ar, 
证 显然 ， 


*» S41 + 


UL) 一 二 Plr ,0 — ule')dt,z — re®, 
Td -= 


其 中 


PCy ,0) 一 1 一 二 


1 一 2rcos8 十 于 

对 8 求 二 次 篇 煞 商 ,得 到 

oa = LP Lue) + neo) lade, 
由 于 

(pialr sta ~ Pilr ss) — Palrs0) = 0, 
因此 
ssl) = 4 Pi Lae ~ 206e®) + eI. 

由 于 we 4? ,因此 由 上 式 得 

1 < oe iD 


2r cost 
cell—r | 上 一 一 一 一 一 一 
) 4 《1 一 2rcosr 十 六 
区 Brisin’s | 
《] —2rcost+t ry 
Ci #8 
，zeret ?LL (5.1) 
—r 


由 Schwarz 公式 知 


7m it 
(ts) 一 | Pe ts por)ad tirsr = u0),7 < pl, 
EL 2 


Jpef 一 
因此 也 有 


2 有 
fools) = 4 | pe +t pe de. 
2xlt pe 一 多 


由 此 得 到 


52 < 


py 2 | > 了 dat ) | 
fooot#) | 过 2 全 PC > dz so re® 


PO— 2preostt+ 


取 op 一 二 一, 由 (5.1) 得 
|fevat2) | = 7 2 到 六 8 六 
由 此 得 到 
fge la) < ni 一 i re {5.2) 
因为 


F(a) re fifols) — fags)}, z=— re's, (5.3) 
由 (5.2) 易 得 
{5.4) 


因此 ,由 (5.2) 一 (5.4) 得 到 


l(a)| 二 4 xz 一 re， tl, (5.5) 
这 样 一 来 ,我 们 有 
Ke 一 2KD 十 Ke 一 | FE — | Ad 


其 中 4 是 曲线 ， 它 由 三 部 分 组 成 :半径 线段 [ee，heie]， 圆 斌 
[he 六 ,A]， 半 径 线 段 [#,1]， 而 f, 是 4 旋转- 8 而 得 到 的 ,4 之 4， 
因此 得 
eS) — CD + Ke ~ | LC8) — ef Cs) dt 
他 
< (bir la) lari < clel (5.6) 


因此 ,对 于 一 般 的 re [0,2x], 考虑 F(w) ~ 1(we")、 由 (5.6) 就 
开启 得 到 fe 4r+, 引 理 1 证 毕 。 
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3| 理 2 没 单 连通 区 域 即 的 边界 工 有 二 次 光滑 ， 则 对 内 卫 射 
岁数 ww) 及 外 映射 函数 于 (ww) 都 有 Ow)E AY 及 各)E 
Ar, 

证 由 Kellogg 公式 (参见 文献 [53] 第 466 页 )， 

argg (1w) = DCs) 一 af 多 凡 十 三 )w 一 中 (zi 一 “ii 


其 中 9 是 在 zeT 上 切线 角 ,6 一 z'(:)、 由 此 看 出 argdi(w) 关 
于 9 一 次 可 微 ,显然 有 argwr(w)e AY。 由 于 
—ilag(w) = argh (ww) — iln|p lw)|, 
在 单位 图 |w; < 1 内 解析 , 且 其 实 部 arc#《w)e 4h}, 因此 由 引 理 
1 得 
ing (Cw) Ee Ar, 

由 此 容易 推出 由 (se hr, 

对 于 外 肌 射 函数 类 但 地 也 有 和 (we 4 

引 理 2 得 证 。 

引 理 3 设 0 过 a 忆 1。 区 域 D 的 边界 TE Cs > 0, 则 对 任 
何 通 数 & € 42， 


1° lgepo pl < clelles 
2° (Cw) ws < cllalss; 
3 LL@opl ww) 1 el wa < eelaz。 


在 条 件 TeC: 下 ,对 内 外 映射 疗 数 及 其 逆 函 数 第 二 章 55 中 
公式 (5.2) 都 成 立 , 因 此 再 用 引 理 2 就 立刻 得 到 引 理 3 
引 理 4 1° 设 gCw)€ A*， 则 由 Cauchy 型 积分 所 确定 的 


算 子 ， 
CreYw) ~ | A dr |w| < 1 {5.7) 


2rF Jirle1 7T 一 
满足 (Tio)(w)& A?, 和 是 
PT ghar ee gar, (5.8) 
29 设 gCw)€ N80 之 og 之 1, 则 由 (5.7) 所 确定 的 香 子 满足 


+ 


CTigXw)e As, 有 8 
(Tellss < cllellas, (5.9) 
证 1 不 妨 设 g《w) 是 实 值 通 数 , 设 


ut) ~ | Pr ead, 1 = re,r < 1， 
Hd 一 = 


其 中 PCr,z) 是 Poisson 核 , 则 w《re”*) 关于 9 的 二 阶 差分 为 
Aiu(re®) 一 沽 PKr ,Aig eit-n)ar, (5.10) 


由 此 从 gtw)e 4 推出 wxCww)€ at, 
设 fz) 一 ww 十 iv 在 1z| 过 1 内 解析 , 则 由 引 理 1 知 ,f€ AY， 
内 而 
rig(w) — 二 | LD yr 一 全 ge ) gj, 


2ri diriet T 一 到 2zj4-<en 一 gw 


-二 寺 和 e 三 有 二 了 gler)dr 
2 2x.—n" 


2 27 wer rane 
=— f(s)+ ee Ar, (5.11) 
最 后 从 引 理 1 及 这 里 证 角 的 每 一 步 , 容 易 看 出 (5.87 成 立 。 
2? 在 C5.10) 中 换 成 一 阶 差分 ,可 以 推出 ww)€ 48,0 < a< 
1, 由 此 对 于 在 (5.11) 中 由 Schwarz 公式 所 确定 的 i(w) 一 wz( 忆 ) 十 
iv(w) 有 
pew) = 2D a Lh ee oa, 


(ei wy) 和 (ert— wy 
白 此 , 令 岂 一 re”, 就 有 
On! el —— 一 一 < — 一 一 
《LE 一 ri 十 一 呈 (1 一 站 十 二 时 
ee i 
《1 一 yo 1 十 时 (rye* 


由 此 象 在 证 明 引 理 1 时 一 样 , 可 以 证 明 fe 4 内 而 从 人 (511 
得 Ta € Ar, 
545. 


从 证 胃 的 每 一 步 可 以 知道 65.9) 成 立 。 
引 理 4 证 毕 ， 
注 若 令 


a 之 1， 


iwler Hi 


Cee XW 一 ln | 
其 中 gCw)eE 4 0 之 a 所 1, 浊 
teglat < elgra ,0 < 1, 
类 亿 地 可 以 证 明 下 列 引 理 , 
引 理 5 设 区 域 的 边界 了 上 是 二 次 光滑 的 。 若 g(w)€ 4 
0 之 a 太 1, 则 算 子 
SEC) jy 


Geo ~ oe TO 


也 满足 (Tg) w)E A#,0 < ca 魏 1, 且 
HOT Os < clglaz0<<l， 
证 令 Ww 一 p(w)， 则 
da 凸 Hw) 
人 (vy) 一 Vw) 
其 中 HCv) 一 igopoCv)][gVCv)]。 由 3 引 埋 2 及 引 理 3， 
[lal ce OO<ae1. 
1 设 z= 1, 则 在 |w| 之 1 时 
HO Ww) 
CT Cw) 一 2 [更 (pz) 一 ww) i 
a 2 HO C0) ,, 


2 Tri Ji=1 [到 (zz) 一 Fwy) 
一 Tw) + (ww), 


因为 2 | 加 
H(v) "(0 ) 
[Tht 


InCw)i ea [到 (wy 一 yw 


Hr) Cw) jw 
[时 (ie) 卫 一 《py Oo wy) 
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1 Ce A 
2x | (Cw)| le=t (yO— wy) 

< Tw _H(v) 

i Cw 

.| 元 y'(Cw) 十 
yr) — Fw) 

a 


Zr Cw 2 


下 ww) 1 
(ze an- 本 


由 于 由理 4 知 ，(cAD)Cz)e 47C 4 , 则 


Pw) .1 


0 vw 


ldv| 


-十 CeHyCw)] 


eHilsY 1 
[CHYCw)! < ee 二 i 
Cot) Ce 一 2 


此 外 ,由 | 村 (oz)| 筷 斌 ,(w)€ AY, 也 有 
I¥ (Cw)| a 


el 
ee 

这 样 得 到 

Hla hd 


1 


此 外 ， 
iAw)| 和 < 


i we 
es 
"(ww) (Vw) 


a 
ldw | 


< ulal| et Me) Cw)| 


re Ow 


ee 
wI—1 tw 


这 里 用 到 HE Ar 及 引 理 4 前 一 部 分 证 明 中 结果 。 
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这 样 就 得 到 
[ICTsey Ce) Ii(w)| 十 EAD 
< lal 
本 Ey 
再 利用 3 引 理 4 第 一 部 分 证 明 中 后 ;得 到 
frzelez < < es 
2 设 0 和 =<1, 我 们 有 


HC(v)Y'(w) dp 


(Felw) ~ 二 (Ps) 一 Bw) 


二 H(v) vw) PF 
| 全 人 1 一 | 
1 + HY) 
a 
Jlw) 十 Jw), 
容易 得 到 
AG DE 入 lw| > 1。 
及 
A)! < 0 , 
因此 得 
Nr celeBl celal _ 
发 FT28 Kw)| < Cw = 1y™ Sa — 
这 样 由 Hardy-Littlewood 定理 得 。 
ral < cleliss,. 
引 理 5 证 毕 。 
注 在 引 理 5 的 条 件 下 , 苦 
gi 
| dus wl > 1, 


(Tg)w) 一 lim "| J We) 


a S40 


风 CTgXw)E A#, EH 
lrela < celallsat, OO<oesL. 
为 了 后 面 的 需要 ， 我 们 引 人 另 一 种 分 数 次 微 商 及 分 数 次 积 
分 69 它 不 同 于 $2 中 所 引进 的 ,也 不 同 于 Hardy-Littlewood 在 文 
状 [64] 中 所 引进 的 ,但 其 本 质 上 是 相 类 似 汐 。 


设 
1(D) = 5 oa” C5.12) 
在 |z| 过 工 内 解析 ，8 > 0, 则 f 的 8 阶 分 数 次 积分 定义 为 
ts (5.13) 


rtith 
六 与 Hardy-Littlewood 在 文献 [641 中 的 定义 相差 一 个 因子 xz?， 
因此 ， 


fA)as ~ sfuls), C5.14) 
而 了 的 如 阶 分数 次 微 商定 习 为 
Hz) 一 3 dg (5.15) 
m= #2 
我 们 有 
jC) ~ {zfC#)], (5.16) 
且 和 内 
1 r+1+8) ,, p>0 
(1 一 zs A r+ 
还 有 
fa raeie) 一 TC -二 8) 上 HrerornyC1 一 rentsdr 。 


. (5.17) 
类 伺 地 ， 像 $2 中 引 理 8 的 证 明 一 样 , 代 圭 帮 (2.39) 或 (2.40)， 
这 里 需要 用 (5.17), 可 以 得 到 
引 理 6 设 涧 数 f€8f,， 对 FP>>0(p 之 0,9 之 1) 有 
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0 < 到 < 天 个 ao， < < < | 用 ar < < ci js， pe (5.13) 
推论 设 函 数 fe B;,q > 1 对 任意 有 > 0 有 
0 < cr 和 hl, < ce (5.19) 
实际 上 我 们 在 下 面 主 奖 用 到 是 自然 数 情况 ， 因 此 证 明 可 以 
更 为 简单. 
定义 ”我们 用 人 ,# 一 1,2,…,0 之 vw 才 1 记 作 遇 数 类 ,其 
中 每 一 个 函数 jf{z) 在 |z| 过 1 ee f(s) € Az, 
定理 1 设 pe 《84)*,g 之 1, 则 存在 唯一 的 1z1 < 1 内 解析 
函数 8g， 使 


p=— lim 2 | reieJg(re-ieyd9 Fe 8:, (5.20) 


若 二 gg 夺 # 二 1n 一 1,2,.…-， 草 gg" ee Ah， 其 中 am 9 一 
n， 肥 过 来 ， 对 任何 在 jz| < 1 内 解析 8 且 &n 64， 则 极限 
《5.20) 对 所 有 的 fe€ B8;， 4 >> 1 都 存在 且 定 义 了 一 个 泛 蚤 p 
(B81)*,g 之 1 若 g 一 # 十 1 则 ge4z， 且 反 过 来 。 对 任何 
在 1s| 二 1 内 解析 gg, 且 ge 4 则 极限 (5.20) 定 义 了 一 个 在 


8* 上 的 泛 函 ， 
证 设 ge (B40)*,g9> 1 令 b4 = (zt), 一 0 1 ,区 
[ol & lphilzth, < tll. (5.21) 
加 此 ,组 数 


go 会 >， bizt 
#=D 
在 1z| 过 1 内 解析 。 设 
Fw) 一 > asznc Bi,g> 1， 
五 用 


对 固定 的 p,0 二 p 二 1, 令 fplz) 一 上 pz) 由 于 fp(z) 在 'z| 和 1 
上 和 解析， 因此 其 Taylor 懂 开 部 分 和 和 在 1z1 所 1 上 一 致 收 化 至 
fplx), 利用 线性 泛 陷 ?的 连续 性 就 有 


pip) 一 Hog 3 verst) 一 之 ， 2 te » 《5.22) 
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现在 我 们 证 明 
Hom Nf — fo 一 0. (5.23) 
事实 上 ,由 fe B1,9> 1 知 , 给 定 6 之 0, 存 在 及 < 1, 使 得 
全 | (1 一 后 |. 1fKree)14g < e, 9> 1 (5.24) 


利用 平均 模 的 单调 性 ,由 《5.23) 还 得 到 
= Ci js If(pre*)ld0 < 6, 94> Lp 1。 
(5.25) 


现在 选择 p 很 接近 于 1, 使 得 
ne | fz) 和 f Cz)! 一 5。 (5.26) 


愉 (5.24) 一 (5.26) 就 立刻 得 到 
ff zs te: || CG rrirardyp ~ 38, 


这 就 证 明了 (5.23). 
后 利用 诈 函 多 的 连续 性 从 (5.22) 可 以 得 到 
的) CE lim > axrbipt, (5.27) 
1 y=0 
汐 了 寓 *(5.27) 得 于 (5.20), 只 朗 证 明 9g€ HY 够 了 。 事 实 上 ， 
对 于 国定 的 5,15| 过 1 令 
i 
】 [44 re=D 
于 是 由 (5.21) 及 (5.27) 得 
FC) — lim Stat 一 > Tibi = s(t), 


+ 三 0 


因此 


eC), < lpllifolhs < Joh. + 


上 2 2 | 
D0 ot dprar 
| o |1— ttre]| 下 


* $31* 


A 人 Ces Dn . 


dr 二 %%。 


这 说 明 qe H*"、 这 就 证 明了 (5.20) 且 其 中 pe， 
现在 设 9 之 ## 十 1, 令 


i 全 | < 1 


由 (5.20) 及 Cauchy 公式 得 
PF) 一 8)。 


F(z) 一 


由 此 得 


lewCe) < el 一 lol + 2 


rn 


1 2 全 荃 于 了 
四 fa 一 中 i i dqpdr 
1 
A = yr 
由 此 从 Hardy~Littlewood 定理 ( 参 着 文献 [36] 的 定理 (5.1)) 知 ， 
gE A gag—g—#, 
若 4 一 2 十 1]， 则 类 似 的 讨论 可 以 证 明 
en! ~ 0 (ti) 


这 用 引 理 1 证 明 的 最 后 部 分 可 知 ， 
gs" Vz) € AY, 
现在 考虑 反 过 米 的 那 部 分 
设 <9< 一 #* 十 1 且 给 定 
RCsw) > biz*, 


t=0 


ge 4erbyo 一 4g 一 #4 如 g"” "EA*， 我 们 首先 要 证 明 ,， 对 任意 


中 上 
ja) mostztecB 9 1, 


函数 


， 了 32 


牛 oo 


plr) 一 之 aibirt (5.28) 
当 +-* ! 时 有 极限 , 且 
Es) < ch (5.29) 
为 此 ,只 要 证 明 
(lee < oli. (5.30) 


令 hz) = zg(s) HB fole) — fl2), 
forilz) ee | f(s) dz, 
我 们 有 
rp ry 一 二 全 epsf。 (regJieoCre-ieJdB。 (5.31) 
2x J 
事实 上 ， 这 可 由 比较 两 边 的 寡 级 数 展开 而 得 到 。 由 引 理 6 的 推论 
得 
fy, en < cHfll,s. (5.32) 
此 外 ,由 &" 0E A#*， 根据 Hardy-Littlewood 定理 ( 见 文献 [36] 
上 定 班 5.1) 得 


pnCreiey1 一 of 让 


dn) 
这 样 一 来 ,比较 (5.31) 一 (5.33) 得 到 
Pd 和 < 一 站 和 PCree)idg。 (5.34) 
由 (5.32) 知 ， 
feo-en = 4h or 


| flee aorar < elf he. 
因此 ,由 (5.34) 就 推出 (5.30) 越 立 . 
设 9 一 2 十 1 且 gae 4f, 则 由 引 理 ! 的 证 明 可 知 ， 对 也 
Gl2) 一 Zr8Cs] 9 
eo $33% 


(人 ) 
G' (x) of {5.35) 
现在 我 们 来 证 明 
Go -0(— 1 (5.36) 
C1 r) 
事实 上 , 邻 F(z) 一 zG'(z) 一 5 a 
3， 
] a.g*™! (5.37) 
A (mt) 


(1—+) 
因此 
1 CS LA i) (5.38) 
由 Ge) 的 Taylor 展开 式 ， 比 较 (5.37) 与 (5.38)》， 就 得 到 了 
(5.36)。 
现在 令 F(z) 一 jis)。 由 (5.32) 及 引 理 6 知 ， 

kein 0-} < elFi,ee elih.,, (9329) 

即 


和 > re |F¥(re'®) adrdr Solf < +o%, 
则 | 
fa eres) drdr < elf < 十 oo。 
(5,40) 
另 一 方 旦 ,由 (5.31) 可 以 得 到 
rep Cr) 二 ECree)GIHKCre-e)dg。 
因此 ,由 (5.36) 尽 (5.407 就 立刻 得 到 (5.30)， 


9 了 3 


最 后 我 们 还 要 证 明 , 若 z(z) 一 bt 在 jz| < 1 解析, 且 


eT - 


对 于 任何 f(x) 一 >，oizte B84, 存在 


Ye=0 
Pf) = lm 了 akbkpt， 
Pl =0 


则 pe(58,)*。 事 实 上 ,对 任何 固定 的 * 之 1, 令 


pif ) 一 > arbrrt, {£5.41) 


由 fe 8;, 对 任意 R < 1 
a ‘ja = 全 |fCre's) labrdr 
> eo) HCRe®) 0 C9 — D1 ~ RY 
因此 
| KReelde< eq9 — Di — Re 
这 样 一 来 
1o,: 一 | 1C%) dz| 


| Zui siepRzt! 


< 去 | HCRe®) de < cj 二 (一 RD 


令 R 一 1 一 小 ,由 上 式 得 
aol 宝地 和 ae 
此 外 ee 
Em {Via = 1, 
因此 ,C5.41) 确 实 确 定 了 p, E(B85)*,， + << 1, 且 由 (5.29) 知 ， 对 每 


一 个 jeB,, 9g > 1, 
supl pCf)| es 


上 


三 此 根据 一 至 有 界 性 原则 ， 
supilpr| < c， 
这 就 包 有 了 mE (8,)*， 
定理 1 证 毕 ， 
注 ”定理 中 的 表示 式 (5.20) 还 可 以 改写 如 下 ， 


oD im | frer) etreT) do 


一 jim 1 | 起 flw aw iw dw 


| 


-sm (Sey, | 


其 中 g《w》 具 在 g(w) 类 似 性 质 , 且 8.140) 一 0 以 后 将 在 :z1<<1 
内 解析 ， 且 在 原点 取 值 为 堆 的 国 数 类 记 作 4。)， 特 别 池 ， 当 1 一 
9 和 2 半 ，(B 六 一 4 站 4 此 外 还 有 
0 到 ce ,pias cgs (5.43) 
央 此 ,由 (5.42) 与 (5.43), 对 住 意 ju€ Bs，1 近 9 和 2， 


se) fw | < elf 


cullf :le == SU 和 | lim | 
UD | rl 


.il 一 
(5.44) 
gE AN 4 il 
现在 对 任何 外 E 4%- 必 它 可 以 只 定义 在 jwl 一 1 上 ), ff € 8B,， 
1<4< 委 2， 容 劲 鉴证 


in 吕 作 ) flw)dw 一 im| Cre7( 笃 fl ) dw s 


fl 
(5.45) 
其 中 Tg: 是 由 引 理 5 中 Cauchy 型 积分 万 确定 的 鱼子 . 
对 任 仔 Ri € 人 设 
(Ta)Cw) = >) 8 .ww [wl > 1, (5.46) 
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t= 
0) 一 Pb", (5.47) 


则 由 引 理 5 为 1， 
BEANMN A 1< gsS2， C5.48) 
也 
leslla¥_, = liTg: a., < ee。 (C5.49) 
因此 ,由 《5.45) 一 (5.47) 以 及 (5.43),《5,49) 得 ， 


im & (YE)Cw)aw| hm js 外 (SE)Cw)aw| 
< ce 人。 有 和 < ellgsllssillf ,0 (5.50) 
这 样 一 来 ,由 C5.44),《5.50 ) 得 到 
oi pe (ee | 
callf lias - (5.51) 


这 里 的 & 是 可 以 只 定义 在 iw| 一 1 上 。 
现在 我 们 考 虎 由 第 二 章 $4 中 引进 的 Faber 算 子 及 广义 Faber 


人 于 。 
了 一 了 要 Cs 到 机 
《 9 和] 2 Fu) 及 da » 《5 52) 
3 一 1 ka 至 上 
(TOD ti F553) 


已 知 它们 都 是 从 卫 , 满 矣 射 到 0, Cw 次 多 项 式 集合 ) 的 算 子 ,其 首 
算 子 分 别 为 


(TPXw) 一 | Hao, (3.54) 
CP ~ | EN oy, 5.55) 

其 中 Pe 
令 卫 一 U ,，H 于 {Poyw :Pe ,我 们 再 定义 二 个 算 子 ， 
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(LONw) 一 (79)ou(w)， (5.56) 
Li(ONw) 一 《Ti@)s4(w)， 《5.57) 
它们 事 是 从 五 到 玉 的 算 子 。 册 (5.52) 一 (553) 得 ， 
ps .QOFD co 5.58 
(PO) = | es is Cd 


ws li Ba 
(LO 人 ae) 二 | 二 {ny (5.59) 


且 五 E 开 时 有 有 
(LF)w) 一- 


了 三 二 


(LiF ) = >” ee Fepo¥(n) 2 ACD 


Fopoy( nu) da 


Mic=l Wt 


不 一 证 
若 令 “ 一 god(y) 后 ,由 上 二 式 得 


FPDP go (5.60) 
Go 由 (pz) ww 


(CLI'F)Cw) -| FDA0) do， (5.61) 


2xil r= Wop(v)— ww 


Sy 2 = 


我 们 有 下 列 定 

定理 25 钟 乐 凡 Pi ” 设 区 域 吕 的 边界 有 二 次 光 渭 , 邮 革 与 工 ， 
却 能 从 I 扩充 到 效 个 空间 85,1 过 4g 所 2, 有 将 8 满 射 到 Bs, 且 
都 有 逆 算 子 。 

证 设 FRE, 则 已 知 LRE I， 水 (5.49) 及 引 理 3 与 引 理 5 
的 注 得 ， 

| 二 有 由 < < snip a | 2 (YE) FY wa | 


2 Ps rr.1l— 


CS "| e() ! 
a u a 
ia | r 中 ~ 1 一 / ft 立交 站 


-| _FOw)E (HD) jw 
wm BOW) — pw) | 
" 5S5Ie 


= 一 《Sup 
[TE 
[ls 49 1 


iim [ ol7) dwdu| 


rl 0 Icer PE) 全 二 (如 》 


| FOOWCn) 


2 


一 人 省 a Flin (uyHTe Nd 
re up ee 人 CT 人 hy 
< 才 celF ee 


已 从 了 在 B3,q > 1 中 稠密 (参看 $ 3 中 定理 1), 办 此 像 在 第 
4 章 中 $4 一样 讨 沦 ,可 知 工 能 够 从 五 推 广 到 8+， 且 将 B 鼎 射 到 
Bs, 1 一 39 安 2。 

现在 我 们 证 明 工 ”也 是 有 界 算 子 . 设 FE ,已 知 忆 PE 
由 (5.49) 及 引 理 3 与 引 理 5 的 注 得 ， 


NL 'Fl,, 专 eu im | £:(¥ ) LE Ya 
il Esl! 本 roel~g lwier r 
加) 
= SP £2 i 
"allas_ i on 0 wr 2 
[2 2 )(weple)l dy dw 
Dp) 一 ww 
™ esu | Flv)l Poptv)) lim -上 
91143 一 | 4 王 1 “二 入 2x1 


i 


lw lr Doplv) 一 Ww 


“a ¢ SUD | Po)Lou(o1Cce)epodCo)az| 


人 
ft 


< c Sup [wotr)l eg)opop Ns. Fl, 


A 
i 


< Fo。 


由 本 的 


因为 开 也 在 8 上 釉 密 ， 因 此 工 一 也 能 从 了 开拓 到 8Bc， 玉 
是 将 B。 映射 到 68, 汐 有 界 算 于 

类 似 地 可 以 证 明 元 与 L7 互 为 怒 ，1 < 之 9 所 2 中 逆 算 子 ， 
且 准 Bs 满 射 到 BB 

定理 证 毕 。 

定理 3 设 区 域 马 的 边界 有 二 次 光 油 , 则 了 与 Ti, 都 能 从 瑟 扩 
充 到 整个 空间 3B，1 < 4 专 2, 且 将 成 满 射 到 8KD)， 且 都 有 
逆 算 子 . . 

证 设 16 BD), 只 要 注意 到 ， 

0 ellf ss < joy < < czllf |, 

利用 定理 2 就 立刻 得 到 定理 3, 

定理 4 设 1 和 ?和 2，fE 了 BID)， 了 的 边界 具有 二 次 光滑 
性 ,于 是 


二 nl | 到 地 一 0, hs < inf lt a 中 -| 


< 1T inf 了 一 (5.62) 


Ti 一 
< ir J inf WS 0, i.,. (5.63) 


这 里 这 些 不 等 式 的 盘 1 项 与 第 3 项 是 在 BI 中 取 范 数 ， 而 中 间 的 
项 是 在 8;(D》 中 取 范 数 ， 
证 设 P,EHN,, 则 TT"'P,é€ 了 ,。 渗 北 , 用 定理 3 得 
nt 一 和 一 了 
< TH — Py. 
对 P。€ 可。 取 让 确 界 后 得 到 
om T7191 和 4T7 ji 1 —.P,l,,. 
太 等 式 (5. 人 G2) 的 三 边 部 分 太 不 等 式 (5. 包 ) 忆 疾 科 并 可 以 疾患 定 
理 4 下 中 
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定理 4 指出 ,利用 了 及 TT!, 我 们 可 以 将 在 BiD)》 中 多 才 
式 逼 近 阶 的 问题 的 研究 转化 到 8; 一 Blw| 过 1) 中 去 ， 

下 谓 我 们 要 得 到 一 个 Gespanrreiip 型 厅 等 式 ,为 得 需要 一 个 引 

引 理 7 设 区 域 了 的 边界 二 次 光滑 , 通 数 与 六 部 在 互 上 连 
续 , 则 《7 7eBl 1<9 委 2， 且 

(| (5.64) 

证 利用 多 项 式 系 在 4 五 ) 中 的 完备 性 ,因此 只 要 证 明 对 任 

何 je II:(5.64) 成 立 如 可 。 


没 
#op(sw) 一 位 ar lw 一 1。 
显然 下 
TH) 一 3 aw", [Iw| < 1， 
因此 和 
DD ti, La 


| PE dn 
2 1 iW=1 Wo 
= TOF Nw), 
由 定理 3 得 
(CTT) = TN < TH, 


IF ,= TT OF, THTRH,., 
一 TCTHD'h.,. 
由 此 得 到 了 (5.64),3 引 理 7 证 毕 ， 
定理 5 设 区 域 刀 的 边界 是 二 次 光 宴 ,1 < 4 委 2?， 计 是 存在 
溃 数 出 > 使 得 和 到 任意 PE DT。， 
Ps < MnjP,: (5.65) 


LL epg! 
二 有 B00), 


9。 561。 


证 由 于 了 P。eD,; 因 此 由 定理 4 及 在 单位 圆 上 的 类 似 于 
(5.65) 的 BepHnreta 型 不 等 式 ( 见 $3 中 引 理 3 的 公式 (3.20)) 与 定 
理 3, 我 们 有 

dPriloup, < eT PY 
< ealT Pls < ca HHP, ll,, 


定理 5 证 毕 ， 
我 们 还 需要 一 个 引 理 ， 
引 理 8 设 FEBe9D> 1 令 


Fi(w) 一 | FEKzydw， (5.66) 


0 之 co 之 1, 则 下 列 二 个 结论 是 等 价 的 。 
1l? wd F,) — O°), 


2 (一 OF"), 


其 中 连续 模 oo(5,F) 由 $2 中 (2.3) 确 定 ， 
这 实际 上 容易 地 由 $2 中 引 理 10 排出 ,只 变 注 意 到 ,这 里 由 于 
只 有 二 次 光 油 边界 ， 因 北 引 理 2 成 立 就 行 。 这 里 给 一 个 简单 的 让 
明 。 
证 设 2,,(6,f1) 一 OC57), 即 
{ECe sw) — Flw),, = OFA), 4 > 0, (5.67) 
由 52 由 引 理 8 知 ， 
0 < ch Fg & oilF ls,. (5.68) 
因此 ,将 (5.68) 用 到 (5.67) 中 去 有 
le FCetw) — Flw)l,yr, = OF ), 
由 此 得 到 
FCesw) — Flw ,or SE es ~ 1 FCe tw ) on 
十 let FCetw) — Flw) ,sr — OC ), 
因此 利用 (ow) 宪 质 ,就 有 
| 和 0 Flw) | 可 ew) — CD) 
ew) bw) or gc) 
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村 


二 | je ges py - zs, 一 OC), 
上 比 即 
Dg+1 (0,5) 一 OC(8). 


反 过 来 证 明 是 类 似 的 。 引 理 8 证 毕 。 

现在 来 证 明 本 节 主 要 定理 。 

定理 6 ( 钟 乐 凡 "1) 设 D 是 Jordan 区 域 且 其 边界 二 次 光 
滑 ,1] 之 4 二 十 ,0 二 & 二 1, 则 对 于 任意 1f& BMD), 下列 二 个 
结果 是 等 价 的 ， 


i 二 
1 一 (二 
2° mal6, fo) — O05°). 

证 1. 设 1 二 9 过 2， 
首先 设 


和 1 1 
sint ly rn 下 ol 二 ), 
由 映射 函数 中 的 性 质 ( 其 导数 在 12 | 所 1 上 ,上 下 有 界 ) 知 ， 


ink feb — Pelhes — O(c ). (5.69) 


对 于 9.e 1,, 由 定理 5 知 ， 
(Quo0Y ls < oe * Ov 


< eMs l,l 
< alQeephs, (5.70) 


这 是 gu 的 BepsuiTeiin 型 不 等 式 。 
由 《5.69) 与 (5.70)， 类 似 于 逼近 论 中 一 般 求 逆 定 理 方法 ( 见 43 
定理 和) 可 以 短 到 ， 
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wal6 ,fo8) — OC5°), (5.71) 
反 过 来 ， 设 65.717) 成 立 。 由 83 由 定理 1 得， 对 任意 ”， 存 在 
Peil， 合 得 


le 一 Ph 一 o( 二 ) 


由 定理 3 及 的 性 质 有 
I TP — 0 (+). (5.72) 


La 


对 于 8。€ 1,, 由 引 理 7 得 
HT (9.4 < cl(0.00) ore, 
< cll 
< cniQsls, 
其 中 最 后 一 个 森 等 式 用 了 $3 中 引 理 3, 因 此 
lI7 (0.°9)7l,, < cnllo,opl so, 
< calTHT Ou) 5.73) 
这 就 是 T-《Q。q) 的 Bepuiureibht 型 的 不 等 式 ,由 (5.72) 及 (5.73)， 
应 用 沽 近 论 中 研究 道 定理 方法 ， 所 样 可 以 得 到 
和 1 
jinf Tf— .l= 0(£). 
最 后 由 定理 4 得 
if 4f— Pd -0(+). 


Pant le 

2. 设 > 2?。 

由 于 1, 我 们 可 以 假设 定理 已 对 # 一 1 过 4 志 # 证 毕 ， 现在 
要 证 明 它 对 * 过 9 肆 #* 十 1 也 成 立 ,为 此 ， 设 f€ 8;..(D)， 
nl<gen. $$ GWw) Tw). foplw), 

G(w) 一 | GCGDan, 

如 果 假 设 


"564* 


inf li—P i = o(£), 


tn 
则 

jj (£), 
即 

owl ro 人 
因此 ,由 引 理 8 得 
8) oc herd, ~ 0) 

即 

2 2 
由 归纳 假设 ,这 是 等 价 于 


wg ,G1) ee O(8°), 
青 由 引 埋 8， 这 等 价 于 
G es a 
ma (88) ,= oo7)， 


即 
wad, fo ha ee OC5"), 
可 以 看 见 ， 所 有 的 过 程 反 过 来 也 成 立 。 因 此 可 以 认为 定理 6 
证 毕 ， 


$ 6 Bergman 空间 中 广义 有 理 函 数 系 的 完备 性 


我 们 在 大 章 序 言 中 曾 指 出 , 当 区 域 也 是 单位 区 时 ,Bergman 空 
B83《D) 是 Hardy 空间 好 的 推广 。 已 知 在 Hardy 空 夺 中 ， 
有 理 函数 系 | 一 上 一 元 是 完备 的 充 要 条 件 是 : :9.195490147 ， 


+ 35365 


于 (一 十 )-+o， lb > 1 (6.1) 


tml 


内 此 自然 地 会 提出 这 样 的 避 题 ,在 Bergman 空间 B85 中 ,条 件 (6.1) 
是 不 在 函数 系 


| (6.2) 


完备 的 充 要 条 件 。 本 节 就 是 来 介绍 这 方面 的 结果 ， 

设 {ai} 是 单位 回 1z| < 1 为 点 更, 它们 之 间 可 以 有 相间 的 , 用 
针 记 作 ma 在 {mer,…… sax} 中 出 现 的 次 数 ( 若 ai 都 互 不 相同 , 则 
所 有 4 一 1)。 进一步, 设 {ai;} 位 于 菜 个 角 内 ，|arg(e; 一 ci)| 实 


> 十 61 其 中 为 某 个 实数 ，e1 > 0 某 个 数 ， 我 们 有 下 列 定理 。 
定理 1( 沈 一 吴 ") 要 使 函数 系 


1 
a (6.3) 
在 空间 Bf, 9 > 1, 1 < 了 过 十 oo 中 是 完备 的 充 要 条 件 是 ， 


其 中 完备 性 理解 为 。 对 和 储 章 的 涡 数 f(s)€B5, 9 之 1, 1<p< 
十 oo , 任 给 5 之 0, 存 在 国 数 系 (6.3) 的 有 限 线性 组 合 R(z) ,使 得 


入 一 Ri 会 [ 本 局 C1 一 rif(re®) 


— R(re®)|*rdrd8 | < 6B。 (6.5) 

证 根据 Hahn-Banuch 定理 ,要 使 项 数 系 (6.3) 在 空间 84， 

9 之 1, 1<< 靖 二 十 co. 中 完备 的 充 要 条 件 是 , 对 于 B4, gq 之 1， 

1 三 过 十 oo 中 的 任意 线性 兴国 1(1),， ff€ Bt, gi， 1<p 
过 十 00, 由 


(ey C6.6) 


1 一 2 ye Dt 


5566。 


可 以 推出 1(f) = 0. 
充分 性 ， 设 (6.4) 成 立 , 也 设 (6.6) 成 立 。 根据 $1 中 定理 3, 对 
gls) eB?, 汪 十 二 一 1 使 得 
p p 


(PD = Lt) | Co— Af oe) oe) odpd. 


(6.7) 
由 条 件 (5.5) 得 


pe 


4 = | 2 | glpe™y 
四 | | (1 — po) (To hp yr, pdpodop. 


表 由 $1 定理 1 及 上 式 立 刻 推出 ， 


gi ai) 一 0， 1 一 1 (6.8) 
其 中 
g(z) 一 全 一 | | pT 244 a 
x ojo {1 一 zpe's)s 
(6.9) 
此 外 ,四 $1 中 定理 1 的 推论 得 
lg < — ME ,zl1, (6.10) 
(1 一 lz|)s 


其 中 MCg) 是 由 $1 中 (1.1) 所 确定 的 常数 ， 因 而 利用 点 列 {a,} 分 
布 在 角形 区 域 larg(e; 一 e”)| 渤 下 s, 的 条 件 ,考虑 函数 
F(z) 一 (1 一 z)rg(=)。 
由 (6.10) 知 ,在 区 域 {fr| < 3 farelcs 一 “1 > 三 十 - 中 
估计 式 为 
IE Cs)| eM), 
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旦 扔 瑚 足 
Fongoi) 一 0 一 1 2 
《 见 《6.8))， 旧 此 利用 条 件 (6.4) 及 著名 的 Jensen 公式 (参看 文献 
[92]) 可 得 F(z) 夺 0, 凤 gs) 一 0， 因 而 1 有 ) 于 09， 认 分 忻 证 
毕 . 
必要 性 。 用 皮 证 法 , 没 杂 件 (6.4) 不 满足 ,; 则 可 以 构造 出 Blas- 
chke 乘积 ， 
= TT SO—* loil 
EE I 1— 区 ij 各 
显然 B(s) € Br”,g> lp > Bs 由 §1 中 定理 1, 有 
B(z) 一 2 二 :| [ 《1 一 Dp pdpd9, 
x ot 《1 — zpe “74 
由 此 每 
人 a 
| S| 2 1 (1 — ape) ts Pie 


因此 ,由 8(2) 所 生成 的 泛 泌 
iD) = 全 二 上 | ~— moe) Be) odpdo fe Bt 


但 Xs(f) 闫 0， 由 Hahn-Banach 定理 知 ， 国 数 系 (6.3) 就 在 Bs， 
9 之 1, 了 之 1 中 不 完备 了 ,这 就 产生 了 了 矛盾。 必要 人 性 证 毕 ， 

定理 1 全 部 证 毕 . 

如 果 我 们 只 假设 点 列 {oi} 位 于 |z| < 1 内， 而 不 进一步 假 
没 ， 它 位 于 某 个 角形 区 域 由 ,《 正 如 在 定理 1 中 一 样 ), 则 我 们 有 
下 列 定理 。 

定理 2 ” 设 点 列 {ci} 位 于 单位 圆 1z| < 1 内 , 且 满 足 

S| dg>1s (6.11) 
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风水 数 系 (6.3) 在 空间 B83,p 之 1, 2> 1 中 完备 ， 
证 ”前 玖 部 分 证 明 与 定理 1 的 充分 性 证 明 相 容 ， 因 此 存在 函 
数 g(z) € BY? ps 二 一 1,，g > 1， 满足 (6.8). 
设 函 数 g(s) 的 全 部 考点 为 a,，! 一 1,2,.…, 这 里 认为 有 
经 零点 就 算 几 次 ,因此 有 {feijc {oi}. 
令 几 
7,(r) 一 ee ln+igCreie)jd6， 
共 中 
参 二 六 冯 人 当 Y 之 1 时 ， 
0 当 z< 工 时 。 
由 于 g€ B89,y 之 1, 9>>1， 利 用 亚 然 的 不 等 式 t+i1gl 委 


] 轩 所， 因此 有 
pt 


[| (1 — rT rg)dr < +o0, (6.12) 
利用 Jensen 公式 (参看 文献 [92]), 我 们 有 


1 2x _ 1 is 
一 | lin* | g(re®)|d9= 二 | ln+ 
2mrJ0 2 


1 
二 一 
leCre'’)i 


十 Linr 十 icil 


Qloil<r oi 


> > in ++ tlor 二 el 


0<1ai<r | 人 | 


-| ln danke) 十 1lnr 十 ENE 
o 


其 中 设 sz) 以 = 一 0 为 1 级 零点 ,1 0，fa(0) 一 站 二 0， 
9) 为 &(z) 在 0< z| < + 中 零点 的 个 数 。 
这 样 一 来 ,由 上 式 得 到 


"ne) 
Tr(s)—ilnr— lnlcii 完 | EE di, 
[1 


两 边 屡 以 《1 一 7) , 广 愉 0 到 1 积分 ,利用 (6.12) 得 到 
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hao fe 
入 
ee dt ~ p(x), (6.14) 


由 (6.13) 及 (6.14) 得 ， 
Hmn(l — sop(i — ee)— 0, 
因此 ,由 (6.13) 得 
+oo > 一 | ada) 一 一 KD4500 | + san) 


ey | wdn(r) > Tih Qo a 


0<lail<l 4—1 
1] 一 yy4 
re 4(4 一 pr 2 ail 
> (1 — Ia;| ¥, 


4 1) fim=l 
因而 就 有 
六 《1 一 ED 3 《1 一 |ai1373 一 十 co9。 


这 就 与 条 件 (6.11) 相 矛盾 ， 定 理 2 证 毕 ， 
在 Chui 与 沈 的 文献 [33] 中 ， 还 对 一 般 的 权 函 数 ( 代 昔 《〈1 一 
P2497) 研究 函数 系 (6.3) 在 相应 的 空间 中 的 完备 性。 


$ 7. 用 由 电子 所 产生 的 静电 场 进 行 有 逼近 


设 吕 是 和 党 平面 上 的 Jordao 区 域 ， 了 是 它 的 边界 。 像 在 前 面 
一 样 , 我 们 用 由 一 gs) 记 作 G 一 CD 保 角 映 射 到 1w| > 1 的 
落 数 ，@(eo) 一 220，@(oo》> 0 用 z 一 (ww) 表示 其 反 颖 数 ， 
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而 用 ww 一 gCz) 记 作 将 瑟 保 角 欧 射 到 jj 过 < 1 的 水 数 ，g{z0) 二 
0，y(z0) > 0， zo€DD, 布 用 x 一 上 (w)》 记 作 其 反 虹 数 ， 
对 于 复 平 面 上 任意 点 zi， 若 在 T= 2) 处 放 上 单位 电子 , 则 由 
此 所 产生 的 静电 场 的 复位 势 为 
1 
z 一 2 
若 在 区 域 刀 的 边界 I 上 任 取 # 个 不 同 的 点 多 ji 7 一 1,2,…， "是 
在 这 些 寂 上 都 放 上 单位 电子 ， 贴 由 此 所 产生 的 静电 场 的 复位 势 为 
Ce 1 
人] re (7.1) 
这 时 会 提出 有 趣 的 问题 ， 对 于 区 域内 的 任意 复位 势 f(z) ,能 否 
用 具有 简单 形状 《7.1) 的 复位 势 来 进行 逼近 呢 ? 这 里 的 表 近 可 忆 
从 Bergman 空间 或 Bers 空间 4,:(D) 一 Bpo(DD) 中 来 理解 , 在 这 
一 节 中 我 们 准备 介绍 几 个 有 关 的 结果 ， 首先 介绍 一 个 有 趣 的 引 
理 。 
引 理 1 (MacLanet) 设 区 域 了 的 边界 是 Jordan 可 求 长 曲 
线 。 函 数 g(xz) 在 闭 区 域 DD 上 解析 ，gC0) 一 0 (以 后 不 妨 设 
0eD), 则 存在 一 个 在 单位 区 周 |w| 一 1 上 解析 的 函数 L(w), 它 
: | 一 ! 上 取 实 数值 ， 使 得 有 积分 表示 式 : 


g(r) 一 -| L(e'r)adln (1 到 元 证) 


二 全 (1 ro dL(le'), (7.2) 


证 ”由 条 件 知 函数 Ee) 在 闵 区 域 万 上 解析 ,天 此 Cauchy 积 


gs 1 g(t) 
> 2 人 er ZE 也， (7.3) 


若 藻 数 g(x) 在 区 域 G 一 CD 内 解析 , 闭 区 域 C 上 连续 ， 则 由 
Cauchy 定理 得 
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0 一 -LI 2 
pi J -€D, 


由 (7.3) 与 (7.4) 得 
Ei 1 85) 一 g(t) 人 
8Cz7 请 | ee 
现在 我 们 用 直列 方 落 来 构造 g,:(#), 没 
&fz]) 一 zx) 十 52(5)， 
显然 存在 唯一 的 郴 数 aa , 它 具 在 性 质 如 下 
1 mlz) 在 G 内 良和 ，G 上 连续 ; 
2° mz) = ns), ET. 
令 v(xz) 是 wi(z) 的 共 粥 油 和 和 范 数 ,并 满足 
oly(1)] = v {EL)1, 


(7.+) 


(7.5) 


则 由 于 gCz) 在 了 上 上 解 李 ，x(s) 在 了 上 也 解析 ,办 此 mlz) 及 


oz) 部 在 G 上 连续 。 令 
SifKz) 一 (2) 十 in(z)， 
它 在 C 肉 解析，G 上 和 连续. 
由 于 g(z) 在 上 涟 析 , 因 此 存在 数 R > 1, 使 得 
gz) 一 8[ 亚 (wo 会 G(o) = UCw) + iV (w) 
在 1 和 ol 二 及 上 解 打 ，1! 委 | 如 | 之 RR 上 连续 。 
令 


‘gig) = aIVw) EG = UW) iT) lw 之 1， 


则 内 mks) 的 构造 知 , 耳 数 


g(2) = 8) TCD 一 TO VU) 一 LPG 


2 2x Zurt 
会 L{(w) 
在 1 之 :ww| 之 R 内 和 解 诉 ，1l 志 |w| 之 RR 上 连续 , 且 秆 


.《7.6) 


到 实数 往 。 这 样 ， 极 据 Riemann-Schwarz 对 称 原理 ， 上 妖 数 L(w) 


就 在 人 < 1w! 之 RR 上 解析 , 且 在 |w' 一 1 上 了 到 实数 值 ， 


调 沸 ,小 税 (7.5)15(7.6) 斌 立 记 生 到 (7.2),51 理 1 让 毕 ， 
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定理 1 《Chuite) 没 D 是 Jordan 区 域 , 共 边 界 T 为 可 求 放 
曲线 ， 则 对 任何 水 数 f(z) € B81(x) 一 4,(D)，g 盖 2， 存 在 拒 如 
《7.1) 的 哆 数 S,z)，n 一 1,2,…-， 使 

lim iC) 一 SoCz)jr 一 0， (7.7) 


证 念 s(t) 一 VCef 站, 且 月 4d 记 作 区 域 DD 的 直径 ,用 i 记 作 
曲线 的 长 度 , 首 先 我 们 证 明 , 对 让 2， 


| rar ea (7.8) 
及 
| pe es rar (7.9) 


事实 上 ,利用 $4 中 引 理 3 中 不 等 下 (4.17), 我 们 有 
eT dist(z,T ) ls <(1) ,rz€D, 


Rn 
A a8) < 4 TdistCz ,三 7] 一 

4 es 一 SET, 

因而 
人 二) dady < 4 fls — Slrdrdy 
引 | 5 
47 1z — 51s drxdy 
a-tl<d 
2497? 上 rr 一 一 全 (449 
Tz | 4 -— 2 和 

由 此 竹 


Wa 


27xt 一 】 
< Cd) 
a 


这 就 证 明了 (7.8),《7.9) 也 类 似 地 可 以 证 明 ， 


a 37i4+ 


现在 设 f(x)€ BID) 一 4,(D)， 根 据 Burbea 定理 《参看 
$4 中 定理 1 的 推广 ), 多 项 式 系 在 空间 4,(D》 上 是 完备 的 ， 因 此 
可 以 认为 了 是 整 函数 ， 

令 zz) 一 | 1(5)a5， 显然 ， gCx) 满足 引 理 1 的 全 部 条 件 ， 


次 此 (7.2) 成 立 , 在 (7.2) 两 边 对 z 求 导数 后 得 到 
fl Le 一 | -2 ds, s€E D, (7.10) 


og yer) oz— s(t 
其 中 sD 一 ge'*=')， 
AD = [Le )y (7.11) 
是 [0,1] 上 的 实 值 解析 泥 数 ， 


玉 
fs 一 二 六 (xz) {7.12) 


LL 


其 中 ‘(A) ~ re)e I， 一 1,2,…,n， 显 然 ， 


1 1 
fa 一 /Co — | Es dfn 一 bm) 


‘bz 一 
| | 地 :一 Lazlj {gC — se)) 
J (z — str)) 


+ pC Cd, 
这 里 用 到 了 工 是 可 求 长 ,因此 :Cr) 绝对 可 积 。 这 样 一 来 ,我 们 有 
fh < tH 


ij lz — se)] 
el | 
下 a 1， 人 


其 中 


ec 一 rnax | at， 
口号 于 二】 
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由 此 比较 (7.13) 及 《7.8),(7.9) 得 到 


foe = 0(F). C7.14) 
由 于 当 “充分 大 时 ， 
不 
ela) << 1 ， (7.15) 


且 由 f,(z) 的 表示 式 (7.12) 及 估计 《7.14) 看 出 ， 为 了 要 证 明定 理 
1, 只 要 证 明 对 形 如 


1 (2) == 
2 一 zi 


的 函数 f(z) ,能 被 形 如 SCz]【〈 见 (7.17) 的 函数 在 空间 84D) 中 
逼近 即 可 ， 

如 果 对 上 面 的 映射 函数 w 一 B(z) 换 一 个 标准 化 条 件 ， 即 
9Kco) 一 20，9(zo) 一 1，zo&€ 人， 则 一 切 证 明 仍 成 立 ,， 且 其 结果 
不 依赖 于 zo， 内 此 可 以 取 zw 一; 即 oz 一 上， 因而 


和 yeT,—l<a<l (7.16) 


zi 一 WC1). 
由 留 数 定理 知 ， 
PE 
ee 


(7.17) 
现在 改进 一 下 在 Chui 的 文献 [27] 中 的 构造 , 令 
10 一 人， 1 ， { ~ (2— or 27 Ci] 


LE 


(十 1) 一 a 《nn 十 1) 一 = 
; 2 一 az 十 2 一 10 
为. 向 (rz 十 1) 一 a 多 


及 zx 一 四 (ct 一 0 人 令 ul?) 为 阶梯 洲 数 ,它们 
不 连续 点 在 ts ok, 
1° Ha 一 UC) = 1， 一 1 ,2，。- "pm 


1 一 宅 


li—a 
2° ,07) 一 一 了 一， wat2x ) 一 困 十 2 


。 375。 


3” wl0) — 0, wl2r)= ntl—e, 


xs(t SD al), my 1,2,- “ :fe 


容易 证 明 , 对 于 xz& 了， 


1 oe du) 1 
FT | zo— Pe) S08 


令 v0 一 (0 一 (4 十 1 一 a):f2x， 则 由 C7.17) 及 (7.18) 得 ， 


1 oe dC) 
ep es (7.19) 


其 中 vaA0) 一 pnf2r) 一 0， pefiet) 一 0， 是 ,7。 因此 
容易 看 出 ， 
Sup lvaCe)| < max (+, -<)< i, (7.20) 
这 样 一 来 , 设 EE 是 口中 任意 子 集 ， 对 《7.19) 进 行 分 部 积分 ， 利 
用 (7.20), 就 有 


咱 宫 二 


1b rz)drdy 


FT 一 各 要 | 


=| 5 ee 
中 J |> 一 2 Pe Dyddy 
(4 as) tl, (7.21) 


对 于 任 给 e > 0, 由 (7.8) 知 ,存在 DD 的 一 个 紧 子 集 天 ,使 得 
[ee 


因此 ,对 所 有 的 n, 从 (7.21) 得 


| 


男 一 方面 ,因为 T 是 可 求 长 的 ,因此 更 (ee 在 [0,2x] Lebes- 
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1b Ce) drady < B, (7.22) 
儿 ] 


gue 可 职 , 且 v(t) 具有 在 Ricmann-Lebesgue 定理 中 类 似 于 醒 
数 cosz 的 性 质 且 满 足 《7.20)， 因 此 ， 应 用 类 侯 于 Riemann- 
Lebesgue 3; 理 的 结果 知道 ,在 区 域 D 的 任意 紧 子 集中 有 


jn Fa A Li 和 一 中 


a 《2 CO— Ce )) 
由 此 以 (7.19) 得 ,在 紧 子 集 K 上 一 致 地 有 
lim 六 a (7.23) 


0 和 外 一色 
由 《7.227 及 (7.23) 就 完成 了 定理 ! 的 证 明 . 
自然 地 会 问 ， 在 定理 1 中 ,条 件 9 > 2 是 否 必 要 2? 我 们 用 下 
列 定 理 来 回答 这 个 问题 。 
定理 2 (Chui- 沈 2) 设 2 和 9< 王 十 cc， 则 当即 是 单位 圆 
jz| < 1 对, 对 于 任 春 一 个 形 如 《7.12 的 函数 ， 
SCz)] 一 六 ey ‘zi 一 1。 (7.24) 
rel 
存在 一 个 常数 cy 它 不 依赖 于 及 . Zi 1 的 选取 ,使 
得 


1S,C#),,, (7.25) 


> 
证 我 们 根据 Newman 在 文献 [104] 中 的 思想 来 证 明 这 个 
定理 (他 考虑 了 9 一 2 时 的 情况 )》. 
我 们 有 


IS,e — -一 一 1 一 BY zz fd 
此 站 多 让 (ei ey 
-+ 往生 meg 020 
令 
4 十 z 
疡 必 Cr) 一 了 Pa k= Se 


Ti™~ {zllz| < 1, - ) 守 27}, Kk 1 2 
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所 六 是 集合 ,的 特征 函数 。 令 了 一 U T,, 则 由 (7.26) 得 


ls > :I(2 PLP) 一 中 (一 ID7dady 


wl 
因为 在 jz! < 1 中 ， (Pi(r) = 9 之 nXis PCz) > 0, 因此 在 
T， 上 ，P,(#) 字 nXi，f 一 1,2,-…,#, 由 此 得 到 


[Sl.e 学 二 A 一 :2|)" ‘dxdy 


Tt 


之 n 和 > (1 — |z| Ydrdy 


全 | 《1 一 |r|"idzrdy, (7.27) 
其 中 ,为 

1 -二 )| < 二 1” 
全 4 一 (1 一 定年 ]) 二 rer， 0 所 7 < 守则 用 三 角 不 等 式 
得 

上 
因此 就 有 

a 一 | zi 站 ?gxdy 之 GS -六 drady 


| -2 i 
mm (za| 《1 — rx) xrdx ) -) a (7.28) 
比较 (7.27) 及 C7.28 ) 就 得 到 了 (?.25)。 
定理 2 证 毕 ， 
推论 1 在 单位 加 |z! < ! 上 ， 对 于 任意 的 函数 f(s)& B81 
《jz1 < 1)， 用 具有 形 如 《7.4) 和 的 有 理 尔 数 在 Bs 中 有 逼近 冰 数 f(z) 
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时 ,其 逼近 的 阶 至 多 为 二 > 717. 


事实 上 ,取消 数 f(x) 一 0, 则 由 定理 2 看 出 ,其 最 佳 逼近 阶 为 


es 9 之 2 
7 


推论 2 若 1<y 近 2, 则 一 般 地 说 ,定理 工 不 成 立 , 即 通 数 系 
(7.1) 在 8B4(D) 中 是 不 完备 的 ,其 中 1<9 志和 2. 

事实 上 , 取 f(s) 二 0. gq 一 2, 则 由 定理 2 的 (7.25) 看 出 ,此 沁 
数 f(z) 三 0 在 B81z| 二 1),9 一 2 中 不 能 被 形 如 C7. 的 函数 
开 近 。 若 1 < 9 < 2, 显然 有 

Ys 宕 |S ,iz 宕 ¢， 

因此 世 不 完备 。 

下 面 我 人 将 对 区 域 吕 的 边界 T 加 上 一 定 的 光滑 性 条 件 ， 研 究 
用 形 如 C7.1) 的 申 数 5.(z) 在 Bers 空间 4,(D) ~ 及 (D) 中间 
近 的 速度 . 

我 们 以 后 设 区 域 D 的 边界 Pe C+*， 其 中 6 沁 0.。 这 表示 
对 于 曲线 了 的 参数 方程 z 一 z(t)， 其 二 级 导数 z''(z) 满足 8 级 
Lipschitz 条 件 , 旦 xf) 大 0。 

令 0<p<am< 有 用 C。 及 民 对 应 地 记 作 在 耿 射 BCw) 下 


圆周 lw| 一 二 及 Li 一 二 的 象 若 用 D, 记 作 C。 的 内 各 ,用 


qotz) 记 作 将 区 域 Ds 保 角 映射 到 1w| 过 的 映射 限 数 ,qs(z0) 一 
0，op5zo) 之 0, 且 用 C% 记 作 在 映射 wm 一 p71 下 圆周 Ji 一 革 


人 
的 像 ,用 Do 记 作 Ca 的 内 部 ， 因 此 ,还 数 由 epsks)) 将 C。 的 内 
部 呈 。. 保 角 上 卫 般 到 区 域 卫 , 由 保 惠 映射 中 理论 知道 ,所 有 上 面 的 映 
射 都 可 以 双方 单 值 且 连续 地 映 对 到 对 应 的 团 区 威 . 
由 Sewell 的 文献 [130] 久 区 我 们 不 准备 证 明了 )》, 若 三 EC 
则 
1°” iplppsls))— zi < lp), s€D; (7.29) 
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} 


2° sup|- slp) — ll 0. (7.30) 
ze 万) dz 1 
此 外 ,我 们 在 下 面 还 常用 到 
0<o < | 一 人 se Se, wldwl < 1; (7.31) 
Ww tw 
0<c< 魏 |) Eo, lwvle1; (7.32) 
{Cw)l ec jwl 1, (7.33) 


这 里 (7.31) 与 (7.32) 可 以 参看 第 二 章 $5 中 公式 《5.2) 而 (7.33) 
是 容易 由 Kellogg 公式 《参看 第 二 章 $5 引 理 1 中 引文 献 117} 中 
公式 来 证 明 , 或 参 夏 吴 学 谋 文章 ””，Meprexntsam 文章 中 )。 显 然 , 其 
它 一 些 英 射 函 数 或 其 逆 函 数 在 对 应 区 域 中 也 满足 上 述 几 个 估计 
式 ， 我 们 就 不 一 一 地 列 出 了 .。 今后 我 们 仍 用 c 或 ce- “表示 常 
数 , 而 不 管 共 值 的 大 小 . 


令 
五 。i(S.) 一 sup infllS. Cz) 一 fa).ss (7.34) 
5 


a 


其 中 9 > 2，S,Cx) 是 由 《7.1) 确 定 , 旦 
一 {Ff € ALD) - BAD): {tf ll 和 1, w(t6,f) 一 0C6")}, 
(7.35) 


ao 一 sp || iece + D1 ~ FIC0) NIC) . 
La 


‘1 |wlD) ddr, O01l, (7.36) 
引 理 2 设 f(z)€EA(D)~= BID), gqg>24 gw)— 
fw 则 对 任意 p,0 过 bp 达 1， 
1 一 - 
名 Ce 
le Cw Cw ~ lwl’) dudv ee 


2 


[| 


(7.37) 
证 利用 (7.32)， 由 连续 模 的 定义 (7.36)， 由 驾 定理 1《 肥 
PP 一 1，4 之 2) 就 可 以 得 到 C7.37)。 
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现在 我 们 给 出 一 个 简单 的 直接 证 明 , 令 |w| < p，L,Cw) 是 
圆周 ir 一 | ee + 一 几 十 (1 一 p)ea12, 于 是 


(| tele — Llane 


lce 


sae 


wp oo wl dydv 


ew) 


iw <n 


— gCw) ld wl — wl dud 
a, 1 2s 1--p 
s oo 2 ,1) 0 


es re A ge 
引 理 2 证 毕 . 


引 理 3 设 区 域 D 的 边界 TE Ct，8 > 0， jl(z) ES， 0< 
a 1l, 49>2, 令 glw) 一 figpCw)]， 则 


{| Jeep? ~ gCpps GOOD ET — lw ldndy 


-cl — poy, 
证 我 们 有 
下 一 (fee) — glop oD C0) — ll rdudy 
wn < 


= fe Owe ~ lotr 


利用 (7 29) 与 (7.31), 容 易 得 到 
lepoCp (0)) — wl 去 Cl —p) < 2 


= S81» 


其 中 充分 地 接近 于 1, 因此 就 有 
已 扫 cmaxlg'Cr)l(! — pp) op). 《7.38) 


In 
男 一 方面 ,应 用 Schwarz 引 理 ,容易 推出 
[gppAp eID SE wl, lw < 1 
入 
¢ 1 
rt ct 《1 P) 到 37 


于 是 《7.29) 与 (7.31) 纵 出 
0 lwl ~ |v (pgAp lw))) | Er, 


largpps hw)) — argw| <2r, jwl| > (7.39) 


ee [in Pe C42) 十 mw ]， 


因此 ,对 w 一 re, 用 (7.29) 一 (7.31), 当 一 1 时 ,对 于 jw 肥 1 
一 致 地 有 


fr w= Re wrpo(h wv) ~» 7.40 
BO BPP )) 一 有 | tS | 1l. (7.40) 


& pp,(4(w)) 一 《rs6)exoa。， 于 是 用 (7.31) 后 有 
{| eC) — Cop pC DGC — lw dna 


#4 局 <! 


<e 和 ICres) — g(r 一 zco)i(1 一 rerordrdg 


i 


十 < 和 ig({r — tT)e®)—— g(r 一 rt Jeikre | 
击 cw1< 

(1 — rr) rdrdo 

十 < | lgClr — te) 一 gsCr, Oe | 


吉 < < 
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(1 一 rrdrd9 ce[ 瑟 ;十 五 ;十 五 ,]。 《7.41》 
应 用 3| 理 2 及 (7.32) 后 得 到 


5< 人 人 l(t a re 
< +i- 5 


3 
> | | Ere 人 | 28 | dz 
0 


过 中 | jf Ig'Cre){(l — rr) rdrdb | 


A 
< NG- 
cl py), (7.42) 
为 了 估计 Es, 我 们 再 一 次 地 用 (7.32),31 理 2 以 及 (7.39)， 可 
以 得 到 
E; 所 | 和 《Cr 一 7) 
3 


f° rc ~ eres | 

“(1 — rr) rdrdo 
上 (fire — te) lds ) (1 一 redra8 
证 


扫 | tf |g'CCr — re tt! 一 reardrdg] ds 
去 . J 
< oj 位 | 1gCrea1Cl 一 rrdrd8] as 
本 


Cte (5,7)/(E) <cfl 一 pr (7.43) 


最 后 ,利用 (7.32),(7.39),《7.40) 及 引 理 ? 得 到 
med : lL > {grewe) a | (1 一 rr-ardrdg 


| 人 :入 leCeree) ae| (1 — rr) irdrd9 


< 中 个 | 作 - lg Cc)id | (1 — 1) -drady 


TE le +) me 


色 
cfl 一 《7.441 

共 中 最 后 一 个 估计 式 是 由 5B; 的 估计 式 (7.42) 得 到 的 ， 

比较 《7.41) 一 《7.44) 以 及 利用 《7.38 ) 就 立刻 得 到 了 3 引 理 3， 

我 们 现在 来 叙述 用 形 如 《7.1) 的 国 数 5.(z) 来 通 近 f(x) € 
4x(D)， 9>2 村 的 阶 的 估计 定 奸 。 

定理 3〔〈Chui-Shenea)》 设 9 沁 ?, 且 这 域 D 的 边界 FE C**， 
5 > 0, 则 


Eas )— 0( 十 l ;) ge ed ne A 


从 


17 2 
(7.45) 
E..eS.) 一 0 Ce ), 
i 
若 yg > 一 Ye 一 一 . 《7.46) 


证 首先 我 们 在 一 个 在 了 .上 的 解析 函数 来 通过 f(x)， 
0D<<p<cp 必 1 
由 $1 中 定理 ! 的 推论 及 (7.32) 得 到 
MmM 
lftoCw)]] pr Iwi = 1， {7.47) 
其 中 


B44. 


果 一 好 [FL 。[w(w7]] 
一 人 中 |B GCw) 1 一 wo-idgude。 


lt 1 


着 令 
jw) — fo pw)l, 
取 一 pf 人, 是 自然 数 , 以 后 再 具体 确定 , 则 从 (7.47) 得 


| 六 [pz)] | 所 a i ， 2€ Do {7.48) 
且 由 引 理 3 得 
lf ojo go elmo (7.49) 
令 


F(a) 一 f jo pdrAUCs) + iV(s), sz € BD,, 


且 函 数 G(z) 在 朵 区 或 五 的 余 集 G 上 解析 ，G 上 连续 , 且 
ReG(z2) = U(x), seET, (7.50) 
由 (7.31), 这 里 是 对 于 函数 qz! 而 言 ,容易 证 明 
dist(T, Cs) > ca 2 小 


pL 


因此 ,对 于 任意 的 se Cu 再 从 对 于 9 而 成 立 的 (7.31)， 
disttz,1) cs (一 所) < ridiscCT Cos)， 
a 


其 中 
二 
cl 王 人 如 工 一 mm 一 
cs 1 十 户 十 二 人 2 


选择 万 充分 大 ， 容 易 证 明 ck 委 1. 因此 C。 就 位 于 D's 中 。 
LO OT 一 GI¥w)] (7.51) 


2 
在 1 < ijol 一 = 上 解析 ,1 专 lw| 去 上 连续 .进一步 由 (7.51) 
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知 ，LCw)》 在 lw| 一 上 1 上 取 实 值 。 因此， 根据 Schwarz 对 称 原 
理 , 函 数 LCw) 也 在 mm < lw| 过 十 解析 ， 由 MacLane 表示 式 


pi 
《 殉 引 理 1), 我 们 有 


foLppls)] = PF'(z) 一 0 ,2€D, (7.52) 


其 中 p(t) 是 一 个 实 值 国 煞 : 
ao 会 区 了 Ke) = FP)] 一 GCCe 7 (eryei, 
dr 让 


(2.53) 
从 估计 式 C7.48) 及 (7.32) 用 Cauchy 公式 容易 得 到 
Se M 
[ua) i < ym {7.54) 
eu 
iw (DD! Se GE a (7.55) 
现在 我 们 找 一 个 有 理 汉 数 来 至近 i,op,。。 令 
= Gmk 
Ga (2) 之 yet) 3 (7.56) 
其中 
2Kmr 
ni 一 2 人 ay 一 | (7.57) 
m : 1 
是 实 煞 ， 


象 在 定理 1 的 证 明 过 程 中 一 样 ,我 们 有 


oo 一 css 二 站 | \ 


二 人) 


J 二 1) 
1 
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利用 (7.55),(7.32) 及 (7.31 得 
cM Hf tal tM 
0 加 nl， lz 一 总 | | (1 一 201” 


i 


os CO— we)] 


ep ep 


Iw) NC — fl) dudv 
pe 
OT— pr 

类 似 地 ,用 《7.54),C7.32) 及 (7.31), 我 们 也 可 以 得 到 


[之 tM 
ey 
因此 ,我 们 有 
lop — onlh < TT sr (7.58) 
现在 令 
Nt (la 
pee | (+ (7.59) 
这 样 , 从 (7.497 及 (7.587 得 到 
和 一 ci < 么 cf 人 (二 )5 (7 60) 


其 常数 ¢ 不 依赖 于 ff 及 塘 . 
由 (7.54) 及 (?.59) ,从 (7.57 7) 可 以 得 到 (7.56) 中 茶 数 awk 的 估 
计 式 ; 


(onl ~ (LT i 和 一 0 1 及 一 | 《7.61) 


下 一 步 ,我们 构造 形 如 (7.12) 的 有 理 函 数 5,(2) 来 天 近 rw(zs)， 


“AD anal WEAN+T mo— an, (7.62) 
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其 中 六 是 ee 的 自然 数 。 象 在 文献 [31] 或 [32] 中 一 样 ， 我 们 定 
了 三 之 ni(N), = 1, 一 9 


2， -js 及 0， t= 0, ll, .'., 
Le 
2— dn 2 2 
A 下 二 二 
其 中 和 < 宝 亿 二 各 
2 2 一 2 
4 一 三， A ei TD 有 ,+ 一 有 + 十 < 


2 
一 所- 十 iE 


其 中 #, 三 8, 万 


.十 莹 ， 人 
Ww 
ft = } 十 六 2 一 anim=D 
tm, +I EE Ww 
2 2 
二 加 fm we ti 站 在 一 1 二 全， 
其 中 5 之 66 一 名 十 2x 所 es 且 
人 一 0 一 0， 全 一 《fi 十 Hn) 2, 一 1，2， -了 9 一 1. 


= 一 221 一 0)1， 
19 — 607| < 和 东 


-mm— 1, (7.63) 
通过 上 面 的 构造 ， ee po(z), 它 在 每 


一 段 上 有 相同 的 斜率 二 2 其 具体 的 构造 如 下 : 
v(x) 一 汪 0 
赤 呈 1 


一 fist4)s Hrk I 


sh it, l= 0,1, "* "i 一 1， no— (0; 
1 WV ; 和 . 

yO) #0,t= 1,2, "tm ls 
2 2 

a SBB* 


yas) = 《fr 3 #41) OF tits 
2 2x 


1 一 12 一 1 


pf) 一 下 一下 《一 有 PE 2 
2 2x 


w=), 0<i<ns 
2 2x 
pti) = yO) = 0, ?= 1,2,，.…-J R01 
从 这 个 构造 ,容易 看 出 
1 1 
二,， 芋 |1 一 i 
EM < max_ (3 | el)< 


《这 里 用 到 (7.61))。 


Ee dz 2 
-二 一 一 一 一 一 0，x6ED 
| 3 — ler) 2 — VC) A 


我 们 构造 的 SCs) 具有 形式 如 下 : 


Led ™—\ 


TR ——!l (7.64 
S.C2) 2 z — (er) 十 之 z 一 Peiet) (7.64) 
其 中 zx 一 所 十 wm 过 NN 十 m， 因 此 从 上 面 讨 论 看 出 ， 
m-1 ak a ls dy {1) D 
S.Cs) 2 — (eiot) EF zs — Ver) Nr 
{7.65) 
现在 用 
AA Om {7.66) 


#0 一 VC eiok) 
来 逼近 由 (7.56) 所 确定 的 on. 
令 gg[ 于 (eret)] 一 et Bt 一 ge，p[ECeiet)] 一 这 里 选 
择 m4 与 区 ,使 得 满足 


1 一 所 cl 一 人 | 所 市 (7.67) 


《这 星 用 到 了 (7.63) 以 及 9 与 的 类 似 估 计 式 (7.31))。 同 样 ,对 十 
8 也 有 类 似 的 估计 式 (7.32), 因 此 可 以 得 到 | 
1 


a ™-1 Et Pe a 
Los 一 中 jh < ied z— Tem) et) 
"1 (zx)drdy 


< Biol | 1 Ab (tw)drdy 
< 
“duav) dt 


< Brad wre 
因此 由 (7.61) 及 (7.67) 得 
1 


4 2 
lew — olh,e ee metett, (7.68) 


最 后 估计 用 $.(z) 来 逼近 os 的 阶 ， 为 此 利用 积分 表示 式 
(7.65) ,我 们 有 
le 一 se 一 人 DCDg(zsz)lz [125s Ce)drdy, 
7 (7.69) 


其 中 
Mz 0)AEeTe (ez — Ve), 


现在 将 公式 《7.59) 中 关于 [0,2x] 的 积分 分 成 二 个 积分 1 与 部， 其 
中 沁 是 在 [iyvas tt 丰 二 1，2,*…*， lm 一 旋 一 1 一 0， 
1 -人 一 上 上 积分 所 一 0, 而 开 是 在 Lristin),t = Ll,2。°"°"s 
出 上 积分 ,5 一 二 十 2 因此 第 一 个 积分 J 有 下 面 的 估计 式 ; 


ta | ft Eat ns 


+ C70) 


+ 


其 中 
D, = iw| < 0p), p< 1。 
记 Ki,2) 一 f+4 十 出 


-yo 


D Dp we 一 


| f plz, 一 ?十 st Rk))ar 


ww 


A (C2) dxdYy 


m-th -it 


rn + 二 1 i (hall gzss + sCls K))ds | ) 


5D,, 


» A (Cs) drdy 


mm 1+1- i 


7 


si 交 om 
. Ur? (zdrdydsdt 
jx i Fl Pd a | | 


各- th 


i 和 on | 一 ct) | 昌 
这 里 用 到 了 在 估计 je。 一 oxh,r 中 的 类 似 讨论 ,其 中 
FL)] 一 ci 


且 由 《7.312 7.327) 及 j| 安 知 ， 


Il < 二 ， 
WwW 
容易 证 明 
A 
| jw 一 e®): Sy WA 
因此 ,我 们 有 
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m- 1 11+t-is~l 


fj ree 


Bb P=n 者 之 ~ 
一 一 了 
< 2 C7.71) 


男 一 方面 ,我 们 有 
m1 ri! 人 


上 < 区 


pid, t=0 Fel 
其 中 w 一 pe 
Gl le 


中 | (~ Jwl) pdpdO dt 
~e* ps, 和 {iw a Cut | 


这 里 也 用 到 《7.31) 及 (7.32), 因 此 可 以 得 到 
站 ep (7.72) 


DiS 


取 p “1 一 2 则 从 (C7.74) 一 (7.72) 看 出 ， 


Ihe < 访 5 (7.73) 
类 似 地 也 可 以 得 到 
bh, Se i C7.74) 


因此 ,从 C7.69) ,C7.73) 及 (C7.74) 得 


[3 
lax 3 S$, lh. < Ws 


= (7.75) 


其 中 WN 二 mary 之 nN 十 wm, 且 由 (7.61) 及 (7.62》 
知 ， 


事 堵 : 江 
4 和 
ian! cmtati, 


因为 六 可 以 是 任意 的 自然 数 ,， 只 要 满足 N 之 a。 就 行 ， 因 此 可 以 
令 


. 522 


2m<W<i2m+1, 
则 由 (7.60), (7.68) 及 (7.75) 得 到 


If Ee Si Ce e (mieten 十 1 m3t+DAg tat2) 十 Ww-e») 
Ww 


ne 《9 一 2X9 十 6 十 2)< 委 ca， 

< 

cW -oktreta, 若 (g 一 2)(qg 十 4 二 + 21) 之 和， 
C 1 车 (eg 一 2)09 十 ac 十 27< 委 az 


一 9 
nme? 


< 
1 
< nanttafD; 若 《3 一 2X9 十 a 十 2) > a。 


《这 里 用 到 了 玉兰 en)， 这 就 证 明了 定理 3 中 的 (7.45) 与 (7.46)， 

注 从 定理 2 的 推论 可 知 ,一 般 地 来 说 , 定理 3 中 《7.45) 中 的 
阶 的 估计 式 是 不 能 再 改进 的 . 

最 后 我 们 考虑 函数 f(z) 有 高 阶 导 数 时 的 情况 。 

设 和 《是 正 整 数 , 用 St，0 < 之 1 记 作 所 有 满足 下 列 条 件 的 
函数 类 ; 

F(z)E AAD), Mf. 1, ff veE AxdAD), 
wl6, 1H) ~ O05°), 

其 中 wl(5,g) 是 由 《7.36) 所 确定 的 ,我 们 有 下 列 定理 。 

定理 4〈《Chui-Shen5) 令 g 之 2, 1 是 自然 数 且 区 域 DD 
的 边界 TE Ctt1+5，g > 0, 则 


ES9 一 o 二 


ne 7/ 


VC 人 十 ao7 十 1 十 ac) 十 16 一 大 一 


若 2 < 天 4 所 2 
《7.76) 
及 
1 
E..s($1) 一 oir 
AW( 帮 十 or 十 12( 十 a) 十 16 一 下 一 c 
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证 象 在 证 明定 理 3 时 一 样 ， 首 先是 要 寻找 函数 f 的 韶 近 式 
Fi,poF， 使 得 
Ifo Fipple cll pwlt — p,f*), (7.78) 
为 此 ,对 0 过 p< 过 1, 定义 
> nl 十 1 一 2 
Pe A | 人 (e+ ))]. 
已 知 在 定理 4 关于 了 的 条 件 下 ，w +Xw) 在 |w| 筷 1 上 连续 ( 例 
如 ,可 用 Kellogg 公式 ， 见 文献 [206] 或 Li123])， 因此 由 有 限 差分 


法 知 ， 
SA re(e(e 


IF 一 Fuephs = | 
i=0 


Tn 一 下 


+ | tee) — loauao 


el ~ pol ~— ps f°*). 
下 一 步 象 在 证 明定 理 3 时 用 5,(z) 来 逼近 j。oqg。 一 祥 , 这 里 也 可 
以 用 %% (=) 来 逼近 Riteoy 只 是 将 部 里 的 < 用 和 十 * 来 代替。 因 
此 可 以 认为 ,定理 4 证 毕 。 


四 呈 呈 二 二 
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[9] 
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nil 
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